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内容简介 


本书是教育部 u 国家理科基地创建名牌课程项目"的研究成果，其目的是为数学分析的习 
题课教学提供一套具有创新特色的教材和参考书 

本书以编著者们近20年来在数学分析及其习题课方面的教学经验为基础，吸取了国内 
外多种教材和研究性论著中的大量成果，非常注意经典教学内容中的思想，方法和技巧的开 
拓和延伸，在例题的讲解中强调启发式和逐步深入，在习题的选取中致力于对传统内 容的吏 
新、 补充与层次化 

本书分上下两册出版上册内容为极限理论和一元微积分，下册内容为无穷级数和多元 
微积分 

本书可作为髙等院校理工科教师和学生在数学分析习题课方面的教材或参考书，也町以 
作为研究生人学考试和其他人员的数学分析辅导书 



序 


数学教育本质上是一秤素质 教育. 学习数学的目的，不仅仅在于学到一些数 
学的概念、公式和 结论， 更重要的，是要了解数学的思忽方法和精神实质，真正 
掌桩数学这门学科的精髄.只有这样，所学的数学知识才不致沦为一堆僵死的教 
条，变得似乎毫无作用，相反，能做到触类旁通，在现实世界中提出的种秤问题面 
前昱示出无穷无尽的威力，终生受用不尽. 

要做到这一 A ， 单靠教师把保讲好是远远不够的.只有调动学生学习的积极 
性和主动性，促使他们自觉地接受经常、充分而又严格的数学训练，才能使他们 
真正走近数学，取得切身的体会，从而加深对數学的理解.这些数学训练的内容， 
在大学学习阶段，包括复巧课文、做习题、阅读參考书、相互切磋、讨论班报告 
以及参加与数学有关的实践洽动等等，其中，在认真复习的基础上做好习题，是 
和课堂教学联系最直接与紧密、同时也最利于经常实施和长期坚持的一項重要 
的数学训练.多讲不如多练，对数学这样一门注重思考的学科,情况更是如此.老 
师讲课再好，多媒体等先进教学手段用得再五彩纷呈，也代替不了学生自己的思 
考和领悟.只有通过严格的训练，使学生手脑并用，才能启迪心智，推动思维，使 
认识不断深入. 


由于解题在训练数学思维方面的极端重要性，更由于对学生的解题（至少在 
初期阶段）必须进行必要的指引，长期以来，对一些大学基础数学课程都开设了 
相应的习题课，并安排老师精心指导.实戚证明，这对保证和提高教学质量是一 
个颇有成故的培养方式.然而也毋康讳言,近些年来这一个重要的教学环节在一 
部分学校中却有明显削弱的趋势：老师布置的习题在数量及质量两方面都降低 
了要求；老师批改作业 K 是象征性的，有的甚至干胧不改，简单地公布一个标准 
答案 了事； 习题课不少已名存实亡，有的千胧己经 取消； 极个别的学校甚至将数 
学诔程的考试也采用了 TOEFL 考试的方式等等.这样做的结果，在硕士研究生的 
入学考试中也己经可以很清楚地看得 出来： 有些平时学习成绩“优秀”的学生、甚 
至一些免试直升的优等生，对一些基本概念和重要基础理论的似是而非的因答, 
对一些基本运算的生疏和迟疑，往往使主考老师大失所望，更使他们本人入学后 
的深造面临重重的困堆.所有这呰，不能不使众多的有识之士深表忧虑和关切. 

就数学分析这样的课程来说，一方面，它是一门重要的大学基础课程，很多 
后继课程都以它为基础，可视为它的延伸、深化和应用，而它的基本概念、思想 
和方法更是无所不在.因此 t 牢固地掌桩它的基本内容，熟练地运用它的基本才 
法， 透彻地理解它的基本思柢，是打开大学阶段数学学习局面的关键.另一方面， 
为了帮助学生掌接学习的主动权，尽快实现由初等数学阶段进入高等数学阶段的 
飞跃，作为学生是早面对的一门高等数学课程，它在培养学生养成思考的习惯、 
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提高理解的能力等方面，更负有重大的启蒙责任.正因为如此，上好数学分析的 
课程，做好数学分析的习题，努力提高数学分析习题诔的质童，就具有特别重要 
的意义.前辈数学大师苏步青教掩告诉我们他曾做过一万道微积分的习题，他能 
得心应手地在微分儿何的前沿领域作出举 世矚目 的重大贡献，与他邋过这样严 
格的训练所打下的坚实基础、所珞养的頑强毅力以及所积累的对数学思想的阀 
察是分不开的、 

现在的这一本书，是在作者们长期从事与指导习题课教学的基祕上，为和强 
数学分析习题课建设而认真撰写的教材与课外读物.它的着眼点，不是像现在充 
斥市面的各种各样的习题解答那样，消极地为老师或学生提供一些习题的解答， 
而是利用习题课这种教学形式，引导学生深入理解课程内容，启发学生深入思考， 
护大学生知识视野，力求使学生达到举一反三、由小見大、由表及里的境界，较 
快地熟悉高等敖学的思忽方法，迈歩走进高等数学的广阔天地.对于学生，这是 
一本富于启发性且颇有新意的辅导读物；对于担任數学分析授课或习题课的老 
师， 更是一本独具特色且不可多得的参考书藉.在已经出版了大責似曾相识的数 
学分析教枒之后，本书以其鲜明的特色、新颖的视角和丰富的内容，給我们以耳 
目一新的感受.它的出版，对帑助广大教师提高习题课的教学质量，对推动学生 
自觉重视解题的训练，均可踅帶来积极的钐响,很值得庆贺，特为之序. 


李大潜 

2003年4月3日 



前 言 

本书是以适应多层次需要和具有多种用途为指导思想编写的数学分析习题 
课教材. 

首先，本书的直接目的是为上敫学分析习题谏的教师和学生同时提供服务. 
为此在书中对于基本例题和基本方法作了比较详细的讲解，特别注重如何帮助 
初学者入门和逐步提高（例如 §1-3. §1.4 节和 2.1.3 小节) t 按踩难度的不同层次 
收入相当敷 f 的习题,并在每一幸的最后一节总结学3要点.对许多经典性的内 
容采取比较新颖的证明和分析方法，在例题和巧题的选取中也力求创新，改变过 
去徵积分学教程和吉米多堆奇习题集一统天下的传统格局.在编写中非常重视 
一题多解和前后呼应，并对学生中常见的典型错误进行分析.此外，特别为教师 
提供的服务还有在 1.1 节中对组织3题课教案的意見，在第二幸末尾的数列极限 
的习题课教案，以及每一章后对习题课的建议等. 

其次，本书可作为学生在解题和扩大知识领域方面的参考书.我们不赞成像 
工厂生产标准化产品那样来开展教学工作.千人一面的做法不可能造就具有高 
度创造性的人才.能力的培养不可能离开解题的训练.学生根据自己的情死，做 
一些有难度的课外题是非常必要的.本书所收人的习题桉照其难度和灵活性大致 
分为炼习题和参考题.每节末有练习题，每幸末有参考题（一般有两组).这样安 
排是为了帮助初学者逐步提高分析问题和解决问题的能刀.此外，本书对于教材 
中的一系列问题作了较深入的讨论，还包括了一些提高部分的内容，例如第二幸 
的迭代生成数列，第五章的 Li - Yorke 混沌，第八章和第十一幸的凸函数和不等式 
中的部分材料等.它们既是课程内容的自然延伸，又是进一步学习的起跳板.本 
书与一般教科书不同的另一特点是，丈中有大量的引用> 其中除了书末的参考文 
献外，还有国内外与数学分析有关的杂志上的大量教学研究论文.我们认为这种 
旁征博引对读者是有益的. 

学生对较哗的题一时做不出是十分正常的现象.逄议学生要学会将问题记 
在心里经常思考.如能通辻自己的不懈努力做出一道较嗜的题，那才是真正的收 
获.若能持之以恡，自己的能力和素质就会有切实的提高.不要养成急于从书本 
上或他人处寻找现成解答的习愤.这样看似省力，实际上往往转身就忘，反而失 
去了很好的学习机会.来得快则去得更快.没有经过自己的努力，即使将现成答 
案故在面前，也往往不知所云，一无所得.本书不附习题解答就是出于以上考虑. 
为了对读者提供帮助，书中附有较多的注解，经常指 出有关 例题和习题的意义、 
与其他题的联系等.书中对所有参考题均给出提示，集中放在书末.但请注意，该 
提示中指出的方法未必高明，更不一定是惟一的方法. 

本书也可作为考研的复习教材.就我们所见，许多学生在考研前对课程的基 



本内容已遗忘甚多，面对茫茫题海不知所措.本书可以帮助他们对基本内容和方 
法进行复然后通过数量并不很大的习题训练得到较快的提高. 

本书还可作为已经学过一般高等数学的读者进一步提高的进修教材.本书 
在许多基本方法的讲解上较为細致，起 A 不高，对自学比较合适. 

苏州大学数学桌长期以来非常重视数学分析的习题诔建设. 1987-1989 年由 
吴茂庆和卫瑞霞编写的习题课教材，分上、中、下三册，在数学分析教学中起了 
重要的作用；但由千当时只油印了几十伶，仅供上习题课的青年教师使用> 目前 
已很难得到，而十年以来的形势发展很需要一套全新的与题课教材 f 并供广泛得 
多的读者使用，这便是编写本书的由来.本书从1998年底开始编写，并经多次试 
用和征求同行的意见，逐步形成现在的面貌.当然，数学分析习题课教材的建设 
是一个长期积累的辻程，不可能毕其功于一役.希望本书的编写能够起到承前启 
后的作用，使数学分析习题课的教学质 f 得到德步的提高. 

本书分上、下两册 出版. 上册的内容为极限理论和一元微积分，下册的内容 
为无穷鈒数和多元微积分. 

为简明起见，正丈内只设命題与例题，并在每一章节内分别依次编号.例如, 
例题2丄5就是第二幸第一节的第五个例题.命题一般是有独立存在价值的定理 
或结论.有的例题很重要，实际上也可以作为命题.这里没有绝对的界线 - 

在几年的编写和试用辻程中，得到1元弟疙校和本忮许多同行的关心和帮 
幼， 并尽可能地吸取了他们对儿次初稿的宝贵意见；上海交通大学的沐定夷教授 
承担了全书的审闯，其中包括几年来的每次修改稿，提出了许多重要意见和建议; 
在本书的编写中利用1很多参考文献，其中包括教科书、习题课教材、习題集和 
对数学分析中许多课题和方法的研究性材料;本书的排版采用天元和_¥系统， 
并得别了华糸师范大学陈志杰教授的多次热情帮助；本书的编写得到了教育部 
“国家理科基地创建名牌诔程项目”和苏州大学数学糸的资助；本书的出版得到 
了高等教育出版社理工分社的大力支持，特别是得益于高故策划王瑜和责任编 
辑薛春泠的辛勤工作和热情指导;对于以上种种帮助，在此一并致以深切的感谢. 

本书编写组的成员是谢惠民、恽自求、易法槐和钱定边.极限和一元撖分学 
的执笔人是谢惠民，一元积分学和无穷级數的执笔人是恽自求和谢惠多元微 
积分的执笔人是易法槐和饯定边，此外上册的数列极限习题谏教案和对习题课 
的多数建议是由钱定边提供的. 

由于编者水平所限,在目前的版本中必然还会有许多错误和不妥之处,这完 
全是执笔人的问题.本书的许多新的设想和特点也还不成熟.成们恳切地希望读 
者对本书批评指正，提出进一步改进的宝贵意见，以利于本书今后的修正. 


数学分析习題课教材编写纨 
2003年2 /I 



附：上册内容简介 


这里将分幸介绍本书上册正文中的部分内容.建议读者广泛使用书末的两 
个索引，即中文名词索引和外文名词索从中可以查到许多在目录上不易寻找 
到的材料. 

第一章为引论. §1.3 节介绍了一系列初等不等式，其中特别是平均值不等式 
在书中将多次应用.在 P . 4 节中对两个逻辑符号 V 和3的由来和用处作了详細 
的讲解.这都是在一般教科书中不可能花很多篇幅来介绍的内容. 

第二章为数列枞队在 2.1.3 小节中对适当放大法作详细讨论.例题 2.2.1 在 
一般教科书中是少见的.§ 2 . 2 节中提前引入无穷玟数，并对调和玟数的发散性给 
出多 个诂明 .§2.5 节用两个通俗问题引入数 e . § 2 . 6 节对于迭代生成的数列介绍 
了 “ 蛛网工 作法”，总结出其有相当普遍性的两条规律. 

第三幸为实数系的基本定理.除了单调有界数列的收敛定理是上一幸的主 
要工具外，在这一章中分节详細介绍其余5个基本定理的内容、证明和应用-对 
区间套定理的“凝聚”特点作了知致的分析.凝聚定理的证明依赖于一般教科书 
中不常见的“任何數列必有单谰子列”的结论.用三分法证明 Cauchy 收敛准則 
仅见于[ 4 1]. Lebesgue 数的存在性明是易法槐提出的.介绍了上、下极限的三 
种不同视角，还包括它们在多个方面的应用.在 3.7.2 小节举出用本幸定理一题 
多解的例题. 

第四幸为函数极限.其中 lim ^- = 1 的证叨取自 数学的实践与认识上 

X—*0 X 

的论文.对于使用等价 f 代换法中的常见错误进行了分析，指出了正确使用的两 
条规则 . 

第五章为连续 轟数. 其中除了对基本定理作细致的处理外,还在 §5.6 节介绍 
了混沌，作为第二幸中迭代生成数列的现代发展.为了理解这些最新发展所需的 
知识只限于连续性和上、下极限的概念 - 

第六章为导数与微分-其中对几个基本结果采用了 [17] 中的处理方法.对于 
一阶微分的形式不变性作了详细讨论. 

第七章为微分中值定理.对子 Fermat 定理， Rolle 定理和 Lagrange 中植定 
理都采用了不同于一般书中的新的证明方法.根据沐定夷的建议，提出并证明了 
Taylor 多项式的最优性. 

第八幸为撖分学的应用.这里分7个专题作介绍 .§8.4 和 §8*5 节对于巧函 
数以及凸性在证明不等式中的应用有丰富的材料，其中包括大童练习题.作困题 
中收入了燕尾突变的例题. 



第九幸为不定积分.对于第二换元法作出一个严格鉦明（取自 美国数学月刊 
上的论文).对于求有理函数的不定积分举出两种比较灵活的计算方法（其中之 
一来自 [68]). 

第十幸为定叔分.不正面介绍零測度概念而给出关于 Rietnann 可积充要条 
件的 Lebesgue 定理的讧明 [7]. 对积分第一中值定理的中值可以在开区间中取到 
的结论作出证叨（与 [52, 56] 类似).计算定积分的例题 10.41 是较析的.在利用 
对称性计算定积分方面利用了 [48] 的分析，这比传统的说法更为邊彻，列举了较 
多的例题,并通过例题 10.4.8 和后面的例题 12.3.1 与广义积分计算相联系. 

第+—章为积分学的应用.在儿何应用中推荐用 Green 公式的一个特例 {42]. 
§11*2 节与 §8*4 和 §8.5 节呼应，为凸函数和不等式提供了丰富的内容，对于权 
分估计给出了较多的例题. Wallis 公式的证阴虽然是传统的，但具有析的视角. 
Stirling 公式采用⑺中比较严格的证明.改写了 Niven 对于 it 的无理性的乜明, 

第+二章为广义叙分.对 Diriclilet 判别法的必要性给出 证明. 米用较新的方 
法计算概率积分.对于无穷限广义积分收敛时被积南数在无穷远处的性质作了 
详紅讨轮. 

由于篇幅所限，本书没有介绍插值多项式的丰富内容，在数值积分方面也未 
作详细介绍，但仍收入了关于近似计算的许多材料.从收敛數列的数列速度出发， 
正式引入算法的阶，讨论了对囷周率的多种算法,对数 e 的两种近似计算的比较， 
方程求根的不同算法等. 



巨 


录 


B . 1 

前亩 . 3 

第一章引论 . 1 

§ u 关于习题课教案的组织 . 1 

§1.2 书中常用记号 ¥ 111 ■ ■"" ¥ ^ 1 ■ ■ . . . 2 

§1.3 几个常用的初等不等式 . 3 

1- 3.1 几个初等不等式的证明 （3) 1.3.2 练习题 （7) 

§1.4 逻辑符号与对偶法则 . 9 

第二章数列极限 . 12 

§2.1 数列极限的基本概念 . 12 

2,1.1 基本定义 （12) 2,1.2 思考题 （13) 

2,1.3 适当放大法 ( U ) 2.1.4 例题 （15) 

2- 1.5 练习题 （17) 

§2.2 收敛数列的基本性质 . 17 

2.2.1 思考题 （18) 2.2.2 例题 （18) 

2.2.3 判定数列发散的方法（叫 2.2.4 练习题（叫 
§2,3单调数列 . 26 

2.3.1 例题 （26) 2.3.2 练习题 （30) 

§2*4 CflAicty Stolz *.**»*■■►*****-■►*. . .* *.31 

2 A .1 基本命题 （31) 2.4.2 例题（邡） 2.4.3 练习题 （37) 

§2.5 自然对数的底 e 和 Euler 常数 7 . 37 

2.5.1 与数 e 有关的两个问题 （38) 

2.5.2 关于 e 的基本结果 （3 S ) 2.5.3 Euler 常数 7 (43) 

2,5.4 例题 （44) 2.5.5 练习题 （45} 

谷2 .6 Jt ]£^ l _| - + - 46 

2 . 6 . 1 例题（如） 2 . 6 . 2 单调性与几何方法（辦 
2. 6 . 3 练习题 （5 2 ) 

§2.7 对于教学的建议 . 53 

2.7.1 学习要点 （53) 2.7.2 补充例题 （54) 2.7.3 参考题 （55) 

第一组参考题（郎）第二组参考题 （57) 

§2.8 关于数列极限的一组习题课教案 . 60 

2.8,1 第一次习题课 （60) 2.8.2 第二次习题课 （62) 

2.8. 3 第三次习题课 （63) 2.8.4 第四次习题课 （65) 

















第三章 实数系的基本定理 . 67 

§3.1 确界的概念和确界存在定理 . 67 

3.1.1 基本内容 （67) 3.1.2 例题 （67) 3.1.3 练习题 （69) 

§3.2 闭区间理 .. TO 

3.2.1 基本内容 （70) 3.2.2 例题 （71) 3,2.3 练习题 （72) 

§3.3 凝聚定理 . 73 

3.3.1 基本内容 （73) 3.3.2 例题 （73) 3.3.3 练习题 （74) 

§3.4 Cauchy 收敛准则 . 74 

3.4.1 基本内容 （74) 3.4.2 基本命题 （75) 34.3 例题 （76) 

3-4.4 压缩映射原理 （77) 3.4.5 练习题 （79) 

§3.5 覆盖定理 * 80 
3.5.1 基本内容 （80) 3.5.2 例题 （81) 3.5.3 练习题 <83) 

§3.6 数列的上极限和下极限 . 83 

3.6.1 基本定义 (83) 3.6.2 基本性质 （84) 3.6.3 例题牌） 

3.6.4 练习题 （91) 

§3.7 对于教学的建议 . 92 

3.7.1 学习要点 （92) 3.7.2 一题多解 （93) 3.7.3 参考题 （95) 

第一组参考题 （95) 第二组参考题 （96) 

第 四車函数极限 .. 97 

§4*1 函数极限的定义 . 97 

4.1.1 函数极限的基本类型 （97) 

4.1.2 函数极限的其他类型 （98) 4.1.3 思考题 （98) 

4.1.4 例题 （99) 4.1.5 练习题 (102) 

§4.2 函酿限的基本性质 . 103 

4.2.1 基本性质 （103) 4.2.2 基本命题 (104) 

42-3 思考题 (107) 4-2.4 例题 (107) 4.2,5 练习题 (109) 

§4.3 两个重要极限 .■ 110 

sin a ; 丄 

4.3.1 lim -= 1 (110) 4.3.2 lini(l + a ：) * = e (111) 


4.3.3 例题 （112) 4.3,4 练习题 （114) 

§4.4 无穷小量、有界量、无穷大量和阶的比较 . U 4 

4.4.1 记号0, O 与〜 (115) 4.4.2 思考题 （117) 

4.4.3 等价量代换法 (119) 4.4.4 练习题 （121) 

§4.5 对于教学@斟义 . 122 

4.5.1 学习要点 （122) 4 .5.2参考题 （122) 

















第五章 连续函叛 . 

§5.1 连续性概念 . 

5.1.1 内容提要 （124) 5.1.2 思考题 (125) 

5.1.3 例题 (125) 5.1.4 练习题 （128) 

§5.2 零点存在定理与介值定理 . 

5.2.1 定理的证明 (129) 5.2.2 例题 (132) 

5久3练习题 （133) 

§5.3 有界性定理与最值定理 . 

5.3*1 定理的证明 (135) 5.3.2 例题 (136) 

5.3.3 练习题 (136) 

§5,4 一致连续性与 Cantor 定埋. . 

5.4.1 内容提要 (137) 5.4,2 思考题 (138) 

5.4.3 Cantor 定理的证明 (138} 5.4.4 例题 (139) 
5.4.5 练习题 (142) 

§5.5 单调函数 . 

5.5.1 基本质 {143} 5.5.2 练习题 (146) 

§5.6 周期3蕴涵混沌 . 

5.6.1 动力系统的基本概念 (147) 

5.6.2 Li-Yorke 的两个定理 (148) 

§5.7 对于教学的建议 . 

5.7,1 学习要点 (152) 5.7.2 参考题 (153) 

第一组参考题 (153) 第二组参考题 (154) 

第六章导擞与微分 . 


6.1.1 内容提要 (157) 6.1.2 思考题 (158) 

6.1,3 例题 (159) 6.1.4 练习题 (166) 

§6.2 高阶导数及其他求导法则 . 

6.2.1 高阶导数计算 (167) 6.2.2 隐函数求导法 (171) 
6.2.3 参数方程求导法 (174) 6.2.4 练习题 （176) 

§6.3 一阶微分及其形式不变性 . 

6.3.1 基本概念 (177) 6.3.2 微分与近似计算（17了） 

6.3.3 一阶微分的形式不变性 (179) 6.3.4 练习题 (180) 

§6.4 对于教学@建议 . 

6.4.1 学习要点 (181) 6.4.2 参考题 (181) 

第一组参考题 (181) 第二组参考题 (183) 


124 

124 


129 


134 


137 


. 143 

. 146 


152 


157 
- 157 


- 167 


177 


181 


















第七章微分学的基本定理 . 

§7.1 微分学中值定理 . 

7-1.1 基本定理 (185) 7. L 2 导函数的两个定理 (193) 
7.1.3 例题 （196) 7.1.4 练习题 （200) 


§7.2 Taylor 定理 




7 .2.1 基本定理 (203) 7.2.2 例题 (209) 

7.2,3 Euler 数与 BemoTiUi 数 (214) 7.2.4 练习题 （218) 

§7*3 对于教学的建议 . 

7.3.1 学习要点 (220) 7.3.2 参考题 (221) 

第一组参考题 (221) 第二组参考题 (223) 

第八章微分学的应用 . 

§8.1 函数极限的 . . .. 1 *. 

8 丄 1 L'Hospital 法则 （226) 

8 .1.2 Taylor 公式与板限计算 (229) 8.1.3 练习题 (234) 

^ Q 2 j ~ + 

8.2.1 例题 （235) 8.2.2 练习题 (238) 

§8.3 函数的极值与最值 . 

8.3.1 例题 (239) 8,3.2 练习题 {242} 

§8.4 函数的凸性 . 

8,4.1 基本命题 (243) 8,4.2 练习题 （249) 

§8.5 不等式 . 

8.5.1 例题 (250) 8.5.2 用凸性证不等式 (255) 

8.5.3 练习题 （25 S ) 

§8.6 函数作图 . 

8.6.1 例题 (261) 8.6.2 练习题 {263} 

§8.7 方程求根与近似计算 . 

8-7.1 迭代算法的收敛速度 (264) 

8-7.2 Newton 求根法 (268) 8.7.3 练习题 (272) 

§8.8 对于教学的献 . 

8.8 J 学习要点 (272) 8.8.2 参考题 （274) 

第一组参考题 (274) 第二组参考题 (275) 

第九章不定积分 . 

§9.1 不定积分的计算方法 . 

9.1.1 内容提要 (278) 9.1.2 思考题 (278) 

9.1.3 基本计算方法 (279) 9.1.4 例题 (281) 


















0 


录 


9 丄5特殊计算方法 (285) 9.1.6 练习题 (288) 

§9.2 几类可程函数 .-...- - * * 

9 . 2 .1有理函数的积分 (289) 

9.2.2 三角函数有理式的积分 (291) 

9.2.3 无理函数积分的例子 (293) 9.2.4 练习题 (296) 
§9-3 对于教学的建议 . 


289 


297 


9.3.1 学习要点 (297). 9.3 2 参考题 (298) 

第+章定积分 . 299 

§10-1 定积分概念与可积条件 . 299 

10-1-1 定积分的定义 （299) HU .2 可积条件 (300) 

10. L 3 练习题 （304) 

§10.2 定积分的性质 . 306 

10.2.1 积分中值定理 （306) 10.2.2 例题 (307) 

10.2.3 积分号下求极限 (309) 10.2.4 练习题 (313) 

P 0.3 变限积分与微积分基本定理 . 314 

10.3.1 主要命题 (314) 10.3.2 例题 (315) 

10.3.3 练习题 (318) 


§10.4 定积分的计算 . 319 

10.4.1 计算公式与法则 (319) 10.4.2 例题 （320) 

10. 4 . 3 对称性在定积分计算中的应用 (323) 

10.4.4 用递推方法求定积分 (325) 

10.4.5 积分中值定理的应用（3 27 ) 10.4.6 练习题 (329) 

P 0.5 关于教学的建议 . 331 


10.5.1 学习要点 (331) 10.5.2 参考题 （332) 

第一组参考题 (332) 第二组参考题 (334) 

第+—章积分学的应用 . 

§11.1 程分学在几何计算中的应用 .... 

11.1.1 基本公式与方法 (336) 11.1.2 例题 (337) 
1 L 1.3 Guldin 定理 （341) 11.1.4 练艿题 (343) 

§11.2 不等式 . 

11.2.1 凸函数不等式 (344) 

11-2.2 Schwarz 积分不等式 (346) 

11.2,3 其他著名积分不等式 (348) 

11.2.4 不等式的其他例题 (350) 11,2.5 练习题 （353) 
§11-3 积分估计与近似计算 . 


……336 
.…336 


344 


354 
















1 [ 3.1 积分值的估计 (354) 11.3.2 积分的近似计算 (356) 
11.3.3 练习题 （359) 

§11.4 积分学在分析中的其他应用 . 

11.4.1 利用定积分求数列极限 （360) 

11.4.2 Wallis 公式与 Stirling 公式 (362) 

11*4*3 Taylor 公式的积分 型佘项 (365) 

11.4.4 % 的无理性证明 (367) 11.4.5 练习题 (368) 

§11.5 对于教学的建议 . 

11.5.1 学习要点 (369) 11.5.2 参考题 t 370) - 
第一组参考题 （370) 第二组参考题（372> 

第十二章广义积分 . 

抑 .1 广义积分的定义 . 

12 .1+1 基本定义 (375) 12.1.2 广义积分与和式极限 (377) 
12.1.3 练习题 (378) 

§12.2 广义积分的敛散性判别法 . 

12.2.1 敛散性判别法 (379) 12.2.2 例题 （382) 

12.2.3 练习题 (387) 

§12.3 广义积分的计算 . 

12.3.1 例题 （388) 12.3.2 几个特殊广义积分的计算 (390} 
12.3.3 练习题 (393) 

§12.4 广义积分的特殊性质 . 

12.4.1 收敛无穷限积分的被积函数在无穷远处的性质 (395) 
12.4.2 练习题 (397) 

§12.5 关于教学的建议 . 

12.5.1 学习要点 (398) 12.5.2 参考题 (398) 

第一组参考题 (398) 第二组参考题 (401) 

参考題提# . 


…360 


369 


375 

375 


379 


388 


395 


398 


403 


参考文献 


中文名词索引 


419 


外文名词索引 


■* 423 


















第一章引论 

这一章只是一些准备工作.读者可先浏览一下,然后根据自己的需要来使用 。 
在 §1.1 节中对于如何上习题课提出一些建议.在 §1.2 节中列出了本书中的 
常用记号.在 P .3 节中介绍几个常用的初等不等式，供自学.根据我们的经验， 
在学期开始时如能关于初等不等式组织一次课外讲座是很合适的.就初学者而 
言,化点力气学好这一节(包括练习题）对今后大有好处.这不仅因为其中的平 
均值不等式、三点不等式和 Cauchy 不等式是以后的常用工具,而且还可以通过 
这些不等式的证明熟悉所用的方法. §1.4 节的对偶法则很重要,也可自学. 


§1.1 关于习题课教案的组织 

除第二章外，本书不提供具体的习题课教案.附有教案的参考书已有很多，例 
如 [13, 58, 62,叫等.我们认为担任习题课的教师应当根据所用的具体教材、大 
课内容和学生的动态情况来写出自己的习题课教案.与主讲教师所上的大课相 
比，这里有更为广阔的天地可以发挥教师的创造性.我们在下面先提出一些原则 
性的建议供参考，然后从第二章起,于每章的最后一节提出学习要点和对习题课 
的 建议, 并附有一定难度的若干参考题供选择使用.注意：较难的参考题，特别是 
第二组参考题，可供学有余力的学生或考研使用,对习题课则不尽合适. 

在讨论习题课的内容之前，需要强调 指出： 上习题课的教师必须自己动手解 
题和选题.随随便便从一本书上抄个题，不明白它的来龙去脉,就拿来作为习题 
课上的例题或练习题，这不是对学生负责的做法,效果也一定不会好.一旦出了 
问题，就会砸锅，使自己下不了台.以其昏昏，怎能使人昭昭？ 

写教案的另一个依据则是掌握学生不断变化的具体情况,特别是作业批改中 
出现的活材料.教师认真批改作业和思考其中出现的问题是上好习题课的必要 
条件.对于学习中出现的情况是不可能举尽的，完全要靠教师的辛勤劳动和对教 
学内容的把握来作出正确的处理.无常法”在这里是非常合适的. 

一、 课堂提问与讨论这方面可以参考本书中为部分章节安排的思考题.但 
往往最好的材料来自习题批改和学习中出现的具体情况.要从一开始引导学生 
学习数学的思维 方式. 例如，对于所提出的问题,若回答“一定' 则要求能给出 
证明;若回答“不一定”，则要求会举出反例.用来推翻某个论断的例子就叫做“反 
例”.要引导学生学会举例子来支持自己的观点. 

二、 课内例题的选取首先应当注意，不要将习题课变成例题讲解 m — 讲 
到底.这样做的效果往往不一定好.实际上,不论例题的选择和讲解是怎样的如 
花似锦，学生还是必须经过自己的实践才能吸收其中的营养.这就是 P 6 lya 所说 
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的“模仿加实践”的意思（见 [44]). “精讲多练，加强实践”的提法在这里是完全正 
确的.关于例题的选取可以参考本章各节的例题和所用教材的内容,还要根据学 
生情况来决定其难度和强度.在一定条件下，多即是少，少即是多.脱离实际讲难 
度过大的题，使得绝大多数学生都听不懂,这完全背离了教学的基本原则+要学 
生听不懂，这是最差的教师都能做得到的事.教学中困难的恰恰是其反面,即能 
够深入浅出，将重要的基本内容讲得使绝大多数学生都懷.总之,在教学上如何 
为好,应当根据实际效果作出裁决 - 

三、对课内练习睡的备课课内练习题的选取应当考虑到同学的实际情况, 
不宜过难.指导教师要精心考虑如何启发和引导学生，根据现场情况对有困难的 
学生给以帮助,进行个别指导.要避免使很多学生束手无策或在错误的道路上浪 
费太多的时间.还应当在现杨及时总结情况，发现和介绍较好的解法-这里有一 
个与上大课不同之处是，在习题课上经常会出现事先不曾料到的情况.例如有学 
生提出新的解法，它的正确与否，以及它的意义和价值，需要习题课教师当场作 
出判断和处理.由此可见，上好习题课对教师来说,无论是刚上讲台的青年教师 
还是老 教师， 都不是筒单的 X 作.要做到因势利导与随机应变，真是谈何容易.当 
然，关键还在于充分备课和积累经验.习题课教师对于所布置的课内练习题的意 
义、解法和所要达到的目的应当有清楚的了解和充分的准备.要积极鼓励学生 
中的创造性思维. 


§1.2 书中常用记号 


凡本书中用文宇符号表示的数,如未加说明，均为实数.对于 实数， 本书一开 
始采取与中学教材中相同的理解,即可以用十进有尽小数和无尽小数表示的数. 


1. N +: 所有正整数所成的集合. 

2. R : 所有实数所成的集合（同时也用于表示无限区间 (-00,+00)). 

3. Q : 所有有理数所成的集合. 


4. C : 所有复数所成的集合 - 

5. ^是等价关系的记号. d w S 表示4和 S 等价.例如，4代表: r >次 

B 代表:] r -3>0, 则 - 3>0. 

6. [ x ] 是实数 z 的整数部分，即不超过 z 的最大整数.例如[⑺]=1， [_ V ^] = 
- 2 . 关于[: r ] 的基本不等式是 ： M M + 1，或 a - 1 <㈤ 


7. □ 表示一个证明或解的结束. 

n(n — 1 }' ■'{n — k + 1 } 


8 . 


0 




9. 记号 w 表示近似值.例如 v /5 « 1.4. 
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la 复合函数 f { g ( x )) 也写成（/。 3 )⑷或 fog . 

11 ■若 yl 和 S 为两个集合,则记号4 S 为4与 S 的差集，也就是 A-B = 
{ x \ x eAK ^^ S }. 在有的文献中也用记号 A \ B 表示4与 S 的差集. 
12.用⑷ 表示以 a 为中心,以5 > 0为半径的邻域-它就是开区间 { a -5 f a + S ) 
(也可用 U 6 ( a ) 等记号).如不必指出半黾则可简记为⑷（或 U { a )), 

§1.3 几个常用的初等不等式 

本节的不等式只要有中学数学基础就能理解，但在中学时学生不一定都学 
过，更谈不上熟悉,而在大学学习时老师又可能认为这些内容很容易，学生早就 
该会了.在多数的数学分析教材中往往对此不加证明（或只放在一个注解中).其 
实这些不等式，尤其是算术平均值-几何平均值不等式，以及它们的一些常见的 
证明方法,具有深刻的意义，从一开始就应当重视.本节以命题的形式介绍它们 
的完整内容,作为学习数学分析的准备工作- 

1.3,1 几个初等不等式的证明 

命题 1.3.1 (Bernoulli 不等式）设 h - 1, n e N +, 则成立不等式 

(1 + h) n ^ 1 + nh, 


其中当 n > 1时成立等号的充分必要条件是 h ;0. 


证由于 ti = 1或= 0时不等式明显成立（且其中均成立等号)，以下只需 
讨论 n > 1和# 0的情况. 

将 （1 + 〜1作因式分解，就可以得到 

(1 + /i) n - 1 = ft [1 + (1 + ft) + (1 + ^) 2 + ■ ■ ■ + (1 4- h) 71 - 1 ]. (1.1) 

当红 > 0时,在右边方括号内从第二项起都大于 l f 因此就有 
在一1 < ft < 0时在 （1.1) 右边方括号中从第二项起都小于1,因此方括号中 
表达式之和小于 1 由于 /I < 0,因此又得到 （1 +红广 - l > nh , □ 

为了应用的方便，可将 Bernoulli 不等式推广为双参数的形式. 

令 A = B/A, 其中4>0，义+ 5>0,则条件1 + ft > 0成立.将这个 ft 代入 
BemoulU 不等式中,就可以得到下一个不等式. 

命睡 1.3.2 设有 A > 0, A + B > 0 t n e N +， 则成立不等式 + S )" > 
， + nA^B, 而且当 n > 1 时其中成立等号的充分必要条件是 5 = 0. 



下面要介绍的就是著名的算术平均值-几何平均值不等式，也简称为平均值 
不等式.它在两个实数的情况包含了中学数学中的三个基本不 等式： 

(1) Vab ^ -^-(a + 6) (a, & ^ 0), (2) ^ 2 (a, b 同号)， 

(3) a 3 + b 2 ^ 2ab (a, b G R), 


迁仅当 a = bQt 以上三个不等式中等号成立 - 

平均值不等式“可能是最重要的不等式，并无疑地是不等式理论的基石” 
(见 K ). 关于平均值不等式的证明非常多，据说在50个以上.在有关不等式 
的名著122, 21中都有许多讨论.读者还可以从 [30! 中找到关于平均值不等式的 
许多推广和新的研究.有些数学 杂芯如 数学通报、肀学数学月刊和美国数学 
月 刊等，还经常发表关于平均值不等式的新证明. 


命鼸 1.3.3 (算术平均值-几何平均值不 等式） 设 w ， a 2 ，…，知是 n 个 
非负实数，则成立不等式 


a l + <*2 + ■ ‘ ■ + 




其中等号成立的充分必要条件是 ai 


证 1 一开始可以看出，如果在中出现0,则不等式已經成立. 
又可以看出，这时成立等号的充分必要条件是其中每个数为 0. 因此以下只要对 
(11，叱，… ， Q « 为 fi 个正数的情况来进行证明就够了 ■ 

应用数学归纳法.在 n = 1时结论是平凡的.在 n = 2时的结论是中学数学 
已包含的内容.现设 n = 时不等式已 成立， 然后讨论 n = 十1,将十1个正 
数 ai , 叱，…， a fc +1 的算术平均值分解如下： 


ai + a 2 + • ■ 
k + 


+ ajt+i 


til 十 + ■ 

k 


kak+i - (tti + a 2 H - h tifc ) 

k{k + 1) 


,( 1 . 2 ) 


然后将上式右边的两项分别记为4和及这时条件4 > 0,4 S > 0满足，因 
而就可以应用命题 1.3.2 中的不等式作以下计算 


+ aa H — + 十 众 fc+i 

k + 1 


{A + B) k+1 ^ A k+i + (k+ l)A k B 


= A k (A + (fc + 1) 丑 ) 



( Gl + Cl2 + … + 似 

^ —k 


k 

. 江 fc +1 





§1.3 几个常用的初等不等式 


在不等式中成立等号的条件也可用数学归纳法得到.在 n = 1时已成立.设 
在 n = fc 时结论为真，则在 n = fc + 1时可从上述推导看出等兮成立的条件是 
fcdfc - i-i — H - h 和 a \ — a 2 — ' • • ~ dk <, 

^1 ~ ^2 ~ ~ ~ ^fe +1 ■ □ 

证2这个证明与第一个证明基本上是一样的，只是多用了一个技巧,从而 
就可以不必用 Bernoulli 不等式,而只要用二项式展开定理就够了. 

只写出与第一个证明不同之处.在归纳法第二步中，对 h ， a 2 , …， a fc+1 可根 
据需要重新编号, 使得 a k +1 是其中的最大数(之一).然后再作分解 (1.2). 这个 
分解式右边的第二项一定是非负数,从而满足条件 A >0, B ^0 . 从二项式展开 
定理就有 M + B ) k ^ ^ A fc + l + (fc + l ) A k B , 其后的证明不变， □ 

证 3 现在介绍用向前-向后 (Forward and Backward) 数学归纳法的证明. 
这是由 Caudiy 于 1897 年给出的.由于这个证明十分精彩，也有人将平均值不等 
式称为 Cauchy 平均值不等式 .s 

从打= 2的已知情况出发,可以得到如下 n = 4 时的平均值不等式. 



同样可知,若 n = 2 fr 时不等式已成立,则可得到 n = 2fc+i 时的不等式 



这样就证明了当 n 为2的所有方幂时平均值不等式已成立.这是“向前”部分 ■ 

第二步要证明，当平均值不等式对某个 " > 2 成立时，则它对 n ~ 1也一定 
成立.这是证明中的“向后”部分.写出 





将方括号中的第二项看成为 知， 就可以利用 n 时已成立的平均值不等式得到 



将以上不等式两边升高 n 次幂,就有 


飞 n— 1 

然后在两边约去細子就賴所要的不等式.合 

1=1 

并以上向前和向后两部分,可见平均值不等式对每个自然数 n 成立. 口 

注 以上用数学归纳法给出了平均值不等式的三个证明.如前所说，实际上 
还有许多其他用和不用数学归纳法的初等证明.读者可以从前述参考资料中找 
到比这里丰富得多的材料.可能今后你自己也会发现一个新的证明. 

下面的不等式常称为三点不等式.实际上,它不仅在实数范围中成立，在复 
数以及更为一般的空间（例如在髙等代数中的线性空间或向量空间）中也成立, 
并因此又被形象化地称为三角形不等式. 

命颳 1.3*4 (三点不等式）若 a ， & 为实数,则成立不等式 1 a + &|^| a | + |&|, 
在其中成立等号的充分必要条件是 a 和 b 同号（将数0看为和任何数同号). 


证 写出不等式 M 和< |6|，将它们相加,得到 

- (|a| + |b|) < a + 6 ^ (|a| + jb|), 

即是 S |a| + |6|. 其中等号成立的讨论可类似进行，请读者补充说明. 口 
下面的不等式在线性空间中有漂亮的几何意义，它也称为 Schwarz 不等式. 
命题 1.3.5 (Cauchy 不等式）对实数幻,勿，…，、和 H …，成立 

t=l \ y 4=1 

证引进变量 X, 写出如下的非负二次三项式 

n n n n 

o < - 力 i) 2 = 人 2 ^ a 卜 2 人 ^ a^i + ^ yf. 


§1.3 几个常用的初等不等式 
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如果^，私…全为0 ,则可以发现 Cauchy 不等式已成立.否则， X 2 项的系 
数不会是0,因此它的判别式非正，这就导致 



两边开方，就得到所要求证的不等式. □ 

注在 Cauchy 不等式中成立等号的充分必要条件是两个序列和 
{bih^ n 成比例.其证明请读者完成. 

以下是关于三角函数的一个初等不等式，在其中角度 z 用弧度作为单位- 

命题 1.3.6 如果 0 < I <号~,则成立不等式 sma ; < x < tana :. 

注由于这个不等式在数学分析教材中都有证明（例如 [14]), 这里从略.大 
多数教科书中采用几何方法，即利用三角形和扇形的面积哭系来导出上述不等 
式.在 [41] 中的第 65-66 页中有新的证明，在一定的意义上更严格一些. 


1.3.2 练习题 

下面的题用于熟悉以上的初等不等式，进一步的材料见 [30]. 

1. 关于 BernouUi 不等式的 推广： 

(1) 证明：当 一2 < < -1 时 Bernoum 不等式 {l + h) n ^l + nh 仍 成立; 

⑺证明：当0时成立不等式 （1 + a )» > n{n ~ 1)k2 , 并推 广之； 

(3) 证明： 若〜>-1 (i = l ， 2 , …， n ) 且同号，则成立不等式 


n n 

jj{i + Oi) ^ i+ 

i=l 1=1 


2 . 阶乘 n ! 在数学分析以及其他课程中经常出现，以下是几个有关的不等式, 
它们都可以从平均值不等式得到： 

(1) 证明：当 n > 1时成立 n ! < 

(2) 利用 ( u!) 2 = (n ■ l)((n - 1) ■ 2) … （1 证明： 当 n > 1时成立 


(3) 比较⑴和⑺中两个不等式的优劣,并说明 原因; 



第一章 


n 


(4) 证軋对任意实数 r 成立 

(在第二章的参考题中还有关于 n ! 的不等式.这方面的深入讨论见本书 
11.4.2 小节的 Wallis 公式和 Stirling 公式 .} 

3. 证明 几何平均值-调和平均值不等式: 若卟 > (U = H … ， ％则有 

扣心十 ‘ 

Wi / 丄 

^ /? i_ 


4. 证明：当 a,b,c 为非负数时成立 ¥abc ^ ^ + = + m ^ - + ^ + — . 

(这个结果还可以推广到 ri 个非负数的情况 .） 

5. 证明以下几个不 等式： 

(1) |a — 6| > la | - 叫和 \ a - b \^ ||at - |&||; 

n win n 

( 2 ) I 处毛^|叫|;又问 ：左边 可否为 

fc=J lfc=l 1 k=l fc=2 

⑼ l Q + b l < H + l fe l ■ 

[} 1 + \a + b \ 、 TT^T 1 十叫， 

⑷ K^ + ^'-^Kdai + ibir^H". 

(特别要注意其中的 （1> 是应用三点不等式时的常见形式 .） 

6. 试按下列提示，给出 Cauchy 不等式的几个不同 证明： 

(1) 用数学归 纳法； 

( 2 ) 用 Lagrange 恒等式 

〔亡 1_|)= 去亡亡 (IWN-kM 2 ; 

fc=l \fe=l / k=l 


(3) 用不等式 \ AB \ ^ 


A 2 + B 2 


⑷构造复的辅助数列〜= <4 — & 2 fc + 2 iKfe ^ f A ;-1,2,-.- , n , 再利用 
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7- 用向前 〜向后 数学归纳法证 明：设 … ， n t 则 


JJa 

i — 1 




JJ(1 - Xi) 

t=;l _ _ __ 

n 1 

公 1 -而) 

- 一 1 


(这个不等式是由在美国数学界有重大影响的华裔数学家樊畿 (Fan Ky ) 得 
到的,关于它的许多研究和推广见 [30].) 

8.设 a , c , g,t 均为非负数, a + c + g + t ^ l , 证明 a 2 + c 2 十£/ 2 +户為1/4,且 
其中等号成立的充分必要条件是 « = c - S -^= l /4. 

(本题来自 DNA 序列分析 .） 


§1.4 逻辑符号与对偶法则 


在数学中广泛使用从数理逻辑中借用来的两个逻辑符号，即 V 和 3. 这样就 
可以将许多带有变元的数学命题或叙述 ( Statement ) 符号化,从而得到既简单又 
准确的表达方式.更为重要的是,在学习了本节所介绍的 对偶法 则后,可以很容 
易将否定的命题或叙述用正面的方式（即肯定的方式）表达出来,这在数学分析 
和其他许多课程的学习中是很基本的一种方法. 

首先要了解这两个逻辑符号的确切意义. 

符号 V 是从大写字母 A 绕中心旋转而得到的.它的意义与英文单词 All 直 
接有关,译成中文就是 “对所 有”、 [i 对任意”、“对任何"或“对每一个”. 

符号3是从大写字母 E 绕中心旋转而得到的.它的意义与英文单词 Exist 
一致，译成中文就是 “存 在”或“有 

举例来说，如何刻画一个数列 {«»} 有界？如果不用数学符号的话,则可说成 
为: 存在一个正数，使数列的每一项的绝对值都以它为界,也就是说都不超过这 
个正数.如果用上述逻辑符号 f 则可以写为 

3 M > 使得 M (成立). {1.3) 

当然初学者很可能会觉得这两个不同说法并没有多大差别，而且在后一个说法 
中还引进了两个陌生的符号，何必呢？ 

现在提出一个新的问题,即如何刻画一个数列 {〜} 无界？ 

从定义知道，数列无界的概念是作为数列有界概念的否定而引进的.因此问 
题就变成如何去刻画数列 {〜} 不是有界的？这在很多场合是不能避免的问题. 
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第一幸引论 


例如,假定你要证明的一个命题是:若数列满足条件 P , 则必定有界.如果你 
打算用反证法，则证明的第一句话应 当是: 设有一个数列 {‘} 满足条件 P ， 但同 
时 { an } 无界.如果你不能够将无界”这个反证法的前提用正面方式表达 
出来，而只知道无界就是有界的否定的话，那么你的反证法证明就做不下去了. 

现在我们从 (1-3) 出发来看如何导出无界的正面叙述.在 (1-3) 中的第一句 
话 “3 M > 0”，即存在一个正数，它具有后两句中所规定的性质.因此数列 {〜} 
无界就应当是它的反面，即不存在由后两句规定的性质的正数(这里我们仍然没 
有前进一步).换一个说法，即每一个正数都不具有由 （1.3) 后两句所规定的性质. 
这样就可以将数列无界从“不是有界的”改写成 

VM > 0,不成立 « Vn , 使得|知|在 M ”. 

然后再看，如何将 “ Vn , 使得 1知1 < M ” 的否定说法改为正面叙述.可以 
看出，既然不是对每个％成立 | a n | < A /, 那么就等于说至少存在一个％使得 
KKM 不成立.这样我们又前进了一步，即可以将数列 M 无界写为 

VM > 0,3 n } 不成立 (£ ia n [ ^ M ”. 

最后，|知| S M 的否定当然是|知| > M ， 因此就得到数列 {&} 无界的新的叙述 

VM >0,3 n , 使得 (1.4) 

由于其中不出现否定性的词，因此将它称为无界概念的正面叙述.又由于它 
是从叙述 （1.3) 的否定得来的，因此这就是否定说法的正而叙述的一个例子. 

比较 （1.3) 和 (1.4), 可见前一个叙述中的 V 和3在后 一个叙述中的对应位 
置上恰好改为3和 V ,还有最后一句从“1 知 1 < AT 换为恰恰相反的“|知1 > M ”. 
这就是对偶法则. 

它的一般形式可以表达如下.设命题 P 可写力 

PiquP 2 q 2>-- P n Qn , 使得如+1(成立)， （ I - 5 ) 

其中 (i = 1，2,…， n ) 为逻辑符号 V 或3;而屯 （i = 1,2 ,…， n + 1) 代表普通 
的数学表达式,如在 （1.3) 中的 M > 0^, ( M 等. 这里对“命题 " 作广义理 
解，它可以是数学中任何叙述、断言' 定义等等①.例如， P 可以是数列有界的 
定义，也可以是対一个数列的有界性的断言. 


对偶法则 设命题 P 为 （1.5) 所表示.则为了得到命题 P 的否命题的正面叙 
述，只要将 （1,5) 中的所有逻辑符号與 （i = 1，2,…， n ) 从V ( 3 ) 改成3 ( V )，并 
将最后的 9 n + l 改为它的否定式即可. 

再举几个例于.其中后两个例子取自数列极限理论，初学者可以在今后参考. 
~①对于 V 后只有一个表达式或&言的简单情况，按照文献中的习惯,常将 V 移到最后. 例如: 
■vie (o,i) f m > 0" 常写为 7(*) > o vze (o, 1 广 
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例醒 1.4.1 数集4有界,即是 

3 M > 0 ? Vx e A , 使得 M s M . 

它的否定，即数集 4 无界，就是 

VJVf >0 t 3 a ; e A , 使得 ㈤ > M . 

MB 1.4.2 数列 { w } 收敛于 A 按定义为 

Ve > 0,3 JV,Vn > N , 使得 |< i n ~ a | < ^. 

它的杏定，即数列{^>不收敛于〜就是 

3 e 0 > QyN t 3 n > N , 使得 |an - a | ^ 

在这里的第一句是存在一个特定的数 S 按照习惯，将它记为印是有好处的 ■ 
例题 1.4.3 数列 {〜} 收敛,按定义为 

3 a t Ve >0,3 iV , Vn > iV , 使得 ja n - a | <£- 

它的否定，即数列 {〜} 发散，就是 

Va f 3 eo >0 5 V N ,3 n > N , 使得 

最后 t 以注解的形式对本节的内容作几点补充- 

注1前面已经讲到，符号 1 V 1 用中文表达时有多种方式.同样在英文中它 
可以表达为 “for any”，“for aU' “for every”，Hor each” 等 . 著名数学家 Halmos 
在“如何写数学” 一文（见 [20] 的 142 页）中提出 f 在数学写作中决不要用 “for 
any ’’， 而应当用 “for every” 或 “for each”. 我们觉得这是很有见地的建议.因为 
“任意”或“任何的意思太不清楚,到底是指一个还是指所有的？笔者曾经检査 
了一 些数学 著作和论文，发现 Halmos 的意见巳为绝大多数作者所采纳.因此，我 
们建议初学者在看到 V 时也以理解为 “对 每一个”或 K 对每 一个给 定的”为好 ■ 
注2符号 V 和3在数理逻辑中分别称为全称最词和存在置词.对偶法则是 
数理逆辑中的一个规则（的重复使 用). 它 实际上 来自日常生活中的逻辑思维，只 
是经过上述改造后在数学中更便于使用而已，有了这 个工具 之后,不论 （ I . 5 )有 
多长，都可以轻而易举地将它的否定说法的正面叙述立即写出来，“脑筋都不要 
动”.这比起重复从 （ L3) 到 （ L4) 的思维过程要方便得多了.如果读者对数理逻 
辑有兴趣，这里 可以推 荐获得“普利策文学奖”的一本著名的科普读物[ 23 ].读 
者在其中不仅会找到逻辑，还会遇到许多意想不到的内容，包括美术和音乐. 

练习题 以正面方式写出下列命题或叙述的杏定(有几题可在学了有关概念 
后再做)： 

⑴数集4有上界； ⑺数集3的最小 值是^ 

⑶/是区间上的单调增加函数；（ 4 ) /是区间 (^ b ) 上的单调 函数； 

(5) AcB ; (6) A - S ^ 0; 

⑺ {;} 是无穷小量； (8) { x n } 是正无穷大量. 


第二章数列极限 

极限理论是数学分析的核心，贯穿在数学分析的全部内容中.本章只限于介 
绍数列极限的基础部分，其他内容将在以后有关章节中介绍. 

本章的前 H 节为数列极限的最基本的内容.在 §2.1 节中含有收敛数列的定 
义和用适当放大法验 ® —些给定的数列收敛于已知极限.在 §2.2 节中围绕数列 
收敛和发散的讨论举了一些基本的例题.由十单调数列在本章占有中心地位，关 
于单调数列的讨论单独列为 §2.3 节.在 §2.4 节和 §2.5 节，分别对 Stolz 定理、自 
然对数的底 e 和 Euler 常数 7 作专题讨论，并给出有关命题的完整证明.在 §2.6 
节重点介绍关于迭代生成数列的几何方法.节为学习要点和两组参考题 • 
在 §2.8 节中收入了关于数列极限的四次习题课教案,供教师参考. 

数列极限的基础是实数系的基本定理,其中除单调有界数列的收敛定理外均 
放在下一章中.数列的上极限和下极限、压缩映射原理等也在下一章巾介绍. 

§2.1 数列极限的基本概念 


2.1.1 基本定义 

1. 数列 {〜} 收敛于《的定 义是： 对于每一个给定的 e > 0,存在 JV ， 使得对 
满足条件 n > N 的每个自然数 n , 成立不等式 I 如 

{1} 上述定义用逻辑符号 V 和3可简 写为 : Ve >0, 3 iV , Vn > iV I 成立 

(2) 数列 {a n } 收敛于 a 的记号为也可简记为 a n — a(n — 
oo ) 或〜 a . 

(3) 数列以 a 为极限的几何意义:对实轴上点 a 的毎个邻域 f 在 {a n } 
中最多只有有限项落在这个邻域之外. 

(4) 数列可以看成是以自然数集 N + 为定义域的函数.数列的极限是自变 
量 n 趋于无穷大时因变量值的一种 趋势. 

(5) 在极限定义中的 W 与 e 有关，因此有时记为 N ( e ). N 可以不是自然 
数,但一般的习惯往往取 N € N +. 

2. 称极限为0的数列为无穷小置，可以记为 o ( l ). 

3. 称数列{^}为无穷大置,如果对每一个给定的正数 G 存在自然数 N , 使得 
当 n > JV 时，成立记为 lim ‘ = do , 也可记为 — oo (n — oo ) 

Tl—fOO 

或 oo . 

这个定义用逻辑符号可简 写为: VG>0,3iVe N+,Vn>JV, 成立 > G. 



§2.1 数列极限的基本极念 
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正无穷大量和负无穷大量是带有确定符号的无穷大量,即从某项开始后为 
正数或负数的无穷大 MS 分别记为+ 00 和 - oo . 

若一个数列是无穷大量，则称该数列为无穷大数列.这时可以称诙数列有 
广义极限（或非正常极限)，以与收敛数列相区别.在数列 { a n } 收敛或有广 
义极限时，认为记号 Hm 如均有意义. 

n—oo 

4 . 记号 q 0 和〜 在极限理论中是很有用的 t 它们的全面论述见本书第四章 
函数极限的 §4.4 节,这里只列出以下 用法： 

(1) 记号 o ( l ) 表示无穷小量.例如丄= 0(1)，就搔 lim — =0. 

n n 

(2) 记号0⑴表示有界 It 例如 sinn = 0(1)，就是说 { sinn } 是有界数列. 

(3) 记号如~ h 的定义是 ： lim ^- = 1 ‘ 

n-+oo (?71 

5. 设 { a „} 是一个数列 t 又设 ni < n2 < ■■■ < n k < n k+1 < …是严格单调增 
加的自然数列，则就可以得到另一个数列 

> ^712 ，■’ ■: ? 

称为数列 { M 的一个子列，记为这就是说取数列 M 的第叫项 
作为子列的第一项，取 M 的第叱 项作为子列的第二项 * 根据定义, 
自然数列 { n k } 一定是严格单调增加的正无穷大量.不 等式叫 9 对一切 
成立. 例如心 = 2是不可能的， 

2.1.2 思考@ 

为了掌握数列收敛的定义，对以下一些问题作思考和讨论是有益的. 

L 数列收敛有很多等价定义. 例如： 

⑴数列{如}收敛于《々^\/5>0,3#£]>4，\^>#，成立|知—《|< £; 
(2) 数列 K } 收敛于 a « Vm e N +7 3 N e N +; Vn > N , 成立 

- «| < V m ' 

⑶数列 { a n } 收敛于 a ^ V £>0 ) 3 iVeN +1 Vn > JV , 成立 - aj < 
Ke . 其中 K 是一个与 e 和 n 无关的正 常数； 

试逝明以上定义与上一小节列出的定义的等价性. 

2. 问：在数列收敛的定义中，况是否是 e 的函数？ 

3. 判断止确与 否：若 { a n } 收敛，则有 lim { a n + v - a Tl ) = 0和 lim - = 1. 

n— >00 Tt — M 50 d n 

4. 设收敛数列 {^} 的每一项都是整数，问：该数列有什么特殊性质？ 

5. 问:收敛数列是否一定是单调数列？无穷小量是否一定是单调数列？ 
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6 . 问:一个很小很小的量,例如取1米为单位丧度时 几个纳 米大小的量，是否 
是无穷小量？如何刻画一个无穷小量的大小？ 

7 . 问： 正无穷大数列是否一定单调增加？无界数列是否一定是无穷大量？ 

S . 问: 如果数列收敛于 A 那么绝对值 |(X„ - a| 是否随着 n 的增加而单 
调减少趋于0 ? 

9- 判断正确与否:非负数列的极限是非负数，正数列的极限是正数 • 


2.1.3 适当 放大法 

在学习数列收敛的定义时，一开始遇到的问题就是，对于给定的数列和 
数 A 如何按照定义证明（验证)数列 {〜} 收敛于 a, 或是其反面.我们这里主要 
关心前面一种情况，因为许多基本的数列极限都可以用验证的方法得到.这就是 
要对每一个给定的正数 e 证明存在一个自然数使得它满足下列要求： 

当 n > 时,不等式 一 a| < e 成立- (2.1) 


如果将不等式I如 -a| < e 中的 d 看成未知量，对于一些简单的情况有可能 
直接解出这个不等式.最简单的例子就是数列 } 和 a = 这时对于给定的 

e>0, 不等式|«„ - «| < e 就是丄 < 匕它等价于-<^因此若取 W = [ l / e ], 
则当 n > iV 时，就成立 


n > iV + 1 = 


£ 


+ 1> ? 


从而得到^- <£• 这里利用了整数部分 M 所满足的基本不等式㈣< ：r < [ x ] + l . 

但是能否将这个方法用于一般的 {〜} 和 a， 从而对给定的 e > 0求出符合 
要求 （2.1) 的自然数 JV? 对于初学者也许会感到奇怪的是，对上述问题的回答是 
否定的.除了一些最简单的例子以外，对一般的问题来说,不可能采用解不等式 
的方法从|如 -aj<s 中求出符合要求 （2.1) 的 iV. 

事实上，如果要将关于 [—} 和 a = 0的上述做法加以推广，那就要对给定 
的 {〜} 和数 a 去寻找 ^ 它是 e 的一个表迖式,满足下列等价关系： 


|a„ -o\<e n > ^{e). (2.2) 

容易看出，如果有了 (2-2), 则当口⑷> 1时，取 iV =[命) ] 即可，否则取 iV = 
总可以满足要求 (2.1)* 还可以看出，这样求出的 W 就是对于给 
定的 e > 0满足要求（ 2 .1)的最小的自然数. 



§2.1 數列极队的基本概念 
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但是从数学的角度来看，这里有两个不能回避的问题： （1) 符合等价关系 (2.2) 
的 We ) 存在吗？⑺如果存在的话，有办法计箅它吗？ 

不幸的是，关于这两个问题的回答都是否定的.首先,满足 （2.2) 的 W 幻可 
能根本不存在.这就是说,满足不等式 | ‘ - a |<£ 的所有 n 的全体并不能用形 
式为 n > We ) 的不等式来刻画- 

其次,即使存在这样的你),要想隶出它往往是很困难的，或者是根本做不 
到的.只要试几个比刚才的数列[-^}稍稍复杂一点的例子就可以看出这一点. 

既然如此,出路何在？实际上从数列收敛的定义可以发现，对于（每个）给定 
的 S > 0,只需求出满足要求 （2.1) 的“一个 H iV 就够了,完全没有必要去隶出满 
足要求 （2.1) 的所有 iV 或其中最小的 iV . 这就是“适当放大法”的出发点. 

所谞“适当放大法”，就是先找 n 的一个函数 f ( n ), 使得 K ~ aU / W 成 
立，这 就是“ 放大' 然后再对于每个 e > 0,证明存在 iV , 使得当 n > AT 时成 
立 /( n ) < e . 由此可以看出，如果将 /( l ) f /( 2 )， …， /⑹， … 看成一个新的数列 
{ f ( n ) h 则这个数列一定收敛于0,也就是说数列 {/( n )} 必须是无穷小量.初学 
者用适当放大法时容易犯的一个锻误就是 {/{«)} 不满足基本要求 /( n ) = 0 ( 1 )， 
也就是说放大过了头 - 

当然，这个方法的成功还取决于 {/(«)} 为无穷小量的证明必领很容易.实 
际上我们总是取尽可能简单的 /( W 以满足这个要求.所以适当放大也就是简化， 
要使得 /( n ) 比|知- W 简单得多，从而很容易验证 /( n ) = o ( l ). 在具体问题中 } 
最后所取的 /( n ) 往往很简单,可以从 f ( n )< e 中直接解出》， 确定 N . 

再换一个角度,可以从两个不等式，即|如 /( n ) 和/⑻< s 来观察这 
个方法.其中的第一个不等式是％大”，要求所取的 /( n ) 使这个不等式对于所 
有的《都成立，或至少当 n 充分大时成立.第二个不等式的意思则完全不同.它 
是在取定 /( n ) 后，问是否对每一个给定的 e > 0存在 iV , 使得当 n > N 时这个 
不等式能够成立.这个方法的成功与否在于：所选取的/(…既要满足第一个不 
等式, 又要使第二个不等式在上述意义下容易处理.将两个不等式联系起来，如 
果当 n > N 时有 /( n ) < e 成立，则由于 - a \ ^ /( n ), 就得到 - a | < e . 

2.1.4 例题 

下面是用适当放大法的两个基本例题. 

例睡 2.1.1 证明数列收敛于 0. 

证利用 2" = (1 + 1广=1十 (0 + 在 n > 6时有 




16 


第二章教列极限 


2 n > 因此可以放大 如下： 

n 5 n 5 6! n 4 6! 

2 n ^ u(n — l}(n - 2){n — 3)(n - 4){n - 5) < (n —5} 5 

然后在 n > 10 时，将上式最右方的表达式中的分母 (n - 5) 5 用较小的 （ n /2) 5 代 
替，进一步放大为 

n 5 n 4 2 5 6! 10 5 

——< -： < - ■ 

2 n n 5 n 

可以看出,为了使最后一个表达式小子£，只要取 iV = _{10, [ lOVs ]}. □ 

注 初学者要注意 ; 如果将分子《 5 换为« 100 ; 或者 n 的任意次多项式,结论 
仍成立.又如果将分母 2 n 換为 3" 或 10' 结论也成立.因此就可以知道，在以《 
为自变量时，多项式与基数大于1的指数函数之比是无穷小量.从学习数学分析 
一开始就需要注意各种不同函数之间的极限关系. 

在例题 2 . 1.1 中的主要工具是二项式展开.在下一个例题中则用到一个基本 
不等式，即在第一章认3节中的箅术平均值-几何平均值不等式（即命题 1-3.3). 
以下的方法也都可用于证明基本题 lim >/6= l ( b >0) (证明从 略). 

n-^oo 

例题 2.1.2 证明数列{，}的极限是 1- 


证1在 n >2 时，我们有 


2个1 


2^ + n — 2 
n 


< 1 + 


， 


n 


因此得到估计 2 

0 ^ 柯一 1 < 

\Jn 

对于给定的 f > 0,取= [4/ e 2 ] 即可 ■ 

证2本题也可以用类似于例题 2.1.1 的方法来证明.由于拆> 1，只要关 
心不等式拆 - 1 < e . 令恥=拆 — 1,则％ > 0成立,且当 n > 1时有 

打 = (1 十 yn) n > 

从这个不等式中解出加,就找到了在《 > 1时的“适当放大” 


— 1 =仇 < 



因此取况= [2/ e a ] + 1 即可. □ 

注 请读者注意，以上两个基本例题还有很多解法（即一题多解).例如用后 
面的单调有界数列的收敛定理或 Stob 定理都可以解决送两个问题. 



§2.2 收敛數列的基本性质 
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2.1,5 练习题 


1. 按极限定义证明: 


⑴ 


lim 

71 — ►OO 


n 2 - 4 


= 3; 


(3) lim (1 + n ) n = 1; 

ft —* CX > 


(2) lim - =0; 

71 — 00 fl 

⑷ lim - — 0 (ft > 0). 

n—*-cxf 7l\ 


2. 设 > 0, n € N +， 数列 { a „} 收敛于 a ， 则 lim = V ^- 

71 ~* _+ CO 

3 . 若 〗 im a rt = a ， 则 lim 卜 K 反之如何？ 

n— k» n-^+oo 

4. 下面一组题在本章的许多极限计算中有用（并与第五章的连续性概念有关): 

(1) 设 P ( j 0 是 z 的多项式.若 lirti 〜= a ， 则 lim K a «) ^ P ( a )； 

' / ' f Tl—»*CO tl ― ►OO 


(2) 设 & > 0， lim a„ = a ， 贝 |J lim 浐 ™ = 

n—+oo n—^oo 

(3) 设 fe > 0, {«„} 为正数列 ， lim 〜 =a ; a > 0, 贝 ij lim log & a n - log^a; 

s ^ J ri—oo n—+oo 

⑷设 6 为实数， {‘} 为正数列， lim 知 = a，a > 0, 则 lim < = 

n—*^oo n — *-50 

(5) 设 lim 如 二 a ， 则 lim sin a„ = sin a. 

/ fl — kOO 71 — >OCt 


(例如上面提到过的题:若6 > 0,则 二 1. 它是第⑶题的特例 .) 
5. 设 a > 1，证明 lim — =0. 

n — f-oo Jl 

(可以利用已知极限^奸 = M 


§2,2收敛数列的基本性质 

关于收敛数列有下列基本性质和定理： 

1. 收敛数列的极限是唯一的； 

2. 收敛数列一定有界； 

3. 收敛数列的比较定理,包括保号性定理； 

4. 收敛数列满足一定的四则运算规则； 

5. 收敛数列的每一个子列一定收敛于同一极限. 


对以上内容不仅要会用，还应学习它们的证明，因为其中的方法在数学分析 
中都是基本的 ; 学会了这验方法才能说 真正懂 得了数列收敛的定义和实质 ■ 

这里还应指出，在数列敛散性的讨论中我们经常利用的一个基本 事实， 这■就 
是数列的收敛或发散与它的（任意）有限多项 无关. 实际上,从定义即可看出，一 
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个数列 {〜} 是否收敛，在收敛时它的极限是什么,当然和数列的第一项^无关. 
将这一个简单事实推而广之，就得到一个很有用的结论，即数列是否收敛（以及 
在收敛时的极限是什么)和数列中的有限多项无关.例如，对一个给定的数列，改 
变它的前100项，或将它们统统去掉，或在它们之前再增加若干项，这祥我们就 
得到了新的数列.从极限的定义可知,所有这些新的数列的敛散性与原来的数列 
完全相同.若原数列收敛，则所有新数列不但收敛，而且还有相同的极限. 

对于这一亊实的用法举几个例: F . 实际上,在前面讲适迕放大法时已经提到， 
不等式|如 - < f ( n ) 并不一定要对所有自然数成立，只要对足够大的 n 成立 
就可以了.在两个例题中我们都是逸样 做的. 又如在今后的许多定理中,其中的 
条件均可以修改为在 n 充分大时成立即可.以下面将多次使用的单调有界数列 
的收敛定理为例，一个给定的数列虽然并非单调,但从某项以后单调,则就可以 
使用这个定理 - 

2.2,1 思考题 

[设 K } 收敛而发散，问:数列 +& n } 和 W &«} 的敛散性如何？ 

2 ■设 {“} 和 { M 都发散，问:数列 { a „ 十心}和 { a n K } 的敛散性如何？ 

3. 设 n € IV 十， 已知 一= 0,问：数列 {&„} 是否收敛？ 

4. 找出下列运算中的 错误： 

lim f —— -… H — — ] — lim ——-——+ …+ lim — ^ — 0- 

n — oo 、拉 + 1 2 n / n~+oo n + 1 ft —2?^ 

5. 设已知 { a n } 收敛于 〜 又对每个 Ti 有 & < 如 < c ， 问：是否成立& < a < c ? 

6. 设已知 { a n } 收敛于 a ， 又有 6 < a < c ， 问：是否存在 iV , 使得当 n > N 时 
成立 < c ? 

7. 设已知 lim 30,问：是否有 lim (« 1 » 2 ■ ■ * a n ) = 0?又问：反之如何？ 

fi ― ►OO 91—+CiO 

2,2.2 例理 

下一个例题的结论很不平常，它是收敛数列的一个特点，它的证明方法与收 
敛数列的有界性定理的证明方法几乎相同.（请思考:为什么说这个结论不平常?) 

例题 2.2.1 若数列 { a n } 收敛，则在此数列中一定有最大数或最小数,但不 
一定同时有最大数和最小数. 

证设此数列的极限为 《. 若此数列的每一项等于 h 则不必再说.否则，设 
数列的某一项/ a . 若有> a , 则取 e = a m - a . 从收敛数列的定义知道 
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有 iv , 使得当 n > JV 时成立丨知― dice . 由于有 = 6 显然 m < JV . 从图 
2.1 可见，在区间 [ a m ,+ oo ) 中至少含有数列 { an } 中的一 项‘， 但至多含有该数 
列中的项. 


™— Cl- ^ 



图 2.1 


令 M = • , ajv }, 则在 n > JV 时，有 

a n <a + e = a+ (s m 一 a) = < M, 

可见 M 是数列 { a n } 的最大数.同样可证在< a 时，数列 M 有最小数. 

很容易举出不同时存在最大数和最小数的收敛数列的例于.例如数列{^} 
收敛于0,它有最大数，但没有最小数. □ 

注容易举出发散数列的例子,它没有最大数,也没有最小数.此外，如果利 
用下一章的确界存在定理等工具,则可以写出完全不同的证明.请读者试之- 

下面一个例题有很多解法.这里举出两神不同解法. 

例钃 2.2.2 若 lim ~ a - =0,证明 lim a: n = a . 

n-KX> x n + a 71—mxi 

证 1 由题设可见 a /0, 由条件可知，对 W >0, 3 JV ， 当 n > JV 时，成立 


x n — a 
o > 


< £- 


由此可估计出卜 n + a | = - a } + 2 a \ ^ e {| s „ - a \+ 2| a |). 若限制 

^<1, 则可得出 — a | < 2 e \ a \/( l - e ). 又若限制 e < 1/2, 则又可得到 


& - al < 


2 s|o 
1 — £ 


< 4 \ a \ e . 


由于上式右边是 e 乘以固定常数,可见成立 □ 

证2作代换 

Xi% ~~ ^ 

^ > 

X|»j + 江 

则从如= 0(1), 存在 iV ， 当 n > JV 时，成立 bnl < 1. 然后在 n > N 时可得出 


兄 n = d * 


i + y « 

1 In 


最后根据数列极限的四则运算法则就得到〜 = a ■口 

ft—»oo 
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注1与适当放太法的例题不同，那里只是从数列收敛的定义出发，但在选 
两个证明中我们已经用到了收敛数列的许多基本知识，初学者要看到这个 变化. 

注2在证2中用了变量代换法.这值得注意.实际上 t 若要证明 lim 〜〜 
则就可以令 Vn = x n ^ a t 然后去证明这就是变量代换的最简单例 
子-应当指出，即使是如此平凡的代换！ 1 考虑问题也是有帮助的. 

如何证明数列收敛和计算收敛数列的极限是选一章中的主要问题.一般说 
来，除了少数情况外，对于给定的一个数列 K }, 即使它是收敛的，我们也不知道 
它的极限是什么.这时在数列收敛定义中的《不是一个已知量，不可能用来验证 
数列 K } 收敛.因此当然需要新的工具. ' 

在研究数列收敛方面有两个工具是很基本的,这就是： 


• 夹逼定理（也称为两面夹定理等)， 

• 单调有界数列的收敛定理. 

其中单调有界数列的收敛定理在理论上和应用上都非常重要,是本章的重点学 
习内容,我们将在下面 2.3 节中专门讨论. 

夹道定理是求极限的有力工具.其中包含的思想是，对难以直接处理的数列 
表达式，寻找两个较为简单的数列从两边夹住.如果这两个数列收敛于同一极限， 
则问题就解决了.能否找到这样两个数列是成功应用夹逼定理的关键 ■ 

下面是一个有代表性的例子，且有许多推广（参见，题 10-2.5). 

■ 例睡 2.2.3 设 a > 0, 6 > 0,求极限 Um ( a " 

n—^oo 


解 不妨先假定这时就有两面夹的不等式 

丄 丄丄 

b= [b n )^ < (a +t + t> n )" ^ {2b n ) n , 

也就是 & < (a n + h n )~ ^ \/2 b . 利用 Jlim^ = 1 和夹逼定理，可见极限为 b. 
对 a > &可作类似讨论.最后的答案是 SGa，&}. 口 

例理 2.2.4 求数列 { a n } 的极限,其中知= ' n 6 N + . 

解将分子(设 n > 2) 中的前 n - 2 项适当放大，就有估计 

1! + 2! + ■ • ■ + 打 I ( (n — 2){n - 2)! + {n- 1)! +n! < 2(n - 1)1 + n!, 

因此知道在 n > 2时有 


< 


1! + 2! + . ■ ■ + u ! 


2 


< —— + 1， 
n 


令 n — oo 即可知极限为 1- □ 
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2.2.3 判定数列发敢的方法 

这里的基本方法有： 

1. 无界数列一定发散. 

2. 从数列收敛的定义出发，用对偶法则就可得到（参考 §1』 节)： 

{ a n } 发散 V ( X ， 彐 £： 0 , ViV ，3 ra > iV ， 使得 K ~ a | > £ q . 

3. 有一个发散子列的数列一定发散. 

4. 如果发现有两个子列不可能收敛于相同极限，则这个数列一定发散. 

5. Cauchy 收敛准则也是判定数列发散的充分必要条件（见下一章§3. 4 节) ■ 


在下面的例题中不但证明所给定的数列无界，而且证明它是正无穷大量 ■ 

+ 71 - 7 

例應 2.2.5 根据无穷大量的定义证明 lim - —— = +00. 

n^oo 打十 3 

证 要对每个给定的 G >0, 证明有 iV ， 当71 > JV 时，有 ( r l 3 + n -7)/( n +3)> 
G . 不妨令 n > 3,这样分母就可用加代替而使分式变小.由于这时分子中的 
n 3 ~7> + n 3 , 又弃去分子中的 A 这样就可以估计出 


7 ^ + 71— 1 

n + 3 


> 








2 n 


n 2 > 


4 


■ n . 


为使最后一式大于 G , 只要取 iV = max {3, [4 G ]} 即可. □ 

注 这里所用的方法与前面的“适当放大法”完全一样，但或许应称为“适 
当缩小法”了.容易看出,本题的关键在于分子的最髙次数髙于分母的最髙次数. 
只要保持这一特点,在简化时就可以慷慨地缩小，最后得到 W 的简单表达式. 

接下来的例题是数学分析中的一个重要结果，这里将给出 3 个证明，并在几 
个注解中作进一步的补充 • 

例题 2.2.6 设乂 = 1 + 士 + | +…+丄 ， n e N +， 证明数列 { S n } 发散. 

m \ 发散是不容易猜出来的.如果读者(用计算器或计算机)试算一下 

选个数列的前若干项 t 就会发现这个数列增长得很慢.从第一项氏=1开始，到 
5 83 才第一次大于到 512307 才刚超过 10. 今后在 2 . 5 . 3 小节中学了有关 Euler 
常数的知 i 只后我们就能够准确估计&的近似值.这里的精彩故事见数学通俗读 
物[啤的第八章. 

历史上的证明最早是 Oresme (约1 32 3-1 382 )在1360年左右发表的（见 [29]). 
后来 Bernoulli 兄弟 ， James Bernoulli (1655-1705) 和 John Bernoulli (1667-1748), 

在1689年左右又给出了两个证明 * 
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比较 A 和札，则対每个„都有4 -扎〉 +，因此 {4} 和 { B n } 收敛于同 
一个极限值是不可能的. □ 

注 {&} 是严格单调增加数列.在前两个证明的基础上不难证明 {&} 是 
正无穷大量.此外，例题 2.2.6 还有许多其他解法.在例题 2.3.4 中将会证明数列 

{ +…+ ^}收敛，而且极限大于 0. 由于这个数列的通项就是 S 2 n — S n 、 

如果数列 { S n } 收敛，则- S n ) = D . 这与例题 2*3*4 的结论矛盾,可看 
成是本题的第4个证明.一章用 Cauchy 收敛准则还会对本题给出新证明. 

下一个例题将介绍如何用构造两个于列的方法来证明数列发散. 

例题 2 , 2.7 证明数列 { smn } 发散 ■ 

证 1 (几何方法）从正弦曲线?/ =仏1 的图像(如图 2 . 2 )可以设法构造出 
两个子列.虽然我们并不知道它们是否收敛,但却有把握知道它们（如畢收敛的 
话)决不可能收敛于同一极限.现在观察= sim 在一个周期上的几何 图像： 




先看图 2.2 中介于2奴和 （ 2 fc + l } it 之间的（加黑的）区间 [ 2 kn +( K / 4 ), 2 kn + 
{3 n /4) l - 由于函数 sinx 在这个区间上的取值不小于 sin ( jr /4) = x /2/2, 同时区间 
长度又大子因此在该区间中一定存在一个自然数,记为对每个 fc 都这样 
做> 就得到一个子列 { Sinn ；}- 如果它收敛的话，其极限一定不小子 V 2/2- 

类似地可以在图 2.2 上的区间[(说十 1) tc ， (找+ 2 ) n ] 中选出自然数 得到 

第二个子列 { sin ^}- 它如果收敛的话，极限一定不会大于 0 . 

因为收敛数列的每个子列都收敛于同一极限，而现在所构造出的两个子列即 
使都收敛，也不可能收敛于同一极限，从而就推知 { sinn } 是发散数列. □ 

利用正弦函数的特殊性，本题也可解答如下. 

证 2 用反 证法- 设存在 lim sinn = 则就有 lim (sin(n+2}-sm(n)) = 0. 

ti— n —hoo 

由于 ain(n + 2) - sin n = 2 sin 1 cos(n 十 1 )， 因此得到 lim cos(n + 1} = 0. 再利用 
cosfn + 1) = cosn cos 1 - sinn sin 1, 又导出 lim sinn = 0. 这样一来就有 

、 n— 

lim ainn = lim coen = 0. 

n—^oo n_K» 
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这与恒等式 sin 2 n + coe 2 n = 1相矛盾. 口 

注本例题的解法还有很多，见下一章的例 3-4.3. 

下一例题中的方法与上面完全不同.在 2 A 节将对这类数列作专题讨论. 

例题 2 . 2.8 设〜 〜 +1 =音+ u € N +, 证明：若 c > 1 ，则 { Xn } 
发散. 

证用反证法.若数列 M 收敛,记其极限为 A . 在递推公式 

c xl 

; +1 ^ T + Y 


两边令 U 一 oo , 就得到 

,c A " 2 
+ ~ - 

这表明极 限值火 应当满足二次方程 A 2 - 24 + c = 0. 但由于这个二次方程的判 
别式厶= 4 - 4 c < 0,因此无实根.这表明 A 不存在，因此数列 { x n } 发散' □ 

注1实际上可以证明数列 { x n } 严格单调增加，因此也是正无穷大量. 

注2这个例题是丨 14] 的第一卷的第35小节中的例5的一部分.在那里对 
参数 c 的其他情况作了详细研究.但其中对于 c <-3 时未做深入时论就说数列 
{ x n } 发散,这是不正确的.在 [24 j 中的 8-14 页对此作了正确的讨论.由于这个 
例子在 c < 1时与下面 2.6.3 小节中的题3 ( 由 Logistic 映射生成的迭代系统)完 
全相同，因此本书正文中不再讨论 c < 1的情况 - 

下一个例题的内容和证明都很简单,但实际上是无穷级数收敛的一个必要条 
件.这在无穷级数理论中是一个基本内容. 

例题 2 2.9 设有两个数列 {&} 和且有关系如下： 

= ai + 勿 + …+ n 

若 { Sn } 收敛，则 M 为无穷小量.反之，若 { a n } 不是无穷小量，则 { S n } 发散. 

证从 n > 2 起有知 = 又当 {54 收敛时, { Sn -!}^ 也一定收 

敛,而且收敛于同一极限，在上式两边取 n 4 00,就得到 lim 口 

注对于给定的数列 { a „}， 将圮号 

OO 

On = ftl + d2 H - + + … 

Tl —1 

称为以知为通项的无穷级数.从 {〜} 出发，就可以如例题 2.2.9 中的关系式那 
样定义数列 { Snh 称为诙无穷级数的部分和数列.如果 {&} 收敛，并有 
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lim S n — S , 

n—oc 

则定义该无穷级数为收敛，且称 s 为该无穷级数的和，记为 

QO 

> : + <12 + *' ■ + ftu r — S . 

n—l 

否则就说该无穷级数发散. 

无穷级数理论具有极其丰富的内容，是本书下册的中心内容之一.但由以上 
的简单介绍也已经可以看出，无穷级数与数列有密切的联系.实际上前面的例题 
2.2.6 的内容就是证明以 1/ n 为通项的无穷级数发散（于正无穷大).这个级数一 

般称为调和级数. 

用无穷级数的语言来说,例题 2.2.9 的内 容是： 无穷级数收敛的必要条件是 
它的通项（所成的数列）收敛于 0. 当然,这并非是充分条件，用例题 2.2.6 就可 
以说明这一点. 


2.2.4 练习题 

1. 证明： { a «} 收敛的充分必要条件是{咖}和收敛于同一极限. 

2. 以下是可以应用夹逼定理的几个题. 

⑴给定 P 个正数4,(12,…，％>，求 lim f/aj + 十…+邛; 

n ― ►oo V 

(2) 设;+ , - ^-+- ■■十 — - fj ~ G N +， 求 lim x . 

yri ^ + 1 Vn 2 +2 \/{n + 1) 2 n—oo 

(3) 设 = (1 + j + … + ~^~) ， a € N +, 求 \ tm ^ Oni 

( 4 ) 设 K } A 正数列，并且已知它收敛于 a > 0, isJjLim ^ = 1. 

3-求以 T 极限： 


(1) lim (1 + z)(l + ;r 2 ) ■ ■ • (1 + x 2 ^), 其中 ㈣ < 1; 

TL ― KJO 

(2) y C -士) • ■ . C - 去)； 

( 3 ) 3^0 {} ~ T+y) ( 1_ 1 + 2 + 3) … (1 - l + 2 + ---+^") ； 
⑷ 土 ( 1 - 2-3 + 2*3-4 + … + n(n + l)(n + 2 ) ) ； 


1 

⑻ A ： (fc+ 1) ■ ■ ■ (fc + !>■) 

(最后两个题是 (lV +击+ . ■.十 n ( n + l }") 讎广，) 
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4. 设 s n : a + 3 a 2 + …+ (2 n - l ) a fl ,|aj < 1，求 { s n } 的极限 - 
(试计算 5 n - as „.) 

5. 设正数列 {〜} 收敛,极限大于0, 证明： 这个数列有正下界,但在数列中不 
—定有最小数. 

6. 证明：若有 lim & = + oo t 则在数列 {«„} 中一定有最小数- 

7. 证明： 无界数列至少有一个子列是确定符号的无穷大量 - 

8. 证明数列 { tann } 发散. 

9. 设数列 {&} 的定义为 



3P 


+ ■■■ + 


nP 


n £ N +. 


证明 { S n } 在以下两种情况均发散： （1) p < 0, （2) 0 < p < 1. 


§2.3 单调数列 

关子单调数列的基本结论很简单，只不过是： 

(1) 单调有界数列一定收敛 ； 

(2) 单调无界数列一定是有确定符号的无穷大量. 

然而这两个基本结论在数列的研究中起着很重要的作用.它们不仅是本节各个 
例题中的主要工具,而且也是学习 2 .5节和 2 .6节的基础- 

与 2.1 节一开始的收敛数列的定义相比较，可以看出对单调数列来说,我们 
可以从数列本身判定其为收敛或发散，而不需要对极限的存在或不存在作假定- 
这是一个»的进步.由于对单调有界数列只肯定了它的极限存在，而没有给出 
极限本身，因此这是在数学中的存在性定理的一个典型例子.从下面的例题可以 
看出,极限的存在性有时能帮助我们将极限计算出来. 

如何对一般的数列从其本身来判定它收敛还是发散？这就是下一章 §3.4 节 
中的 Cauchy 收敛准则要回答的问题. 

2.3.1 例應 

收敛数列当 fe 不一定是单调数列，但是有很多常用的数列确实是单调的，或 
者从某一项开始是单调的.例如以下几个常见数列的收敛性都可以从单调性出 
发得到证明（虽然不一定是最佳的证明方法),并求出它们的极限： 
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为了知道一个数列是否单调,一个自然的方法就是去比较在数列中的相继两 
项的大小.这可以通过分析相继两项之比或差来达到目的.以下几个例子都是如 
此，其中还介绍在知道极限存在后如何计算极限. 

前两个例题是上一节的例题 2 .1.1和 2.1.2 的新解,但在问题的提法上有不 
同，不再是验证已给定数列是否以某个数为其极限了. 

例題 2.3,1 用单调有界数列的收敛定理,证明收敛,并求其极限. 
证记数列的通项为知二 n e N +， 则可以看出前后两项之比为 

化 = 如( 1 + 丄) 5 . 

a n 2 V n J 

分析右边的第二个因子,从 lim (\ +丄 ) =1，可见存在 乂当 》> 时， 

满足不等式 G < 2.因此，当 n > iV 时，就有 

1 ( 1 \ 5 

Qn+i = ( 1 + -™ I < a n . (2.5) 

由此 可见， 至少从 n > N 起数列 K } 严格单调减少.又由于 M 是正数列，以 
0为下界，因此就可以用单调有界数列的收敛定理，知道存在极限 a = lim 知. 
利用极限的存在性，在 (2.5) 左边的等式两迫令 n — oc ， 就有 

o, — ~Q> <i = Q. D 

£t 

注希望初学者比较这个方法与例题 2 . 1.1 中的方法.这里在问题的提法，采 
取的思路和所需要的工具等方面都完全不同. 


例理 2.3.2 研究数列 {01} 是否单调,并求出该数列的极限. 


证记知=拆 ， e N +. 计算数列的前几项，得 q = l ， a 2 = W ， 以及 
a 3 = \/%^ 1.44, a4 = aa ss 1.41, = 拆 s ; 1*38, as = v^6 fts 1.35, …，可见这个 

数列有可能从第三项起严格单调减少.比较前后两项，由于有 

a n +j = n+ \/n + 1 < = \^n 令分 (1 + 士 ) < n, 

只要证明当 n 充分大时右边的不等式成立，就可以证实我们的猜测正确.利用平 
均值不等式,可以得到 


n 



< 


n + 1 + 2 / y/n 
n + 2 


n+2 
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可见只要《 > 4就可以使上式右边的表达式严格小于 1. 因此数列至少 
从第5项起是严格单调减少数列.又由于这个数列以1为下界，因此从单调有界 
数列的收敛定理知道存在极限 

lim = a 多 1. 

n—^oo 

以下只要证明 a > 1是不可能的.用反证法.若有 a = 1 + > 0,则当 n 充分 

大时应当成立 ^ i>l + h 7 从而得到 


n > (1 + ^- h 2 . 


但这是不可能的.因此得出结论 ： lim □ 

n—oo 

对数列研究前后两项之比可以提升为一种 方法， 并建立如下结果: 


例應 2.3.3 设对于 { fl n } 有 lim 


^ Tl +1 


On 


: C < 1,则 { Otj } 是无穷小量. 


证 取 e =( l - c )/2, 有 iV t 当时，成立 


^ n +1 


tin 


< C + 


1 


1 + C 


<1， 


因此在 n > W 时 {] a n \} 是严格单调减少数列.由于它以0为下界，因此收敛.记 
它的极限为 a . 在不等式 

I 丄 

( 2 . 6 ) 




2 

两边令 n — 00 ,就得到 0^ a ^ a{l + c )/2. 因为0 < (1 + c )/2 < 1,这只能导致 
a = 0.从{|知|}收敛于0可知 { a n } 也收敛于0 .口 

注这个例题中由于有很强的条件，不用单调有界数列的收敛定理也能证 
出来. 例如，在得到不等式（ 2 .6)后，引入记号 A = (1 + ^)/2, 然后证明存在常 
数 M > 0,使不等式 M 缉在 n > N 时成立，由于 Cl e (0,1), 珂知有 
lim |^| - 0. 因此，对一般的数列研究其后项与前项之比也可能有用处. 


n e N +. 诋明数列 {〜} 收敛‘ 


^2.3.4^^ = —+ •- + - 
证比较数列的前后两项之差，就可发现 


1 


知+1 一 ■如 


2 tt + 1 

可见数列单调增加.由于如< 


2 n + 2 
n 


>2 


n + 


0, 


n + 


n ^-1 2 n +2 

< i , 可取 i 作为上界，因此数列收敛 .口 


注以后将会求出本题中的数列极限是比 2 (见例题 2.5*4, 11 AA ). 

下一个例子并不难》但是其中的方法很基本，同时它的结论自1听6年后在 
计算数学中变得很有用（见例题后的注 解)- 
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例 ® 2,3.5 给定两个正数 a 和 b ， 民有 Q < b < a, 令叫 = a ， & 0 = 6, 并按 
照递推公式 

On-*i + 6fi- 


a 7 


2 


"i — ?! £ N +， 


定义数列 M ，{ bn }- 证明这两个数列收敛于同一个极限. 

证利用0 C 6 o < ao 和平均值不等式，可以得到知< <叱 < O 0. 用数学 

归纳法可以证明对每个 n 均成立 

t>Q < b \ < ^ -< Q, n < - ■ ■ < 


因此数列 {〜} 和 {&} 都是单调有界的,记极限为4和尽则均为正数.在两个 
迭代式中任取一个,令 n 4 00,就得到 A = B . □ 

注一般称上述极限为数 a 和&的算术几何平均值,记为 AG { a y b ). 利用积 
分换元计算可以得到 AG ( a , b ) 的解析表达式(见 [14] 第二卷中的303小节)： 


AG ( fl ,6) = 


% 

2 G } 


其中 <7 = 


嘈/ 2 da ： 

0 'Ja 2 cos 2 x + fp sin 2 a ： 


算术几何平均值和上述解析表达式是大数学家 Gauss 在 I 4 岁 （ 1 ^ 1 年）时发现 
的，并在他的早期研究工作中起了重要的作用.但这个结果长期以来没有引起足 
够重视，直到 1976 年才由 Saiamin 和 Brent 等人以此为基础发展出一种算术几 
何平均值快速算法，成力目前在计算机上计算圆周率 K 和初等函数的最有效方 
法之 一. 例如对于《来说，这种算法每计算一步可以使 it 的有效位数增加一倍或 
更多（见例题 8 . 7 . 2 ). 关于 JT 在近年来的许多奇妙发现可以参看 

下一题就是前面的例题 2 , 2 . 4 , 但方法与当时的夹通方法完全不同. 

1 I _|_ 01 + * - - + tif 

例埋 2 . 3 . 6 求数列 M 的极限，其中知= n] N +. 

解研究相继两项之比，有 

a n -\-\ 1! + 2! + …+ (n + 1)! 3 + 3! + ■ ■ - + (n + 1)! 

a n (n + 1)(11 + 21 + ■ — + n!) (n + 1) + (n + 1)2! + — ■ + (n + 1)! 

在 n > 2 时分母的每一项大于等于分子的对应项，因此 {a n } 在 n > 2 后单调减 
少.由于 0 是下界，因此数列收敛.又可发现联系前后两项的另一个关系式为 


— 1 ~h 


n + 1 


在两进令 n — 00,即知极限为 1. □ 
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第二幸數列板恨 


2.3.2 练习麵 

1. 证明：若 {〜} 单调，则{|^|}至少从某项开始后单调.又问:反之如何？ 

2■设{如}单调增加，仂4单调减少，且有 ft UmK - M=o -证明：数列 M 
和 {&} 都收敛,且极限相等. 


3. 按照极限的定义 证明： 单调增加有上界的数列的极限不小于数列的任何一 
项,单调减少有下界的数列的极限不大干数列的任何一项. 

4 . 设 〜 H ■‘ 3^"，^ N +， 求数列 {〜} 的极限. 

5. 设如二 ||… n e N +, 求数列 { oj 的极限- 

1 6 zn — i 

6 . 在例题 2.2.6 的基础上 证明： 当 P > 1时数列 { S n } 收敛，其中 


7. 设0 < 怎 0 < f ， ； = smx n ^ i , n E N + , 证明： { x n } 收敛，并求其极限. 
(参见 2 . 6 节和例题 8.1.10.) 


8,设 = 


( 2 n - l ). f ! 
(2n)!! 


2 

, n e N +， 证明： W } 收敛于 0 ‘ 


(观察 = 


1-3 \ / 3-5 ^ / (2n-3)(2^-l) \/2n-l\ 

1~2 ) VT^T J \ {2n - 2)(2n - 2) ) \ (2n ) 2 少 


9 . 设 h 0 k } 2 - &， w N +， 证明： w 收齓 

(方法与上一题类似.在学了积分学后将于命题 11 A 1 中求出上述数列的 
极限为 f . 这就是 WaJlis 公式 .） 

10. 下列数列中，哪些是单 调的： 

( 1 ) { 7 ^ 2 -}； ( 2 ) {sinn}; (3){M. 


11 . 证明： 单调数列 {〜} 收敛的充分必要条件是它有一个收敛于列. 

12. 对每个自然数 n ， 诩〜表示方程 T + P + … +P = 1 在闭 K 间! 0,1} 中 
的根.汞 Um 

Tl — +00 
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第二幸数列极限 


但是为什么可以将 JV 固定？这里又需要回到极限的定义.我们知道， JV 虽 
然并不是 e 的函数,但一般来说是与 e 有关的.如果 e 取得越来越小,则一般来 
说相应的 iV 就会越来越大.然而对给定的一个 e 而言,只要能取到一个 AT 就够 
了.为了证明表达式 （2-7) 的极限为 L 根据板限定义,只要对于每个 s > 0,能有 
一个凡 使得当 n > iV 时该表达式与；之差的绝对值小于 e 即可.由分析可见， 
上面已取出的 JV 是不够大的.于是,我们可以在 JV 的基础上再取更大的 M ，使 
得当 n > M 时 （2.7) 与；充分接近. 

于是这里就发展出两步走的方法.在这个方法中，先取 iV 是必须的，否则就 
没有从 （2.7) 到 (2.8) 的分拆,也无法控制第二项.将它固定也是必须的，否则就 
无法取出合乎要求的 M 去控制第一项. 

根据以上分析,我们可以写出证明如下. 


证根据条件 lim 〜=匕可以对给定的 e > 0取定#，使得当 n > JV 时成 

n—oo 

立 h - l \<£. 然后可估计如下（其中 n > iV ): 

|(Xl - f) + (^2 ~ Q ~i - 1~ (^n — 01 

n 

|(^I 一 G + ■ ■ ■ + — ^)| — + …十 |$n _ M 


Xi+X 2 ~\ - h X n 


n 




n 

Af — N 

< - \- - - -- 

n n 


n 


(2.9) 


这里的 M = |(A -o + -- + (^- oi 是一个确定的数.由此可见，只要取 


JVi = max < iV, 


t 


M 

£ 


就保证当 n > M 时成立不等式 

， 1+ 朴 •■ + & <2£ 口 

n 

注 1 Cauchy 命题中的证明方法非常有特色，是极限理论中的基本方法之一. 
回顾上面的分析和证明，可以 看出: 首先，将( 2 .7)分成性质不同的两个部分是关 
键. (2.8) 中的第二个分式在 n — oo (而 JV 固定）时的极限就是!，因此可以说是 
“主要部分”，而 (2-8) 中的第一个分式在这时为无穷小量,因此可以说是“次要部 
分' 其次，对这两个部分的处理方法是不同的，可以说是“分而治之”.从最后写 
出的证明可见，只要对 e > 0取出 iV , 就完成了对( 2 . 9 )的第二部分的估计.但只 
有在取定 JV 的基础上再取出 M 才能实现对 (2.9) 的第一部分的估计. 

注2 Cauchy 命题在数列 { x n } 为有确定符号的无穷大量时也是成立的（这 
就是说在上述命题中的【可取为+00或 - oo ). 读者应当至少对其中之一作出证 
明,以此检验自己是否已经学会在 Cauchy 命题中的重要方法. 
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注 3 可以从数列变换的观点来理解 Cauchy 命题的意义.这就是从 { x n } 
出发构造出一个新数列,后者的通项，即第 n 项,是第一个数列的前 n 项的算术 
平均值. Cauchy 命题就是说当第一个数列收敛时,则第二个数列也收敛，且极限 
相同.在极限理论中有以 ToepUtz 定理（见第二组参考题 10) 为代表的一系列命 
题,它们都可以看成是 Cauchy 命题的推广,即从一个数列变换为一个新数列，然 
后讨论它们之间的敛散性关系.这方面在 [47] 的第 I 篇第二章中有丰富的材料， 
还可参考 [59] 的第5章和 [55) 等.本书在第二组参考题中也有几个题供训练用. 

命題 2.4.2 ( j 型的 Stobs 定理）设{知}和都是无穷小量，其中{知} 
还是严格单调减少数列，又存在（其中丨为有限或 ± oo ) 

lim ^ +1 亡 I ， 

0> n+l — ^>n 


则有 


lim — 

71—00 位找 


证只对有限的〖作证明.根据条件对£ > 0存在 JV ， 使得当 n > N 时成立 


- f <e . 

— ^ Ti+l 


由于对每个 n 都有> a n + i , 这样就有 

— — ®n+l) < ― 亡 n+1 < (, + _ 

任取 m > n , 并旦将上述不等式中的 n 换成 n + 1，…，直到 m — 1，然后将所有 
这些不等式相加，就得到 

(I — ^)( o n ~ 狂 m ) < b n — b m < (I + — a m )， 


以及 


■-办 m 
— dm 


一 l\ < 


令 m — oo , 并利用条件 lim = lim b m = 0, 就知道当 n > N 时成立 

m—»oo m ― ^oo 


I \ 

命题 2.4.3 (—型的 Stolz 定理）设数列 { a n } 是严格单调增加的无穷大 

CO 

量,又存在（其中 i 为有限或 ±00) 

lim 卜 1 . : 土 ' =1 ， 

Ti—►oo — ci n 


则有 



n-^oa On 



(这个命题有时也称为型的 Stolz 定理.但从证明过程中可以发现实际上并 

00 

不要求分子上的数列 {&«} 是无穷大童，因此这里称为^型的 Stolz 定理.这 
对子应用有实际好处 .） 00 

证只对！为有限的情况写出证明.对 o 0 存在 JV, 使得当 n>N 时成立 


b n+ i-b n _J <£ 

— Ctn 

由于对每个 7 Z 有如 +i >知，这样就有 

(I — ^}(^TI+X — «„) < b n+ i —b n <(l + S)(0n 十 1 一 

取定 JV , 并且将上述不等式中的 n 换成 JV , JV + 1，…，直到 n - 1,然后将所有 
这些不等式相加，就得到 


{I — £}(a n — ojv) < b n ~ bpj < (I + ^)(^n — ^n)-, 


以及 


b n — bjy 
Gn — 咖 


l <S. 


为了进一步得到关于-〖的估计,可以利用恒等式 


G -罟 K 


一 


&JV — iftjV 


由于 lim = + oo , 存在 JVi , 使得当 n > 风时，成立 


0 < 1 -!< 2 和 O <e, 


则在 n > 时就得到 


< 3^. n 


( 2 . 10 ) 


(2.11) 


注 1 在以上三个证明中都用到了下列初等事实:从 


可以得到 


g < < b 和讲 > 0， i — 1,2, ■■- > 

qi 


a< + < b , 

Qx + ^2 H - - + 如 


在 Cauchy 命题中所有的中= 1 . 

注 2 初学者第一次见到恒等式 ( 2 . 11 ) 时可能会觉得奇怪，它是怎样想出来 
的？回顾证明,可见当时的问题完全在于如何从已经得到的估计式 ( 2 . 10 ) 出发去 
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估计 k - L 困难何在？前一式的分 母是如 _ ajv ， 而后一式的分母是恒 

等式 （2.11) 就是用于建立这两个分母不同的分式之间的联系.打个比方来说，怎 
样建立3/5和2/7之间的联系？模仿恒等式 (2.11) 的内容就可以简单地得到 

y = y y + y 

注3读者可以将恒等式 （2.11) 与 Cauchy 命题证明中的分拆作比较.如 
在 （2.11) 中令+ *■ • + (^ = n 代入，可见完全一样. 

注4这三个命题的逆命题都不成立.以 Cauchy 命题为例,在数列 { a „} 发 
散(但不是有确定符号的无穷大量）时，极限 

lim + 

仍可能存在.最简单的例子就是 { 1)"- 1 },这时上述极限为 0. 

思考题 若在这三个命题的条件中将极限值 i 改为不带符号的无穷大童00, 
则结论均不成立.请读者举出反例. 


2.4.2 衲题 

首先重新处理例题 2.2.4 (即例题 2.3.6). 可是它现在已经是最平凡的题了. 
例题 2.4.1 设 = 1!+2! ^; " + ^ ^ 6 N +, 求{如}的极限， 

解直接用 Std Z 定理计算 如下： 


lim 


1! + 2! + …+ Ti ! 
n ! 


lim , 二广 " ■ 「 = lim ^4^- 

n—^oo [n + 1)! — ni n—oo n\n 


(n + 1)! 


On 


例题 2,4.2 设 > 0, On+i = a n + —— , n € N +) 证明 Um ^ 一 “ 

* a n n-voo V2n 

证首先可看出为严格单调增加的正数列.因此只有两种可能.假定 
它有极限 a , 在递推公式 1 

Ctn+l = + 




的两边令 n 4 00,得到 a = a + l / a , 这对任何有限数 a 都不可能 成立. 因此知道 
{«„} 只能是正无穷大量. 

然后根据 2.1.5 小节的练习题 2 ,只要用 Stotz 定理计算 如下： 


lim 


ll 


a : 




On 


2 n 


lim „ 

n—oo + 1) _ 271 


lim (2 + 




□ 
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第二章數列极限 


注本例在以下几方面具有典型性: （1) 在 { a n } 为正无穷大量的基础上得 
到更为精确的结果： a n ^^2 n ； (2) 在运用 Stolz 定理时有一定的技巧性.如果对 

Jim 直接用 Stolz 定理就很不好做（参见例题 8.1.10 等). 


例题 2,4,3设已知 lim = a ， 证明： lim V 严) 叫 = a . 

n—^oo n —kxj 2 n \ k J 

允 =0 、 / 

证利用 2-^ (1 + 1)" 可以估计 如下： 

fc 土 0 \ / 

k^(^) ak ~ a = 去 E(Z)( at-a ) < 去 E(Z)k a i. 

fc =0 、 / 、 / Jt =0 、 / 

对 e > 0,存 在乂当 A ： > JV 时成立 一 < z | < S .对 n > iV 将最后一式作分拆: 


士£(>-心去 E 0 

k=0 v 7 h^N^l v / 


|*fe — «- 


( 2 . 12 ) 


对其中的第二部分的估计是容易的: 




< e - 


k=N+l 


fc=N+l 


对 (2.12) 中的第一部分的估计与 Cauchy 命题中有不同，因为这里的第一部分的 
分子也与 n 有关.但可以发现实际上并不难.由于 {〜} 收敛，存在 M > 0,使得 

- a \< M 对每个 fc 成立. 再利用< n fc ， 就可以估计 如下： 


2 n 


S® 


|a^al< M(1 + ， … < ，朴 1 :” < 她斜 1 


2 n 


2 n (n - 1) 


2 n 


(2.13) 


由于 W 已取定,最后一式的极限为0,因此存在 M > JV ， 当 n >凡时成立 


2 n 


£ 0 '— 1 


< £. 


合并对两部分的估计,就得到当 n > N x 时成立 


2 n 




< 2s. □ 


注1在这个例题中我们使用了 Cauchy 命题的证明方法，而不是命题的结 
论.此外,在一开始应用 2" = (X + 1)" 的二项式展开,将要求证明的极限等式右 



§ 2 . 5 自然对数的底 e 和 Euler 常數 7 


37 


边的 a “无中生有”地写成与左边的表达式非常相似的形式，这是证明的主要手 
段.实际上,这就是在数学中的一种常用方法，可称为“拟合法”. 

注2在估计 (2.13) 时我们作了很多简化和放大，甚至连分母上的因子 ( n -1) 
都不要了.这是因为关键完全在子分母上有指数函数2«，而分子只是 n 的方幂. 
因此整个表达式一定是无穷小量.其他一切都是次要因素.此外，最后我们并没 
有写出爪 的表达式.再次回顾数列收敛定义,可见只要对毎个 e > 0存在 iV 满 
足要求即可，并不要求具体求出汉. 


2.4.3 练习题 


1.设 lim ' = + 00 ,证明 ： lim 

n — nkoo 


2.设 {^ n } 单调增加 ， Um 


+无2 +…+而 


Xj + X 2 + 


n 

+ ^71 


+ 00 - 


n 


3.设 { aafc - i } 收敛于 a ，{ a 2 fc } 收敛于且 a 〆 ()，求 lim 


证明： { a :„} 收敛子 a . 

fll + £^2 + — + d n 


n 


(注 意： 虽然数列 {〜} 发散，但前 n 项的算术平均值所成的数列仍可以有 


极限.一个典型例子就是 {(- i ) n }.) 

4■若 lim ( a „ - a n _ i ) = rf , 证明 l lim = d . 

n—»-co n—00 Ji 

(本题可以说是 Cauchy 命题的另一神形式,也很有用 .） 

5 ■设 { a n } 为正数列， E 收敛于 A 证明： ■‘如 )1 = A . 

(本题与 Cauchy 命题的关系是明显的 .） 

6. 设{知}为正数列,且存在极限^ i ，证明 ^=L 

(本题对类型为{^}的极限问题很有用，可以说是例题 2 . 1.2 的一个发 
展.这个结果在无穷级数的研究中也很重要 .> 

7 . 设 lim (无„ - x n _ 2 ) = 0, 证明： lim 5 = 0. 

n-+cc H 

8 ‘设 - x n -2) = 0, 证明: JLirn ^ Xn 

9. 设数列 { a n } 满足条件 0 < ai < 1 和 ft„+i - a n {l - on ) ( n 会 1), 证明: 


lim na n = 1 

71 —HX 

10 .若 lim On = a , lim b n = 证明 ：lim 


ftl&n + + … + 


n 




§2.5 自然对数的底 e 和 Euler 常数 7 

在数学分析中 e 是通过数列极限而引进的一个常数,近似值为 e R 2.718 28. 
数 e 在数学以及一般科学中的重要性决不亚子圆周率 
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第二幸數列极恨 


2.5.1 与数 e 有关的两个问题 

虽然数 e 不如圆周率 it 那样容易理解,但仍然有与 e 密切有关的简单例子. 


例题 2.5*1 如果一笔钱在银行里存入时间 T 后增值一倍，存入时间 r/2 后 
增值 50% t 那么顾客就可以采取以下 策略： 将同样的钱先存入时间 T / 2 , 然后取 
出，再存入时间 T/2, 最后得到的钱是原来的 1.S 2 = 2 . 25 倍，即增值125%.现在 
将条件进一步理想化，设银行利率不随存入时间长短而改变,即存入时间 T/3 增 


值33.33%，存入时间 T/4 增值25%,依此类推.问:用以上缩短存入时间并多次 
重复的方法能在时间 T 后得到的最大增值是多少？ 

不妨令 r = 1为单位时间.设存取《次,每次存入时间分别为 

“， 满足条件 = 1 (即时间总和为 T). 从平均值不等式有 

(1 + X\)(l +X 2 ) ■ ■■ (1 + X n ) ^ ^ ^ ^ + =(1 + 去） ， 

且当& =…‘时成立等号.这表明在固定次数存取的前提下以等时间安排 


最为有利.于是问题归结为研究数列 



的性质.这个问题直接引向本节的主题 e. 从下面的分析和数 e « 2 J18 28可知, 


最大增值不会超过原有钱数的171.83%. 


例题 2.5.2 已知正数 A 把它分成若干部分，如果要使它们的乘积达到 最大， 
应该怎样分法？容易知道，将 a 分成相等的若干部分最为有利，这是平均值不等 
式的又一次应用.但平均值不等式并不能告诉我们应该将数 a 分成几部分最好? 
以= 10为例，可以试算出以下几个 结果： 

(t - ) 2 " 25, (t - )^ 37037, (t ") 4=39 - 062 5 ' (|) 5=32 . 

今后可以证明：当分成的每一部分的值与数 e 最接近的时候 t 它们的乘积最大. 
对 a = 10来说,就是将它分成四部分时所得到的乘积最大. 

注 以上的第二个例子 取自著 名的中学生课外读物 [礼 我们将在例题 8-3-2 
中证明以上结论.那里述解决了与此密切相关的另一个问题,即如果对 a 以及所 
分的每一部分都限制为自然数时，应当怎样分才能使乘积最大？ 


2.5.2 关于数 e 的基本结果 


命題 设= 



n^N +J 证明： {〜} 严格单调增加且收敛 • 
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证 1数列沁 n } 的通项就是一个数自乘 n 次，如再乘上1，就可看成为 n +1 
个数的乘积.利用平均值不等式，就有 


/ 1 \« ( n(l H - ) + 1 

-二44 < 


n + 2 
n + 1 


fln+l - 


因此数列 { a n } 严格单调增加 ■ 


引入第二个数列 &. = (l + -^ y + l , neN + , 再用平均值不等式,得到 



又由于对每个《有不等式如 < 心,可见{如}严格单调增加，以每一个心为上 
界，同时 {&} 严格单调滅少，以每 一个知 为下界，因此两个数列都收敛.利用 
(1 + 1/ n ) = 6 n , 可见它们的极限相同. 口 

在图 2.3 中将和 { b „} 的表达式看成是 n 的函数,分别用小圃点作出它 
们的前10项.它们的极限就是 e , 在图中用水平虚线的高度表示. 



图2+3 


注同时考虑两个数列的方法有一个优点,即可以得到后面的不等式 (2*16) 
若只要证 M 有上界,则有很多其他方法.例如，下面的构思见[ 4 卟由于 

n +2 

=1， 

可知以4为上界. 
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命睡 2.5-3 记 e n = e — (1 + 1 + + ■ ■ ■ + ，证 ： lim £ n (n + 1)! = 1. 

证 写出 

lim e n (n + 1)! ■- lim -^-， 

n —^00 tl — K 30 1 

(n + 1)! 

然后用 j 型的 Stolz 定理（即命题 2.4.2), 这时 

_ — 1 _1_1 1 

£n+l £n (打 十 1)! ’ (n + 2)! (n + 1)1 n ! (n + 2) 1 

可见所求的极限为 L □ 

这个结果也可以从下面更为精细的估计得出. 


命题 2.5.4 对于上述 h 成立不等式 
证从 h - jT - 可见 h > 


(n + 1)1 < £n < n \ n 


成立.对任意的 m > n ， 估计 


fc=n+l 


( n + 1)! 


1 


1 


{n + 1)! (n + 2)! 


+ ■■■ + 


1 


< 


1 


m ! (n + 1)! 


1 + 


n + 2 


■ + 


(n + 2) k 


) 


(n + 1)! 
n + 2 

(n + l)!(n + 1) ^ n ! tz 1 


n + 2 
1 


< 


再令 m — 00 ,就得到所求的第二个不等式 .口 

现在证明关于数 e 的一个基本结果,它也是 Euler 首先得到的. 

命题 2.5.5 自然对数的底 e 是无理数. 


证用反证法.如果 e 是有理数，则可写为 e = p /?， 这里 p 和 g 是自然数. 
从上两个命题 知道， 对于自 然数？ 可以将 e 的无穷级数展开式写成为两项之和， 
即从级数的第一项到1为!为第一部分,余下的&为第二 部分： 


P 


1 ▲ ▲ 

1 H -+-+- h 

十1!个2!个3! 




9 




(2,14) 


由此可见，& 一定是 W 的整数倍.但从上一个例题对~的估计知道，有 


0 <£ q < 


1 
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因此这是不可能的. □ 

注1换一个写法，对不等式 


的各边同乘以则可见在中间的一个整数的值介于0和1之间,引出矛盾 ■ 

注2在 1 S 73 年数学家 Hermite 进一步证明 e 是超越数，也就是说 e 不是 
任何一个整系数代数方程的根,这个证明可以在[& 2 , M ] 中找到 ■ 

本小节的前两个命题给出了以 e 为极限的两个数列.在计算 e 的近似值时 
用它的无穷级数展开式的前有限项之和有很多优点：计算方便，收敛快，又有很 

好的误差估计.如果用 ^=(l + - I )" 来计算 e 的话，情况很不一样.若令 





那么从本小节的命题 2.5.1 的证1可知 


TI-I-1 




9 ( 去) 


e 3 

< — < — 
n n 


lim ^ 

71 — KJO 0 


S n 


2 n 7 


(2.15) 


进一步还可以得到 

也就是说有 
其证明见例题 S . I .4. 

用 W } 计箅 e 的近似值的实际例子：在取 n = 100时， a 100 = 2 .70 -. ■，只有 
两位数字是正确的.又取《 = 10 4 ,则有 A # = 2.718 I 4 …，也只有四位数字是 
正确的.这里的误差与公式 (2.15) 的估计是一致的.另一方面，若用 




来求 e 的近似值，则在取 n = 10时就有 s 10 = 2.718 281 8…，所写出的八位数 
字都是正确的.这与公式叫 4 )给出的误差估计也是一致的.关于收敛的速度和 
计算效率的研究将会在计算方法课程中学习.数学分析力此提供了基础 ■ 

小结数 e 的引进和研究是一个重要 范例. 这表明通过极限理论可以发现 
新的数.应当指出，由于这些数是通过极限来定义的，对它们的研究就很不容易. 
在这方面还有许多我们所不了解的东西，有待今后的研究.例如,虽然已经证明 
了 e 和 7 U 都是无理数和超越数,但迄今为止还没有能证明 e + it 是无理数. 
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2.5.3 Euler 常数 ^ 

命题 2.5.6 证明数列 {〜} 收敛,其中 Cn = 1 + + +…+丄- Inn，n e N +. 

r fb 


证这里需要用不等式 


n + 


< In I 1 + 


n 


< V 1 


( 2 . 16 ) 


这可从命题 2.5.1 中建立的 C + +) < e<(l + ^j 取自然对数得到- 

现在研究数列 {〜} 的前后两项之差.由 (2*16) 的第一个不等式可见 


— Cn 


n + 


ln(n + 1} + Inn 


in f 1 


n 




n 


<0, 


因此{^}是严格单调减少数列 ■ 以下只要证明这个数列有下界即可 - 

在 ( 2 . 16 ) 的右边的不等式中将 n 用 1 ， 2 ,代入，然后将这些不等式相 
加,就得到 


1 + y 十…+ ; 


> ln(n + 1) = Lnn + In 



> In nH - r 

n +1 


因此有 工 } 工 

^ H - 1 - 1 - Inn > , > 0, 

2 n n +1 

可见数列 {%} 力正数列，因此收敛. 口 

注在确立了数列 {〜} 的单调减少之后，也可以如同命题 2.5.1 的证1那 

样，引入第二个数列{4}，其中‘ =1+ ^+ ..，+ ^- ln(n + 1 )， n e N +. 这时 

£1 f i 

有 4 Q e N +. 同样可由 (2.16) 的第二个不等式得到 
‘ +1 — —+ l )=^ ： ’ l n (1 + ^^) >0. 

因此 K } 是严格单调增加数列， R 有屯 < … < 4 < ~ < … < A Vn e N — 
因此数列 {〜} 以每个‘为下界，且和 { d n } 收敛于同一极限- 

称以上数列 {〜} 的极限为 EuJer 常数（或 EuJer ^ Mascheroni 常数)，记为 

7 = liin [ 1 + — — 十 ..* + — — In 7 i ] ^ 0.577 2. 
moo y 2 71 J 

由于上述命题，我们得到 

1 1 

1 4 - !■■■■ + — = Inn + 7 + o ( l ). 

2 n 
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用这个公式和 Euler 常数的近似值就可以近似估汁例题 2.2-6 中的发散数列 { S n } 
当 n 很大时 的值- 例如，在 n = 10 6 B 寸，从 

10 s ^ 

^ 10 6 ^ E — 61 n 10 + 7 - 

k=l 

就得到 ~ 1 4 . 3 9打 2 6.用 Mathematic 软件验算，知道这8位都是准确的. 
实际上如用近似公式 

, 1 1 1 
1 + — + * b - H - ™ Inn + 7 + ~ - 

2 i 

则效果还要好得多.关于这方面的材料可以参考 [63]. 

一个尚未解决的问题是: EuJer 常数 7 是否是无理数？类似的问题在数学中 
还有很多.有人称 Euler 常数是其中“最大的谜 p (见[ 9 ]中的 2 的和 262 页) ■ 


2.5.4 例題 

例 S 2.5.3 证明 Um -^= r=e 

证1将 亲 取对数 t 则只需证明其极限等于 i . 经整理后得到 

n In n — (In 2 + In 3 + …+ In n ) _ 

n n 

用 Cauchy 命题即知（也就是2 A 3 小节的第4 题)： 

lim (6 n+ i -b n )^l lim — = l, 

n—»oo n—KX3 fl 



计算得到 k+i — ^1 + — In ^1 + —^ , 可见极限为 1. □ 

证 2 将^改写为 I ^/^|,就可以用 2.4.3 小节的第6题中的方法 
来做.这时记〜=$，因此只需计算后项与前项之比的极限： 


lim 

n—*oo 


^+1 


nm i ! i ±2)^ 

n—oo (n + 1)! 


n ! 

n n 


lim 

TL ― H 3 Q 



=e. □ 


注利用下一小节题 7 中的不等式可以得到本题的又一个解法.此外,本题 
还有积分学解法（例题 11-4.2). 
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例鼸 2.5.4 计算极限 lim 


\n+1 n + 2 ' 

解从 Euler 常数的讨论知道以 

c„ = 1 + 4- H - H —— Inn 

2 n 

为通项的数列收敛.因此就知道 lim (〜 - cj = 0,又有 

1 


2n 


^2rt _ 


因此就求出 


1 


lim 1 . - 

n—oo V n + 1 n + 2 


n + 


+ … + 


n + 2 


H - + 


2 n 


In 2, 




lim (c 2 n 一 c „) 十 In2 = In 2 .口 


注此题的另一巧妙解法见 2.8.3 小节中的例题 4. 此外本题在学了积分学 
后就只是一个常规练习题（参见例题 11.4.1). 


2.5.5 练习鼸 

1. 计算下列 极限： 

(1) lim [l 

n^oo \ 


n 


71 


2 


( 3 ) 茂 1 十 v 


⑸ ^[ 1 + ^ 


n 


{2) + i 


⑷ lim (1 十 


n — pOo 


n 


⑹心 W 


(在计算中可以应用 2.1.5 小节的题 5 中有关连续性的结果.但是要请读者 
注意,在现阶段如下的做法是缺乏根据的（以题 （3) 为 例)： 


lim ( 1 H -= lim 

n—►oo V 71 I n—OQ 




e 2 .) 


2. 设 AeN + , 证明： 

3 . 求 t( 1 + 去 K 


k 


n + k V n J n 


n 2 


(O 


4 .设 （ jU 是正数列，且 — + oo . 计算 lim ， 1 + 




Pn 
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ril T 1 

5. 求 lim 

n — kk n n 

6. 求极限 lim - 

n ——^ IX' 


Inn 


1 H~ — ~h * j ^ H~ — 
2 n 


T . 证明: 


n 


e 


(由此又可得到 lim 


< n ! < e 
n 




n +1 


c ,) 


n+l 


8 .设& = l + 2 2 + 3 3 + .-，+ ri ' neN + . 证明： 对 n > 2 成立不等式 

f ( 1+ ^ir)d#( 1+ ^r). 

9 -设有叱 - 1, a n = n ( a n _i + 1} ; n = 2,3, * • ■, 又设 = T 7 fl + —Y 

* fc;i 、 ak ’ 

neN +, 求数列 { x n } 的极限. 


§2.6 由迭代生成的数列 

这里所说的“由迭代生成的数列”是指在给出数列的第-项 m 后，用递推公 
式知 +1 = f(a n ) (n € N + ) 通过迭代生成的数列.这里只讨论函数 f 与 n 无关的 
情况.这样的数列在数学和其他领域中经常出现,有很强的理论和实用价值.例 
如，大量的近似计算方法都是用迭代方式来实现的（一个具体例子就是本书§ 8 - 7 
节的方程求根算法).同时这类数列有很强的共同规律，又与加世纪 7 0年代中 
期发展起来的混沌研究直接有关.本节将对此作一个基本介绍，重点是几何方法. 

在下一章学了 Cauchy 收敛准则后,将进一步介绍处理迭代生成数列的另一 
神方法——压缩映射原理，并且用这个原理对下一小节中的两个例题给出新的 
解法.此外，在那里还会看到，上、下极限也是处理迭代生成数列的有用工具. 

2*6.1 例题 

例® 2.6.1 设叼= V ^， ftn+i -\/2 To ^, neN + . 讨论数列 {a n } 的敛散性， 
若收敛则求出其极限.（本题的另一种形式是求极限 H + + ^2+-.* + ^ 

S - - - , 

^重 

这时的第一步就是将数列写成递推形式 .） 

解可以归纳地证明这个数列是严格单调增加的，并且以 2 为上界.实际上， 
从递推公式和初始值为正就可推知数列的每一项为正.从 
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ai 


=< ^2 + ^/2 


= a 2 , 


以及 

ftn- 1 < y Qiji — + a n _i < + o>n ~~ ®«+i > 

可见数列是单调增加的.又从 h < 2和 

a n < 2 => a n +i — \/2 + d n < ^/2 + 2 — 2, 

可见数列以2为上界.因此它是收敛数列.记极限是 a . 在递推公式= 
\/2 + a n 的两边令 n — 00,就得到关于 a 的方程 

o = \/2 + a , 

因 a > 0,该方程只有一个正解«-2,因此就是所要求的极限 .口 

注 这里介绍证明 M 有上界的另一个方法.它在处理^中出现 n 重根 
式的类似问题时可能有用.利用 

V2 + A/2 < y/2 + 2 = 2 t 

就可以在〜的表达式^2+^2 + 中从最里面开始,从内到外将根号 
脱去,得到 a „ < 2. 

问题 在上述简单例题中是否包含了迭代生成数列所共有的某些普遍规律？ 
例如,这样的数列是否都是单调的？上界2与答案相 同是否 偶然？求极限的方 
法是否都是如此？总面 言之， 在研究迭代生成数列的收敛和求极限时是否有普 
遍适用的方法？在下一小节我们将要回答这些问题.在此之前,再看一个例题. 
它说明迭代生成的数列不一定是单调的.俱这里仍然有规律. 

例顴 2.6.2 数列 { b n } 由匕，1和&„ +1 = 1十+ (n e N + ) 生成.讨论 
{ bn } 的敛散性，若收敛则求出其极限. 只 


解先假定数列 {&} 收敛,记极限为 b . 从迭代所用的递推公式中令 n — 00, 
就得到 b 2 - b-l = 0 . 它有两个根： （1 士 v ^)/2. 由于容易归纳地看出所有的 
6 n >0, 因此如果存在极限，则只能是 & = (1 + ^)/2 « 1.618. 


考虑数列中的项和 6» + a 的关系.可以从递推公式导出 K +2 - 
2 - l /( b n + 1). 由于上面求出的&也满足等式& = 2 - 1/(6+1), 就有 


K +2 一 b 二 


b n _ b 

( b n + l )( b + i ) - 


(2.17) 


可见- &和&« +2 — b 总是同号的.利用的近似值 1.618 和卜=1，&2 = 2,就 
知道对每个成立 h < b < b 2k . 直接研究差值 


& n +2 — K 


— b n -2 

+ l ){ t n -2 + 1) 
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并计算出数列的前几项= 1』 2 = 2,6 3 = 1.5,6 4 = 1.666..., 可见 { b 2k ^} 严格 
单调增加， { hk } 严格单调减少,而且有 

6l < &3 < ■ ■ ■ < 6 < ■ • ■ < &4 < *2, 

因此它们都是收敛数列.在它们井同的递推公式 b „ + 2 = 2-- r i— 中令 n — oo, 
可见它们的极限都是 &. 因此数列 {& n } 收敛于6 .口 


注顺便指出本题与 Fibonacci 数列有关 . 所谓 Fibonacci 数列，即是由 
Fi = 1,F 2 - 1, F n+2 - +-F„,n G N+ 

确定的数列 { F n }. 它的前十二项是1,1,2,3,5,8，13,21,34,55,89,144如果要求 
其中相继两项的增松率的极限，即 lim ( F n ^ i / F n \ 则从 

n—oo 

心 +1 _ -Pu + F n ^i _ t ( 1 

~ fT = ~ K ~ = 1 + ~ K ~ 

可见，这个极限就是上一个例题中求出的 答案： = 1.618 .… 

很自然会产生这样的问题：以上解法是怎样想出来的？为什么会去研究\ +2 
和心的关系？ 

实际上与很多其他例题一样，写在书本上的解答与实际的思维过程可能完全 
不同.对本题的一般思维过程是先计算数列 {&} 的前几项,发现它们有（例如) 
以下的大小 关系： 

< …< < &4 < ^2， 

然后（可能会提出）猜测：可能单调增加 t { b 2 k } 可能单调减少.又假定数 
列收敛 ，求出 由此想到去研究 & n +2 - &和心 +2 - 6„. 注意，这里由几个特例作 
出猜测的方法是在科学研究中 { 不仅仅在数学中）普遍采用的归纳法. © 并不是 
数学归纳法.数学归纳法是用来证明与自然数有关的命题 P ( n ) 成立& 严格的 
数学方法，也称为完全归 纳法. 一旦证明成功，命题就成立了.但上面所说的归纳 
法并非如此,它更接近于科学研究中的一般思维方法.从几个特例总结出来的命 
题可能对,也可能错,因此有时也称为不完全归纳法.在这一点上说，它似乎不如 
数学归纳法.但实际上数学归纳法只是证明命题的一种严格的数学方法，至于这 
个命题从何处得来，（在诬明成功之前)命题成立的可能性如何，数学归纳法对此 
是无能为力的.从不完全归纳法提出的猜测也被称为似然猜想，在 P 61 ya 的 [45} 
中有系统的论述.该书和 [44 T 46) —起,是有关数学思维和数学教育方面的名著. 
在这方面还可以参考新近出版的 [48]. 

实际上,上面两个例题中的确包含了许多迭代生成数列的共同规律.如果掌 
握了这些规律，就有可能更有效地处理同样类型的问题. 
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2.6.2 单调性与几何方法 

关于迭代生成数列的第一个规律可概括在下列命题中- 


命埋 2.6,1 (第一律）设数列 { x n } 满足递推公式 f ( x n ), n e N +. 若 
有 lim 同时又成立 

n—►oo 


lim f{x n ) - /(O ( 2 . 18 ) 

rz — »oo 

则极限 $ —定是方程= I 的根(这时称 s 为函数/的不动点). 

注这个命题的谣明是简单的，只不过是在递推公式〜 +1 = fM 的两边 
令 n — 00而已.这在上面两个例题中都已这样做过.命题中的条件 (2.18) 在今 
后学了函数的连续性概念后可替换为/在点$处连续或在更大的范围上连续等 
条件.（从第五章连续函数中的 Heine 归结原理知道，函数/在点 a 处连续的充 
分必要条件就是对每个收敛于 a 的数列 K }, 成立 n Hm / K ) = /( a ).) 

这个命题的用处是明显的.它使我们在还不知道的收敛情况之前，就可 
以先去求解方程/(4 = ^求出方程的根对判定原数列的收敛性往往会是有帮 
助的.例如,如果方程 f ( x )^ x 在实数范围中无根,则无须再作任何研究就可以 
断定：这个由迭代生成的数列一定发散（见前面的例题 2 .2.8).又如在上面的例 
题 2.6.2 中,一开始就求出6,到最后才钲明它是极限.我们巳经看到在证明中6 
所起的作用. 

关于迭代生成数列的第二个规律是它的单调性.如果假定在递推公式中的函 
数/为单调函数，则很容易证明只有两种可能情况：⑴这个数列是单调的，⑶ 
这个数列的奇数项子列和偶数项子列分别是单调的,而且具有相反的单调性■事 
实上，在数学分析中见到的这类数列的绝大多数都合乎这个规律.这就是下一个 
命题.请注意其中既不要求数列收敛，也不要求它有界（区间 J 可以无界). 

命應 2.6.2 (第 二律） 设 { x n } 满足关系 x n+l = /( xJ , neN +, 其中的函数 
/在区间/上单调，同时数列 {〜} 的每一项都在区间^中，则只有两种可能： （1) 
当/为单调增加时， { x n } 为单调 数列; （2) 当/为单调减少时> { w n } 的两个子列 
和 { x 2 k } 分别为单调数列，且具有相反的单调性. 

证分别讨论命题中的两种情况. 

(1) 设/⑷在区间 I 上单调增加‘根据条件，有〜 G /,n e N +. 观察数列 
的前两项.如有 XX ^ 则就有 a ：2 = /(^ l ) ^ fi ^ i ) = ^3-用数学归 

纳法可知，数列 [Xn] 单调增加.完全类似地可以证明，在幻 > A 时，数列收敛 
{;} 单调减少. 
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( 2 )设/⑷在区间 J 上单调减少.注意：复合函数 /(/( 的）却是单调增加的. 
严格地说，只要 a，b e /， a < 6,而且就成立 /(/ ⑷ K /(/(&))- 

观察 h 与: ^3. 如果 A =巧，则子列 { a ；2 Jt - i } 力常值数列 * 如成立 A <吻， 
从/单调减少就有心> 然后推出巧 < 別.以下的讨论已无困难.用 

数学归纳法即可证明这时子列{^_!}单调增加.由子函数/单调减少，从 
x 2k = /(^_0, fc € N +， 可知子列{如}单调 减少. 对于 A >心的讨论完全类 
似,从略 .口 

注 不难从证明中看出,以上的单调性还具有一个特点.举例来说，在 （1) 中 
的 K } 为单调增加的情况，只有两种可能性:或者是从某项之后为常值数列，或 
者是严格单调增加数列. 

现在问题已经很清楚，如果迭代生成数列 { x n } 在函数/的单调区间内而且 
有界的话（区间/可以无 界), 则在情况 （1) 时数列必收敛，而在情况（ 2 )时数列 
可能收敛,也可能发散,但两个子列 ha - i } 和 { x ajfc } 则一定 收敛. 因此问题取 
决于这两个子列的极限是否相等.对子数列无界的情况可以作出类似的讨论. 

对于具体问题来说,应用以上两个规律的最简便方法就是作图.首先在坐标 
平而上作出函数 2/ = /⑷的图像.在命题 2.6.1 中的不动点就是曲线 V = / ㈤ 
和直线的交点.对于很多简单函数，不难确定它的单调区间.为了知道迭 
代生成数列的具体情况,往往不需要作很多计算，而只要用我们在下而介绍的作 
图法即可.它有一个很形象化的名称——蛛网 ( cobweb ) 工作法. 





图 2.4 

先看图 2.4( a ). 在其中的曲线代表函数?/ = f(x). 它同直线 V 二 x 的交点的 
横坐标 a 就是/的不动点.从图中的$轴上代表初始值的点出发作平行于 
轴的直线,它与曲线 y 二/(4的交点的纵坐标就是 o 2 = / W ). 在这里的一个技 
巧是从上述交点作平行于 I 轴的直线与直线 y = x 相交.这个交点的横坐标当 
然也是 a 2 . 在图中从这个交点作一条虚线与纵轴平行，并将它与$轴的交点标 
为叱.这就完成了蛛网工作法的第一步. 
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在图 2.4( a ) 上将这个方法继续做几步,可以看出,所得的数列是单调增加的. 
这与命题 2.6.2 —致,它可能以 a 为极限.当然要严格建立这些结论的话还要进 
行分析证明.但以上的几何观察在发现规律和提供思路上是很有用的. 

将图 2.4 ⑷中的 想法严格化，就可以建立下面的命题.在这个命题中,对于/ 
在点 a 的连续性条件按照命题 2.6.1 的注解来理解. 


命题 2.6.3 设 a 是的不动点，函数/在 a 处连续，在点 a 的邻域 
(«~ r,a + r ) 中严格单调增加，并且在 E 间 （a - 上有 /( z ) > z , 而在区间 
{ a,a + r ) 上有/⑷ < 心那么由迭代生成的数列只要第一项在 （《 - r,a + r ) 

且不等于则以后就不会越出这个区间，而且是以为极限的严格单调数列. 

证从条件可知 f /在点 a 的两侧均有 m # A 因此/在区间 ( a ~ r , a + r ) 
上只可能有唯一的不动点 a . 不妨设初始值 ai €( a - r ， d ). 从/的严格单调性 
和 A < «得到勿= /( ai ) < f ( a ) = a . 又因为在区间 （a - )"， a ) 上满足条件 
f { x ) > x , 就有 a 2 = f ( ai ) > 合并起来就有 ai < a 2 < a . 

用数学归纳法可以证明数列 {〜} 完全落在区间 （ a - r , a ) 内，且为严格单调 
增加.由于它以 a 为上界，因此收敛.它的极限应当在区间 [«!,«] C ( a -7^] 内. 
由于在这里 a 是唯一的不动点，因此极限就是&又类似地可以证明，在初始值 
ai e + r ) 时，数列 { a n } 是以 a 为极限的严格单调减少数列 ■-口 

一方面，如果将在 E 间 （《 — r , a ) 上 -/( x ) > 的条件改为 ㈦ < 而 
保持其他条件不动,则当初始值 h e (a - 时，就有叱= /( ai ) < «!- 这样一 
来在几次迭代之后就可能会越出 («~ r , a ), 但在这之前是严格单调减少的. 

另一方面，当函数/在点 a 附近为单调减少时,就可能出现第二种情况，它 
同样有明显的几何意义.这就是图 2.4( b 冲所 表示的情况.这里数列的奇 
数项子列严格单调增加，而偶数项子列严格单调减少.当然为了迭代生成的数列 
不越出/的单调区间并收敛于不动点1这时对函数/也需要加一定的条件才 
行(读者可自己写出具体的条件并加以分析论证). 

现在可以回答上一小节末提出的问题.我们解例题 2 瓜 2 的方法是先作一个 
类似于图 2.4( b ) 那样的草图，其中的 f { x ) = i 十（1/朴然后在图上使用咮网工 
作法.这样就在写分析论证之前可以看出此题的迭代生成数列一定是第二律中 
的情况 （2). 剩下的就是通过细心的运算来写出证明而已.这个求解的书写恰如 
用数学归纳法一样，所要证明的结论是在证明之前用其他方法得到的. 

以上所介绍的关于迭代生成数列的一些简单规律是许多科学家早就知道的， 
并在生态学等领域有实际应用.长期以来，没有人去考虑在这些规律性之外还会 
有什么值得研究的.在加世纪冗年代中期，开始有人对迭代数列作大范围的研 
究,这是混沌研究发展的几个起源之一.在这里要指出，当函数 y = / Or ) 在定义 
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域上并非单调时，在迭代过程中离开某个不动点的点完全可能再回到选个不动 
点附近，甚至直接落到这个或另一个不动点上,从而会出现极其复杂的行为.有 
兴趣的读者可以阅读生态学家1 M . May 的科普文章 [39]. 诙文强调了迭代生 
成数列在生物学、经挤学和社会科学中的重要性，同时还呼吁将其中的最新发 
现放到初等数学的课程中去.它在推动混沌学的发展上起过重要的作用. 


2.6.3 练习翹 

在以下各题中均可试用几何方法，或作出几何解释- 

1. (1 ) 设 a > 0, 5^ = 二 \/a + n € N 十，求 lim 

tlr — *OC 

(2) ti > 0， = \j ^ N"+, lim ■ 

Tl ― ^CJO 

(这两题外形相似，都可用本节方法解决.但题 (2) 有更简单的直接解法 .） 

2. 设 A > 0, 0 < b 0 < 乂一 1 ， b n+ i = b n ( 2 ~ Ab n ), n 6 N +, 证明 ：lim = A -1 . 

n-—*oo 

3. 设参数 6 > 4, x n+ i = & in(l - X n ),n G N + . 证明： { x n } 发散， 

4 ■设 A = 夂 T n+1 - + 1) .问: 6 取何值时数列 { x n } 收敛，并求其极限. 

5, 设邱 — a,Xn ~ l + b 3： n - l , ^ € N +. 试求出使该数列收敛的 a , 6的所有值- 

(本题为线性迭代,解法很多 .） 

6. (对于线性选代的全面讨论)设给定初始值 h 然后用线性函数/⑷= o , x+b 
生成迭代数列伽 n }， 即 ^ n +1 = ax n + b . 试回答以下问题： 

(1) 是否存在线性函数，使对于任何初始值 {&} 总是收敛的？ 

(2) 是否存在线性函数,使对于任何初始值 A ，{〜} 总是发散的？ 

(3) 是否存在线性函数，使对于不同的初始值 M 收敛到不同极限？ 

(4) 是否存在线性函数，使对于某些初始值 { x n } 收敛，而对于其他初 
始值 {〜} 发散？ 

7 ■设 M 为正数列，且满足 x n+ i + ^-< 2 , n € N + . 证明 { x n } 收敛，并求 

*^n 

其极限. 

8. 设4 > 0, a ：> 0, x„+i = — ( x n + - )， Ti e N + , 证明 ：lim = \ fA . 

Z V / rt — 00 

(这是求平方根的快速算法.实际上可以得到对于收敛速度的估计： 

Xn+I - '/a — -^― (a： n - 'J~A) 2 3 4 ^ ― 7^(a；n - V ^) 2 ， 

工 n V j4 

因此若记 \ x n -/ A \^ s n 为第 n 次误差 t 则在 n 充分大时有 e n+1 s -^4- 
每迭代一次，有效位数几乎增加一倍 -) 
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9.设 A > 0,々 > 0, t h+1 = 3^ + a ， n € N+, 证明： {Xn} 收敛于 W . 

(这是求平方根的另一个快速算°法.请读者对收敛速度作估计 .） 

§2.7 对于教学的建议 

本节在第一小节中提出了学习本章材料的一些意见，在第二小节中举出了几 
个补充例题供参考,只指出有关的思路和问题.在第三小节给出了两组参考题. 

2.7.1 学习要点 

由于各种教材在材料安排上的不同,深度要求也各不相同，因此以下学习要 
点是根据本章所收入的内容而提出来的.如本章一开始所说,对数列极限的学习 
有相当部分将延续到下一章中.以下内容主要是为上习题课的青年教师提供服 
务,希望对其他读者也有一定的参考价值. 

1. 数列极限的定义由于数学分析以及许多后继的分析课程都建立在极限理 
论的基础上，因此理解和掌握数列极限的定义无疑是极其重要的.实践证 
明，学生对数列极限的 e W 定义往往很不容易理解,或是表面上理解了， 
但并不会用它来解决一些简单问题.实际上这是完全正常的现象.因为微 
积分的历史说明了极限概念的正确形成很不容易，有一个很怯的发展过程 
(参见 [6]). 因此我们不要急于求成，对于极限的学习应当贯穿在整个数学 
分析的课程中.学生通过大课学习和适当的习题训练,特别是做一呰带有 
理论性质的习题,就可以逐步理解极限的真正意义和用法. 

2. 要学会用对偶法则正面叙述数列发散的定义，以及数列 {〜} 不收敛 
于给定的数 a 的定义.注意二者不是一回事.数列 K} 不收敛于数《时， 
它可能是发散数列，也可能是收敛数列，但极限不是 a. 

3. 对于给定的数列 {a n } 和数《，用数列收敛的定义验证 iim = a. 这里主 

n— 00 

要是学习“适当放大法”.不要轻视这个初步 训练， 因为一方面它提供了第 
一批重要的基本结果，另一方面这对于理解极限定义很有用处，也是学习进 
一步内容的基础.对适当放大过程中的简化技巧应当重视. 

4. 对于常见的几个无穷大量的‘级别”要有清楚的概念，特别是下列关系： 

Inn < 7 t e C C n! ^ n n (a > l，e > 0). 

这里关于无穷大量之间的记号 < 的定义是：如《如果 { a „} 和 {&„} 
都是无穷大量,且满足条件 lim -^=0. 

n—oc o n 




54 


第二幸數列极限 


5. Cauchy 命题（即命题 2.4.1) 的结论和它的证明中所体现的方法应当作力本 
科生的微积分学习中的基本 要求. 由于它与数列收敛的定义密切相关，与 
单调有界数列的收敛定理无关(也就是说与实数系的基本定理无关)，因此 
在时间的安排上可以提前.如能学习 Stolz 定理当然更好. 

6. 关于常数 e ， 7 和迭代生成数列等材料应根据需要来决定如何使用. 

2.7.2 补充例题 

以下几个例题可用于习题课或复习. 

第一个例题就是 K 保号性定理”.它很容易，可以检验学生是否掌握了极限的 
定义.同时它又很有用，值得将它作力课内练习题（或测验题）以加深印象(证明 
从略) ■ 

例题 2.7.1 设数列 { a n } 收敛于正数 a >0. 证明： 对每个常数 c 6 (0, a ), 存 
在 N , 使得当 n > iV 时，成立 ftn > c . 又问：可否取0和 c = a ? 

下面又是一题多解的典型，而&其中的结论和今后的好多个问题有联系. 

例题 2.7.2 证明 lira ―= 0. 

Vn ! 

送里只讲几种不同方法的主要思路(还有很多其他方法可用)： 

1. 用数学归纳法(或其他方法)可证明有由此得到适当放大. 

2. 用数学归纳法可证明有 v^!>y Vn , 由此得到适当放大. 

3. 观察^ < i , 然后利用已知的结果 = 0 
(c > 0). 

4. 在学了 Cauchy 命题（见2,4节的命题 1) 之后,可以用不等式 



这是一个思路很清晰的方法. 

5 .从土^…可见，作力无穷小量和是等价的. 

在学习了单调数列的基础上可以将下一题作力课内练习题或在复习中使用. 

例题 2.7.3 设 Oii = l — j + — j +... + (-丄广一 1 _ ， " £ N +， 证明数 

列 W } 收敛- n 
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这里只指出以下 几点: 


1. 可以先试算数列的前几项,寻找规律性. 

2. 可给学生以 提示: 分别研究这个数列的偶数项子列与奇数项子列的单调性. 

3. 可以与闭区间套定理相联系.即使当时大课上尚未讲到这个定理，也可以 
在习题课上将它作为一个例子提前介绍其中的思想. 

4. 可以介绍一个不容易发现的关系 （Catalan 恒等式}: 


Q 9 t > = 1 — — + — — — + ■ ，，--- 

2n 2 3 4 2 n-l 2 n 


0 


+…+ 


2 n 


2 y 十 T + … + i 


、 1 + 去 + ，' +去) - ( 1 + 去 + … + 




^TT + ^TT + .-， + 2n 


这样就可以同例题 2.3.4 和 2.5.4 联系 起来， 甚至求出极限. 

5. 还可以估计通项与数列极限的误差. 


关于由迭代生成的数列还可以考虑以下例题. 


例题 2.7.4 设{心}对每个 满足 （2— x n ) a ; n+1 = l . 证明 ： lim x n = l . 

7i— 

本题的特点最要对所有可能的初始值情况进行讨论 （a = 2最不可能的). 
此题解法很多，这里只指出以下几种思路完全不同的方法,并希望展开讨论. 

1. 在 2.6 节中介绍的几何方法在此完全有效.如果用这个方法的话，则第一步 
是作出函数 /( oOzl / p - a ;) 的图像 . 

2. 作代换如= 1/(1 - ') 后就很容易求出的表达式,然后令 n — oo 求出 
{ Vn } 的极限,再求出{^}的极限. 

3. 也完全可以直接从 A 出发 求出〜 的表达式，然后令 n — m 求极限. 


2.7,3 参考题 
第一组参考趣 

1. 设 W - i }, { a 2 fc } 和都收敛，诬明： { a n } 收敛 ■ 

2. 设有界，且满足条件 〜 （ 如+2， 如 $ d n +3， 打 € N +1 证明： {知} 收 

敛. 

3 ‘设 { a „ +知 +1 }和 { a n + a n + 2} 都收敛，诬明：{知}收敛‘ 
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4. 设数列 { a n } 收敛于0,又存在极限 Uni 


a n +i 


d T 


a . 证明 ： a ^ L 


5 . 设 ^ + 去 - 1 卜 eN + , 计算土知 ‘ 




n 2 


6 .用 p ( n ) 表示能整除 n 的素数的个数，证明 ： lim 


P ㈤ 
n 


7. 设 a 。， ch ， …，％ 是 P + 1个给定的数，且满足条件恥+〜+…+〜= 0‘ 

求 lim {aQ\/n + a] 十 1 + - …+ d p \^n + p), 

n—^oo 

8. 诬 BJS : 当0 < A : < 1 时 lim [(1 + n) fc - n fc ] = 0. 

n—oo 

9. ⑴设 {^} 收敛.令如 = - 〜“ i) f n e N +， 问{糾}是否收敛？ 

(2) 在上一小题中，若{糾}也收敛，证明： { j /«} 收敛于 Cl ¬ 

io . (1) 设正数列 { M 满足条件 — ^― = 0, 证明： {〜} 是正无穷大量， 

w n—i-oo 〜+1 

(2) 设 正数列 { M 满足条件 lim ——— =0, 证明： {知}无界. 

n—oo a n +i 十 

11. 证明： ( y )" < n !< ( y )", 其中右边的不等式当 0 6 时成立 ‘ 

12. ]£ 明： < e ( D ' 

13. (对于命题 2.5.4 的改进) 证明： 


(1) n ^2 时成立 


1 + 1 + j + 


H - r + 


n ! n!n 


3 


2!l *2 


n\{n 一 l)n 


71 1 

(2) e-3-Jim^g (k + 2)l{k + l){k + ^) ； 

(3) 用 E 去十汁算 e 要比不加上最后一项好 得多* 

知 =G 


14.设 


V 2 


+ . * ■ + 


15. 设已知存在极限 lim 


办 、 '办 

戊1 +叱十 


2 V ^， n £ N + ， 证明： { a n } 收敛. 

0. 


n 


+ a " , 证明 ： lim ^ 

n—►oo Tl 


16. 证明 ： lim ( nl ) 1 ^ 2 ^ 1. 

n—^oo 

17. 设对每个 n 有〜 < 1 和 （1 - : r n )^+i > 证明{^}收敛，并求极限. 

18. 设 di = &， ft 2 = c ，在 n > 3时 a n 由 On = "■ T ~ n 定义■求 
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19. 设 a , b ， c 是三个给定的实数.令 ai = = &, Cl = c , 并以递推公式定义 

i Cn + C^n. + ^ m 

^n-\-l = 2 ， On+1 — ， ^n+X = ^ ， 71 G IN+. 

求这三个数列的极限- 

20. (1) 设 a :> h > 0, a n+ i = ~^含—人 +1 = i / a n + ib n ,n e N +t 证明: 

{ a n } 和 {&„} 收敛于同一极限. 

(2) 在 ai = 2>/3, h = 3 Ht 证明上述极限等于单位圆的半周长 1 (这里 
可以利用极限 Uni nsin | = m ) 

n—co u 

(注意本题与例题 2.3.5 完全不同.实际上这就是计算圆周率的 Archimedes - 
刘徽方法的迭代形式(参见 W ). 在⑺中的两个数列{^}和{心}就是单 
位圆的外切和内接正多边形的半周长（请求出边数与 n 的关系 ).） 


第二组参考题 

1. 设知=+ yj 2 + * •■ + n G N _|_, 证明： { an } 收敛 ■ 

2. 证 明： 对每个自然数 n 成立不等式 (1 + j ) 

\ 〆 k =0 


3. 求极限 lim nsin (2; m ! e }. 

4. 记 & = 1 + j + … + 打 € N +. 用 Kn 表 7 p 使 Sfc > n 的最小下标 > 求 
极限 lhn Kn+l 


K n 

5. 设〜 = 去丈 > O ^ N +， 求土^ 

fc ;0 、 ’ 

6. 将二项式系数 ( q )^ ( i )'* ■*' Q 的算术平均值和几何平均值分别记为 
人和 G „‘ 证明：⑴ lim V ^=2;(2) Um ^ V ^- 




设 1 f am e N +, 数列 { A Jt } 收敛. 又有一个单调增加的正数数列 

f , o 儿丁工命 -JU 甚 *-rn fl ，- Pl a l +P2 a 2 + - - • +p n <l7i n 

{ Pn }, 且为正无穷大童.证明 ： hm - 


n—i-OC 


Vn 


8-设 { a n } 满足 toi KVa ?) = l , 证明 ： lim V ^ a n = l . 

n — ^cc ( ■* tt—►oo 

i=l 

9. 设数列 { u n } t ^o 对每个非负整数 n 满足条件 

U n = lim (心 1 + u l+2 + … + 心 m )， 

m—^oc 
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( ii ) 在 a = e e 时/恰有一个不动点.证明：当 c < e 时数列 {〜} 单 
调增加收敛于 e , 而当 c < C 时, {x n } 是单调增加的正无穷大量. 

( iii ) 如1 < a < e ' 则/有两个不动点. 根据々 = c 的大小，讨论数 
列 {〜} 的敛散性- 

(2) 在0 < a < 1时函数 / b ) = #单调减少,存在唯一不动点. 

( i ) 如 S a < 1 ; 则复合函数只有一个不动点.证 
明：数列{^«}收敛,它的子列 { Ajt - i } 和 { a ；2 fc } 是具有不同单调 
性的单调数列 - 

( ii ) 如0 < « < e - e ， 则复合函数 f(f(x)) = ^有三个不动点. 证明: 
除非:^ = c 恰好是/的不动点，否则子列和 {^2^} 分别 
单调收敛于不同的极限，数列 M 发散. 


(这是关于迭代生成数列的一道名题 ，从 Euler 开始就有许多人对它作过研 
究（不限于在实数范围内)，在 美国数学月刊 87卷 (1981) 235-252 页有详 
细介绍,并附有丰富的文献 . 但是从混沌学的角度来看，至少在实数范围内 
进行讨论时，问题在本质上是简单的，只不过依赖于对函数/(4 = &和 
f{f(x)) = 的单调性和不动点个数的讨论.这些问题在学了微分学后就 
不难解决(见 8,8.2 小节的第二组参考题17, 18). 此外，对本题的讨论也可 
以和计算机实验相配合,其中出现一次倍周期分岔 .） 

19,设参数 > 0, = 6 a ? n(l - ^ n),n e N +. 证明以下结论(对于 

情况& > 4的讨论即是 2.6.3 小节中的题 3): 

(1) 当0 < & < 1时, {x n } 单调减少收敛于0， 

(2) 当1 < 6 S 2时，{心}单调减少收敛于1 一 +， 

(3) 当2 < &在3时，子列 { mG 和 {X 2 k} 具有相反的单调性，并收敛于 
同一极限1 _ +， 

(4) 当 3 < K 1 + W 时，子列{:^一^和 { Afc } 具有相反的单调性，但收 
敛于不同极限. 

(这就是 2 0世纪70年代中期以来在混沌学中研究得最多的范例之一.映 
射 /( a :) = bi(l - x ) 的名称有 Logistic 映射，抛物线映射等.用这个映射通 
过迭代可以得到非常丰富而复杂的结果（例如见 [39, 21，38])，对其中的许 
多问题的研究一直延续到现在.虽然关于它的全面介绍在本书中是不可能 
的，但以上四个小题就是进人混沌的前奏曲，它们完全是初等的.例如，用 
动力系统的术语来说，前三种情况中从 A = 0. 5 出发的轨道（即数列 
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收敛到不动点上.而最后一种情况就是说从 A = 0.5 出发的轨道收敛到一 
个周期为2的周期轨上.特别当 b = 1 + V 5 时，有 

1 + v^S 


^2k-l 


，怎 2 fc 


-乂 eN +， 


也就是说这条轨道本身就是一个周期 2 轨道 -) 

20. 给定 心，…，〜， 令4 1 ) = Xt + ^ 1 - 1 ， i ^ I ：- - , n , 其中 〜十！ = a ;,. 归 

少 1) ■ Jfc - i ) 


纳地定义= 
A ; = 2,3, ■ ■ ■ ■ 证明 


+ ^+i 


2 


I ,** - , n , 其中 acf — 1 ) — ” 


U R +1 


lim x ) 


㈦ 


si + ■ ■' + 


n 


(本题较难 i 可先讨论 n = 2,3,4等簡单情况.已知有多种解法,甚至还有用 
多元函数或线性代数力工具的解法 .） 


§2.8 关于数列极限的一组习题课教案 

在本节介绍一组使用过的具体教案供参考，教学对象为基地班学生，教材 
为 [42] 的第二章（数列极限) * 根据大课的进度关于数列极限的习题课共安排4 
次,每次为3课时.我们从第一次习题课就开始给同学进行有关数学命题的讨论 
与表述的 训练， 因为这很重要，在大课中没有时间讲得太多,但又往往为一些中 
学教学所忽视-第一次的习题课中已包含确界是因为教材[ 42 1的安排如此.我们 
认为每次习题课都要安排一定的时间讲评批改过的课外习题.关于习题课教案 
的组织在本书的第一章开头就讲了，使用本书的老师应当根据学生和教材等情 
况作具体把握. 

2.8.1 第一次习埋课 

训练重 点为: 极限的定义，收敛数列的性质（ I ),命题的证明与讨论- 

一、数列极限的 e - iV 定义 

1. lim x n ^ a 的定义 

7 t — OQ 

解析描述 : Ve > 0, 使 Vn 彡 N ， 有 \ x n - a | < e . 

直观推述（用数轴画 图). 

几何意义：对 Ve > 0,在邻域 O e ( a ) 之外最多只有 { x n } 中的有限项 ■ 

2. 对定义的讨论： 

(1) e 是一把可任意小的尺子,用于刻画数列的各项接近 a 的情况.因而 
“Ve > 0” 不可改为 > 0”； “Vn > iV ” 不可改为 “3 n > iV ，，， 
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⑺根据£而取的况决不会是唯一的选择.我们有时写 N =斤⑷，只是 
表示 iV 的选择是与 e 有关的，但并不表示非取满足定义中相关不等 
式的最小 n 为 N . N = N ( e ) 不是函数关系 • 

(3) 标准定义中 “| x n 可改为“ I 〜 - «| < ke , 其中 fc 是与 e 无关 
的正常数”，也可改为 “Vm e N ， 3 AT 使 Vn > JV , 有 - a | < l / m \ 

3. 适当放大法的一些实例 

注意放大不等式的方向，即在|^-^|</(«) < e 中由 /( n ) 解出合乎要 
求的 #■ 

例题 1.1 用 e - N 语言证明^ ^ - 1 (a > 0). 

例题 1.2 设 > 0 (n = 1，2,… ） ，且 lim ' = a > 0, 6 > L 用 s-N 语言 

ft—K50 

证明 Hm logj , x n - log 6 a . 

二、 收敛数列的性质 ( I ) 

1. 极限的唯一性. 

2. lim x n — a . x n ~ a — o { i ) (n ^ oo ). 

3. Jit 赢数列必有界.（逆命题成立否?） 

4. 四则运算. 

例题 2.1 利用收敛数列的性质求 lim 如如… 重根号). 

n —►cxj f 


三、 课堂练习题 

1. 用 eiV 语言证明 lim - 0 (注意分情况 o ^ O , a = 0). 

n—^oo Til 

2. 用 e - N 语言证明 lim = 0,其中 c > 0, a > L 

n—*oo 

3 . 设又已知用 e - iV 语言描述这个极限时，可取 JV 与 e 无关，问 
这 ST 数列 M 是否一定是常值数列？如果不是,又具有怎样的特性？ 

4. (1) 正面叙述 { x n } 不是无穷小量（用对偶法则). 

(2) 正面叙述 (( Ve > 0, 3 N ", Vn，m > iV 有卜 n - ; c m | < e ” 的否命题. 

5. 证明： 给定实数 a 的任意邻域 C ^( d ) 中必定同时存在有理数与无理数. 

四、 命题的证明与讨论 

例题 4.1 设 lim = « > 0,证明存在使 n > JV 时，心 > 0 - 

n—oo . 

例题 4.2 设 { x n } 为正数列，且 lim 〜= a , 问是否有 a >0? 

71— ^OO 
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(强调:若肯定一个结论，则要给出证明.而否定一个结论则只需举出一个反 
例.证明要做到:说话有依据，推理有逻辑性，表述要清晰、简洁 

例题 4.3 设乂和 B 是两个非空数集, 4 U 忍二氏又災的每一个元素都小 
于 S 的每一个元素,证明 supA = inf 5 (布置前需作简单讲解). 

2*8*2 第二 次习® 课 

训练重点为1数列极限的 e - JV 语言（通过习题讲评进行巩固) t 数列基本概 
念的复习，求极限的技巧. 

一、 习题讲评 

1. 设;> 0, a > 0, a # 1，证明： lim a :„ = 1 lim log a = 0. 

n, — ^oc ti — + co 

(先抄一个错误的证法在黑板上，再逐点纠正，以此训练学生的表达能力，特 
别是要分析证明叙述中的逻辑关系 •） 

2. 设 A 丑为非空的有界集 ， C ^{x + y \ x e A,y € B }, 证明 ： supC = 
sup A + sup 5, 


若干基本概念 

有界集，区间，有界（无界）数列,无穷大量，无穷小量，收敛数列，发散数列. 
通过提问、举例和标出相互关系等方式，对上述概念进行复习以提酲学生， 
数学分析学习必须建立在清晰的概念基础上.仅对技巧感兴趣是学不好数学分 
析的.复习时应注意对偶法则的使用- 
-二、 收敛数列的性质( II ) 

1. 夹逼定理- 

2, 保号性 ■ 

四、 Cauchy 命题与 Stolz 定理 

对上述定理的应用方法、应用条件、证明要点进行复习，但对其证明方法的 
展开放到下一次习题课，这一次仅涉及它们的应用,包括定理的变型- 

五、 例题 

1 ■设 lim = a，lim 如=&，则有 lim max^,^} = 

tl — ►oc n — kx> n—^oo 

(包括利用 max { x n , j /„} = Xn ^ Vn + Xn ^ Vn 和四则运算 -) 

2. 设叫 > 0, fc = 1, 2,， ..， m . 证明（用夹逼定理)： 

lim + «2 +- )0tn}- 

n— k» 

1 rt V ^—1 

3 - (1) 设工 0 = 1， x n+l = i + 工—，证明 Xjl = 2 1 
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(2) 设 { F „} 是 Fibonacci 数列，即 ~ l^n+i = ^ + K-i, 


n= 1，2,….证明： lim 


F n 


\/5- 1 


h— F n +l 

(在⑴中利用 
, lt ( 3 5 17 2 2n + l \ 

3 5 17 2 3n +1 


2 


a 0.618. 


(+) ko -aj, 


在⑵中定义 A 


F n 


F n +i 


(设〜 


4 16 


22t 


，则 ( 1 ~ y ) ^« 


2 4n - 1 
2 in 


5. 设 = fll + <12 + … + 知，且有版 1 = a i 证明： 

n— 

ai + 2^2 + . . ■ + A 

lim --0, 


6. 设 0 〈入 < l ， d „ > 0 (n = 1,2，--)， 且 lim a n = a , 证明： 

Ti —— *■ Ot ： 

lim (a n 十 X/in~i + 2 + . ■ ■ + = ~ 「 . 

n—»co 1 _ A 

(可先考虑 a = 0 的情形 .） 

注上述例题均含一定的技巧.在讲解过程中，要注意简化、对比、建立辅 
助公式进行归纳等数学思想的渗透.课后要布置一些类似的习题与课内例题相 
呼应. 


六、课堂练习题 

1.求 lim { X + 2 X 2 + -- + nX n ), 其中闪 < 1. 

n—OO 

/ 1 1 \ 

2 ■求 lim 


+ ， ’ ■ + 


^ -- v r 

3 . 设 > 0, lim 证明 ： lim = 6 - 

n—^oo p n rt—use 

(6 = 0 H , 用突 逼; b > o 时,取对数 .） 

4, 证明对应于〜= +oo 的 Cauchy 命题. 

TL -— W 4 Tfj 


2.8.3 第三次习题课 n 

训练重点匁 Cauchy 命题的方法，单调有界定理，极限^ ( 1 + v) =e - 

一、 习题讲评 

1. 指出下列解法的错误之处 t 


第二幸數列极跟 


⑴极限计算 

( 1 1 1 \ 
n-+oo Y (n + 1) 2 (n + 2) 2 ( 2 n )^ / 

= lim ~i-rj- + iim —―- + … + lim . \ 2 
n^+oo (n + 1 尸 n—oo (n + 2 尸 n-+oo (2 n 尸 

cO + O + .- . + O ^ O . 

(错用收敛数列的四则运算法则 -) 

(2) 设 lim = b ，则 lim = 1. (没有考虑& = o 的可能性 .） 


n-^oo b n 




i-i 


\ n k J (n + I ) 15 

(用 Stolz 定理时必须检验条件是否满足 .） 


⑷用 Stolz 定理 ， lim 


l fc + 2 fc + --. + t ^ 


Jim L + l )- u ^) 


然后从 n/(n + 1) — 1 知道分母极限为1，因此答案也是 1. 

(求极限不 可“分 而求之 ”.） 

2. 无穷大量（对偶法则 )1 常见无穷大量间的大小比较(让学生罗列). 

3. 级数与数列的关系（级数收敛的必要条件， P - 级数，几何级数， Euler 常数). 


二、例题 

.设 lim x n - a , lim 如 = 艮 证 


工1 伽 + a ：2 恥 — iH - + ^nVi 


(先考虑^ = 的情况，学会从简单情况做起.根据 e 选择 JV , 把要估 

i 十的项拆成两部分，一部分可用 e 或 Me ( M 与 e 无关)控制.另一部分含 
打和 JV , 对固定的 JV ， 让 n 足够大，就可使这部分变小 .） 

2. 设0 < 吻 < |，= sinxn - i , n = 1，2, - ， - ，求 lim x n , 

*2 n—*oo 

(先证；单调有界,并设 a = lim . 然后证明 Um sina ^ = sin a , 最后 

% Tl — ^00 

由 a = sina ，0 < a < < 号，推得 a = 0.) 

3 -求 lim (1 + — + — - 
n — oo 、 n } 


(用 u + 


< [1 H - h 


< [1 + 


n n A 


n — 1 


进行夹道 .) 
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4. )im I ■" — ■ - ~h - * ■ + 

\ fl 71 + 1 


2 n 


1 


(设巧、 +1 
对 On 夹逼，得到 


+ ■.斗 去，利用不等式 4 


<M 1 + 




n 


< 


n 


ln(l + 丄 )-1 - hln(l + ^-) < a n < ln(l+ ^ - - ) H - hln(l + — - 


即 


. 2n + 1 . 2n 

m --< Or,. < in 


n n - 1 1 

两边取极限用夹逼定理可得 {〜} 的极限为 In2.) 


5.设 A, J? 是两个非空且互不相交的数集，若 AUB-10,1], 则必存在€ S (0,1], 
使得 V<5 > 0,于 Os { 0 中既有集4的点又有集 B 的点. 


三、课堂练习题 


1，设0 < 二 1 — 求 lun 

n— 3*00 

2. 求极限： 

⑴土 ( 1 + 去）； （ 2 )!( 1+ 去）. 

3- 证明： {a Tl } 收敛 { a 2 n} 和 {a2n+i} 收敛到同一极限. 

4. 求极限 (1 一 j + j — j + *’. + ( — ^ - 


2.8.4 第四次习题课 

主要内容为:子列，作本章小结，进行单元测验 - 
一、子列 

1- 概念： { a nfc } C { a n }, 取项不重复，且按顺序屯 < …< n fc < n fc+1 < 

数列{他} 一定是严格单调增加的正无穷大量: 』 ini 他= +00- 
2. 有关 性质： 

(1) Jlim ^ a; Tl = a {〜} 的任一子列收敛到 a . 

(2) SI {x T J 有某一子列收敛到 a ，且 M 单调 ， 则 

(3) { x n } 收敛 W { x n } 的奇数项子列 {^ 2 n - i } 和偶¥哉子列收 
敛到同一极限. 

(4) 如果 { x n } 有界，则 {&} 有收敛子列. 

(5) 如杲无界，则存在子列 M 为无穷大量. 

(可挑若干性质加以证明） 
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二、 本章小结(从略） 

三、 单元测验（约一小时） 

L 设 A 和 B 是上有界集，定义乂 +丑={1 + ^/丨3；€乂 ，V e B }，证明 
sup (^4 + B ) = sup A + sup 5. 

2 . 设 lhn & = a > 0, 证明： 存在 iV , 使当 n > iV 时，〜 > 0. 并举例说明逆 

n—oo 

命齒不成立. 

3. 求 lim { - -^ r - - p - + ■ ■ ■ H - ；■■ 

n —30 、 77 + n + V 2 R + V n / 

4. 叙述并证萌 f 型不定式的 Stob 定理. 

5. 证明极限 \A + \/ 2 + -** + V ^ ( n 重根号）的存在性. 



第三章实數系的基本定理 

数列极限的基础是实数系的基本 定理. 在上一章中占有中心地位的单调有 
界数列的收敛定理就是其中之一.在本书中不讨论如何建立实数系，而是在下面 
分节介绍实数系的其他5个基本定理，包括以这些定理为基础的各种方法，以及 
它们在数列极限理论中的应用.在 §3.6 节介绍上极限和下极限.本章中的许多 
内容都与数列极限有关，它们与第二章一起，给出了数列极限理论的比较完整的 
基本介绍.最后一节是学习要点和两组参考题. 

§3.1 确界的概念和确界存在定理 

3.1.1 基本内容 

这黾最基本的概念、定义和定理如下(其中凡提到数集时均指非空实数集} : 

1. 一个实数集合有上界不一定有最大数，有下界不一定有最小数. 

2. 定义： （1) 如果4是一个有上界的实数集,则称4的最小上界为4的上确 
界; （2) 如果 A 是一个有下界的实数集,则称 A 的最大下界为4的下确界. 

3- 记号: 数集4的上确界记为 aupAy 数集4的下确界记为 inf A 

4 . 如果数集4有最大数，则这个最大数就是 A 的上 确界; 如果数集4有最小 
数,则这个最小数就是4的下确界. 

5 . 确界存在 定理: 在实数系中，有上界的数集一定有上确界，有下界的数集一 
定有下确界. 

6* 对无上界的数集 A ， 约定 su P A = + oo ; 对无下界的数集 A , 约定 infA - 

_ oo. 

7. 由上确界的定义 知道： 数3是数集 A 的上确界，如果满足以下两个 条件: 
⑴是乂的上界，即对每一个数 z e 4成立 K 庳⑺比 点小的数不会 
是数集4的上界，即对每一个数 〆 < A 存在/ e 次使得/ > 〆 . 


8. 由下确界的定义知 道：数 a 是数集4的下确界，如果满足以下两个 条件: 
(1) a 是乂的下界，即对每一个数 A 成立 z > a ; ⑶比 a 大的数不会 
是数集4的下界，即对每一个数 《' > «，存在 a / e 次使得: rW . 

9. 数集的上（下）确界如果存在,则必定唯一. 

3.1.2 例睡 

由确界存在定理可以证明单调有界数列的收敛定理.初学者要注意在这个 
证明中对子单调数列的极限作出了准确的刻画. 
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例暖 3.1.1 用确界存在定理证明单调有界数列一定收敛. 

证不妨只讨论单调减少的有界数列•设 { a w } 是一个这样的数列，即有 

^ ^ ^ On ^ ■ 1 

同时根据条件,这个数列有下界（它显然以 M 为上界). 

现考虑数集 A ={ a „[ neN + }. 由于数列有下界,因此数集4有下界.对 
A 应用确界存在定理,知道 A 有下确界.记这个下确界为 a = inf A . 

根据下确界的定义， a 是数集4的最大下界.因此一方面，对每个 n 有‘ > a . 
另一方面,对每一个 e > 0,比 a 大的数 & + e 就不能再是数集4的下界，因此在 
数列中一定有一项比 a + S 还要小，将这一项记为就得到 

ft + 6 > ft ". 

由于数列的单调减少性质, 当 n :> N 时成立 

(! + £"> ^ d Tl ^ d- 

因此在 n > N 时就得到 

|^71 一 a | S \(^n — 江 | 〈呂 - 

这样就证明了单调减少有界数列收敛,面且它的极限就是数集 A 的下确界. 口 
必须强调指出,确界存在定理是在实数系 R 中才成立的. 

例艟 3.1.2 举例 说明： 有上界的有理数集在 Q 中可以没有上确界，有下界 
的有理数集在 Q 中可以没有下确界， 

解对两个论断之一举例就够了.从中学数学出发，将无理数理解为不循环 
十进无尽小数，则只要取 W 的 n 位有效不足近似值作为 如： - 1, 02 = 1.4, 
a 3 - 1.41, - ■ ,就得到严格单调增加的有理数数列 { a „} } 它收敛于 VI 从上一个 
例题可知，这也就是数集 A = { a n \ neN + ] 的上确界.由于上确界唯一 7 因此 
数集4在有理数集中就没有上确界. 口 

注由此可知：在有理数集 Q 中的单调有界数列在 Q 中可以没有极限. 

下一个例题说明在确界和数列之间存在密切联系. 

例题 3.1.3 设 A 是有上界的数集，卢 = sup A 证明： 存在 { a „}, 使知 e 
4 neN +) 而且 lim 如二 尽又若/3在 A 则可以是严格单调增加的. 

n — 

证如果4的上确界就是数集的最大数,即3 = sup^G A } 则只要简单取 
^-^{ tzeN + ) 即可. 这时数列 { a n } 是常值数列.以下讨论 IHA 的情况. 

由于是数集4的最小上界,对每个自然数 n ,/3 - Ijn 不会是数集>1的上 
界.因此在乂中至少存在一个数比 - l / Ti 大，将它记为％.对每个《都这样 
做，就得到一个数列 WI - 从不等式 

P - < On ( 0， n e N+1 

tvh ■ 


§3.1 砩界存在定理 
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可见，数列 M 收敛于尽 

为了使得数列严格单调增加(这同时使数列中的每一项和其他任何一 
项不相等)，对以上的做法还要作一点改进.实际上，在取定第一项时,有5 -1 < 
何由于^不属于数集 A , 因此它不会等于这样就得到 

P - I < ai < 

由于 M 和+都比小，即 max {« lf ^ - y } < /3 3 因此可以在数集乂找到 
«2,使它同时满足条件： 

/3〜< tt 2 < 0 和 fli < 句 . 

£t 

注意：根据上述同样的理由，已将不等式 叱 （ 0改为 a 2 < 这样归纳地做下 
去，就可以取到数列 M , 使得对每一个 n 同时成立两个不 等式： 

Q — — < 0 和< a n . 

n 

其中第一个不等式使 M 收敛于艮第二个不等式保证它严格单调增加. □ 

3.1.3 练习題 

1- 试证明确界的唯一性. 

2. 设对每个 a ： € A 成立 a ; < a .问:在 sup ^4 < a 和 sup ^4 S a 中哪个是对的? 

3. 设数集 A 以0为上界，又有数列 { x n } c A 和 lim 证明：卢=啊 ) A 

4. 求下列数集的上确界和下 确界： 

(1) { a : e Q | a ; > 0 }; 

(3){ (i + i ) n |« eN + }； 

(5) { arctan 3： | ^ € (- oo ,+ oo ) }\ 

(7) { 1 + usiii I m € N -|_ }. 


( 2 ) {y\y^ e (-y, l) }； 

(4) { I n G N + }; 

⑹ {(-1 广 + j (- l )， neN +} ; 


5. 证明： 

(1) sup{a:„ + y n ] < sup{a： n } + sup{|/ n }, 

(2) mf{j： n + ?/ n } ^ inf{x n } + in%n}. 


6. 设有两个数集 4 和 S , 且对数集 A 中的任何一个数 z 和数集 F 中的任何 
一个数 J / 成立不等式证明： 

7, 设数集 A 有上界，数集 S = { :c + c | z G A }，其中 c 是一^常数. 证明: 
sup-B — sup A + c , inf B A + c . 
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8. 设卑 B 是两个有上界的数集,又有数集 C c { x + W z e e 5 }, 则 
supC < sup 4 + sup S . 举出成立严格不等号的例子. 

9. 设 A , B 是两个有上界的数集,又有数集 <7 3 { z + v b e Ay e S } t 则 
supC ^ sup 4 + supB . 举出成立严格不等号的例子. 

(合并以上两题可见：当見仅当 C ^ \ x e A,y e B } 时成立 

supC = sup j 4 + sup B .) 

§3,2 闭区间套定理 

3.2.1 基本内容 

1- 称 { M 为一个闭区间套，如果每个 A 是闭区间，而且成立单调减少的包含 
关系，即〕 Jn + l，n e N +- 也就是说有 h 〕 h 〕 In 〕 

2. 闭区间套定理.如 {4} 为闭区间套，则0=1 忍笋 0. 又如忍的长度 
叫― 0,则为单点集. 

3. 闭区间套定理的另一种形式:设有闭区间序列{[〜，&„]},满足条件 

^ Qn+i 矣 1 $ bji ， n [ ^4+， 

则存在匕使得〜 n € N +. 又如 \ b n - « n | - 0, 则上述 f 是 
唯一的.这时数列 {〜} 和 { M 从点€的两调收敛于同一极限 t 

4. 闭区间套定理的 证明. 从定理的第二种形式，就可以清楚地看出，闭区间套 
的左右端点分别形成两个数列.其中左端点所成的数列 { an } 单调增加，以 
每个为上界;而右端点所成的数列单调减少,以 每个如 为下界. 
因此它们都收敛.记 M 的极限为 { bn } 的极限为 A 从不等式 a n 
两边取极限,就有& S 汍而且对每个 n 成立< 6 Ti . 因此在《 
和々之间取€即可.在卜 —— 0时，从推导可见《 =艮因此$唯 一 ， 

5- 评注 从表面上看,与单调有界数列的收敛定理相比较，闭区间套定理似乎 
没有多少新的东西.后者只不过是含有两个有一定关系的单调数列而已. 
但实际上并非如此.这里可以指出两点： （1) 闭区间套定理并不限于实数 
系,可以推广为非常一般的形式，有许多重要应用，而单调性定理则离不开 
数直线上的序关系; （2) 与闭区间套定理相联系,有构造闭区间套的方法，从 
而在应用中往往要比单调有界数列的收敛定理强得多（见下面的例子). 


6. 在上一章中已经见到许多例题，在其中有收敛于同一极限的两个单调性相 
反的单调序列.可以说在这些例题中自然地出现了闭区间套（请看第二章 
的例题2.3.5, 2.6.2, 2.7.3 和命题 2,5.1 的证 1，命题 2.5.6, 2.6.2 等). 




3.2.2 例應 


§3.2 闭区间套定理 
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例题 3.2.1 用闭区间套定理证明实数集 R 是不可列集. 

证用反证法.设 R 可列,则存在 R 与自然数集 N+ 之间的一一对应，因 
此可以将实数集 R 的所有元，即所有实数，排序成一个 序列： 

R — ■[ 3 ； 1 ) 3?2 1 r ' " ) ，’-’}■ 

现在开始构造闭区间套.根据 A, 取闭 K 间/, CR- {〜}. 然后根据心和 巧， 
取闭区间 hC h - { x 2 }. —般地，在有了 之后，可以根据；，取闭区间 
In C I n -, - {〜}. 这样就可以归纳地得到一个闭区间套 {/»}. 应用闭区间套定 
理,存在一个实数〖，它属于每一个闭区间忍，因此对每一个 n， 都有€ # av 这 
样就找到了一个不在 R 中的实数，引出矛盾. □ 

现在通过例子介绍用 (Bolzano) 二分法来构造闭区间套的有力方法. 


例题 3.2.2 用闭区间套定理 证明： 有界数列必有收敛子列（即凝聚定理). 

证设 {a：n} 有界，且有(1<1>使《<；1：„<1>对每个 n 成立.改记<11二 A 
\ 令八= [ ai,fei] 为第〜外闭区间.然后取这个区间的中点 c! = (^+6x)/2. 
这样得到两个子 区间： 和可以看出，在这两个子区间中至少有 
一个含有数列 { Xn } 中的无穷多项.取具有这个性质的一个子区间为^记为 
(如果两个子区间都有此性质，则任意取定一个为心 .） 然后取 A 的中点 
C2 = ( a2 + b 2 )/ 2 y 同样在两个子区间 k，c 2 ] 和 [ c ^ M ] 中取定 一tiS 为心=[勿， t>3]， 
它含有数列 {Zn} 中的无穷多项.这样进行下去，就可以归纳地得到一个闭区间 
套 { KM }- 在这里重要的是，它不仅是一个闭区间套，而且还具有构造过程所 
确定的两个特殊性质： （1) 从第二个闭区间起，每个闭区间的长度是前一个闭区 
间的长度的一半.也就是说有14+11 = i!/nl, n e N + . (2) 在每个闭区间中含 
有数列 M 中的无穷多项 - 

应用闭区间套定理于上述 {4}, 存在（唯一 u e nr=i ^但到此为止似乎 
与我们的目的还是毫不相干.（记住:我们的目的是要找一个收敛子列 -) 

从闭区间 / i 中任取(当然可取 m = 4而在厶中由于它含有数列 {〜} 
中的无穷多项，这就保证能在為中取到满足条件勿> m . 这样归纳地做 
下去，就得到一个子列 KJ - 它具有性质：工叫 e e N +. 由于 

Is - CK141 = ^rl J i 卜 (卜 a )， 

可见这个子列收敛子 f □ 

注请初学者重视上面这个例题,因为其中所用的构造闭区间套的方法具有 
典型意义.使用二分法必然具有性质（1)，这保证了点€唯 一. 但是更为重要的 
是构造出具有特殊性质 （2) 的闭区间套. 
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容易理解，对于每个具体问题,所构造的闭区间套一定要具有某种特殊性质. 
在上面的例题中，就是要求每个 [ a n > b n ] 必须含有数列 { x n } 中的无穷多项，构造 
过程就是要求将这个性质保持下去.通过闭区间套定理将这个特性“凝聚”到一 
个点匕也就是说在《的任何一个邻域内都含有数列 M 中的无穷多项. 

为什么要使得这里的每个闭区间 K , b n ] 具有这个性质而不是别的什么性 
质？这完全由我们的目的所决定.我们的目的是选出收敛子列.由于用二分法得 
到的闭区间套收缩到唯一的点《，因此只要从第 fc 个区间 [ a k M 中选子列的第 
fc 项,就保证了子列收敛.于是问题成为有否可能按这样的方式选出子列？ 

设想一下,如果已经有了子列的前项：仓们的下标满足条件 
ni < n 2 < … < n k . 为了在 K 间内能找到子列的下一项1即将数列 
的某一项选为心 t +1 ，满足<叫 +1 ，当然需要在这个区间内有數列中的无穷多 
项以供选择. 

以上考虑决定了在二分法中从两个子区间中究竟应当决定取哪一个.当然 
也许两个子区间都可以,这时任取一个即可.但一般而言是不能任取的.这方面 
的具体例子是下面的第一个练习题. 

请初学者检査本书下而应用闭区间套定理的所有例子（也包括例题 3.2.1), 
观察在每个例于中构造闭区间套时的基本思想是否与送里所讲的相同. 

小结在用闭区间套定理证明某个结论时，关键是如何构造闭区间套.具体 
而言，就是要确定该闭区间套应该具有什么样的特性.构造过程应该使这种特性 
从第一个闭区 间开始 “传递”给第二个闭区间，再从第二个闭区间“传递”给第 
三个闭 餃间， 依次类推，直到将这个特性“凝聚”到闭 K 间套所共有的点的任意 
邻近.当然这种特性要能解决我们的问題 .想清 楚之后（而不是之前)就可以试 
写出证明.如果还是证明不出，说明上面的特性选择错了，从头再来. 

3.2.3 练习题 

1. 如果数列是 {(-!)"}, 开始的区间是 [-1,1]. 试用例题 3.2.2 中的方法具体 
找出一个闭区间套和相应的收敛子列.又问：你能否用这样的方法在这个 
例于中找出3个收敛子列？ 

2. 如闭 K 间套定理中的闭区间套改为开区间套其他条件不变，则 
可以举出例子说明结论不成立. 

3. 如 { K ， M } 为开区间套1数列 {〜} 严格单调增加，数列 {&»} 严格单调减 
少，又满足条件知< &„， n G N +， 证明 

4. 用闭区间套定理证明确界存在定理. 

5. 用闭民间套定理证明单调有羿数列的收敛定理. 



§ 3.3 凝聚定理 


73 


§3.3 凝聚定理 


3.3.1 基本内容 

1. 凝聚定理 ( Bolzano - Weicrstrass 定理)：有界数列必有收敛子列. 


2. 凝聚定理在实数系中成立，在有理数集 Q 中不成立(作为思考题). 

3-评注从数列的极限理论知道，收敛数列一定有界，但有界数列不一定收 

敛.在一系列需要构造收敛数列的分析问题中，往往采取分两步走的办法， 

即一开始构造一个有界数列，然后对它用凝聚定理得到收敛 子列. 凝聚定 

理的这神用法往往有效，用形象化的语言来说,即是从混乱中找出了秩序. 

3.3.2 例题 

凝聚定理的证法很多.除了例题 3-2.2 的证明外,这里介绍一个较新的证明. 
它依赖于一个很有意思的发现:任何数列都有单调子列(可以参考[7, 41， 54]). 需 
要指出：这个结论与实数系无关.将它用于有界数列，再利用单调有界数列的收 
敛定理，就得到凝聚定理.因此为证明凝聚定理，我们只需证明下列结论. 

例麵 3.3.1 每个数列都有单调子列. 

证这对无界数列很容易，从略.现设 {〜} 有界.称其中的项有性质 
( M ): 若对每个 i > n 成立知 > 卟这就是说，是集合 { ai \ i ^ n } 的最大数. 

分两种情况讨论 .（1) 数列有无穷多项具有性质 ( M ). 将它们按下标的 
顺序排记为 …， 满足条件< • ■ * < < ' 1 '- 那么 
就已经得到一个单调减少的子列 KJ - 

(2) 数列中只有有限多项具有性质 （ M )- 那么存在使得所有的 
a n ( n ) N ) 都不具有性质 （ M ). 从中任取一项记为因为它不具有性廣 （ M) t 
所以能找到 n 2 > m , 使得 a ni < a „ 2 . 同样因为 《 n 2 不具有性质 （ M )， 所以又有 
打 3 > % 使得％ < 这样就可归纳地定出严格单调增加的子列{%}‘ □ 

注若要作进一步了解，可参考美国数学月刊， 95 卷 (1988), 44-45 K - 

作为凝聚定理的一个应用，同时也是对凝聚定理的^个发展，有以下例题. 

例题 3.3.2 一个数列如果不是无穷大童,就一定有收敛子列. 

证设{如}是一个数列，它不是无穷大量.写出无穷大量的定义，即 
VG >0,3 N , Vn > iV t 成立 | ftnj > G ， 

然后用 § t 4 节的对偶法则，写出“不是无穷大量》的正面陈述： 

彐 Go > 0， VN ， 彐 n > N ， 成立 Go . 
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现在对 iV = 1，取 w > 1，使< G 。. 再对 W = rn ，取 n 2 > rii ， 使得 
KJ <(? o - 这样就可以归纳地得到数列 { a n } 的一个有界子列 KJ . 对它用凝 
聚定理，就得到 M 的一个收敛子列.由于它也是 { a n } 的子列（一个数列的子 
列的子列仍然是数列的子列)，这样就找到了数列的一个收敛子列.口 

3.3.3 练习親 

1. 对于给定的数列 M 和数〜证明：在《的每个邻域中有数列 { x n } 的无 
穷多项的充分必要条件是^是数列 {〜} 的某个子列的极限. 

2. 证明： 有界数列发散的充分必要条件是存在两个收敛于不同极限值的子列. 

3. 证 明：若 M 无界,但不是无穷大量，则存在两个子列^其中一个子列收敛， 
另一个子列是无穷大董. 

4. 用凝聚定理证明单调有界数列的收敛定埋. 


§3.4 Cauchy 收敛准则 
3.4.1 基本内容 

Cauchy 收敛准则是数列收敛的充分必要条件，其中的基本概念和结论如下: 

1. 定义：称数列 {^ n } 为基本数列（或 Cauchy 数列)，如果对每个 e > 0,存在 
N , 使得对每一对自然数 n , m > N , 成立 - a 价 | < s . 

2. 基本数列的另一个等价定义是:对毎个00,存在乂对每个自然数 n > iV 
和每个自然数成立 - a n | < e . 

3. 收敛数列一定是基本数列. 

4. 基本数列一定是有界数列. 

5. Cauchy 收敛 准则： 收敛数列 w 基本数列. 

6- Cauchy 收敛准则在有理数集 Q 中不成立（作为思考题). 


7. 评注 

(1) 与收敛数列的定义相比, Cauchy 收敛准则完金从数列本身出发,不需 
要假定极限的存在，这是一个很大的进步.实际上,只有很少的数列例 
子可以通过猜出极限，然后用定义（与适当放大法）验证它收敛. 

(2) 在第一章中介绍了许多有关数列收敛的条件，但都有很大的局限性.在 
其中单调有界数列的收敛定理是数列收敛的充分条件,在应用时也不 
需要知道极限,但它当然依赖于单调性.其他如夹逼定理是数列收敛 
的充分条件，在应用时局限性更大-数列有界是数列收敛的必要条件， 



§3.4 Cauchy 收敛准則 


75 


只能用于判定数列发散.有一个与子列有关的数列收敛的充分必要条 
件，即数列收敛等价于它的一切子列收敛.由于数列也是自身的子列, 
所以这个结论的充分性部分等于什么也没说- 

(3) 在一般意义上来说， Cauchy 收敛准则是研究数列收敛的最有力工具， 
但理解和使用有一定困难.为此需要学习较多的例题. 

(4) 纵观数学分析的全部内容，在包括积分与级数的许多类型的极限中，都 
有相应的 Cauchy 收敛准则，而且往往是其他收敛判别法的基础.因 
此,它具有其他基本定理所不能代替的独持作用. 

3.4.2 基本命题 

命题 3.4.1 收敛数列一定是基本数列. 

证设 { a n } 收敛于 A 则对 e > 0,存在 JV, 当 n > 时，成立 \ a n - a \<^. 
因此当 n，m > JV 时，就有不等式 

|«n 一 a m | < Ifln - + |a - a m | < 音 + 音 =e ， 

即为基本 数列. □ 

命题 3.4,2 基本数列一定有界. 

证设 {a n } 为基本数列.对 e = ：U 存在当时，成立 j 知一‘1< 
1. 取定 m 二 iV 十1，则当 n > N 时，就有 S 1a n — 印 +1 | + |叫 +1 | < jajv+i| + l* 
因此得到 

|a n l < M = max^a^，|a 2 |，■ ■■ ，1_1,1(1科1| + 1} Vn € N+. □ 


以下给出 Cauchy 收敛准则的两个证明. 


命题 3.4.3 (Cauchy 收敛准则）数列收敛的充要条件是该数列为基本数列. 

证1 (用凝聚定理）必要性部分已在命题 3.4.1 中得 到证吼 这里只需证明 
收敛准则的充分性部分.设 M 是基本数列.从命題 3.4-2 知道这个数列有界. 
用凝聚定理，数列 M 有一个收敛子列，记为 KJ- 又记这个于列的极限为 a. 
显然,只要证明数列{如}收敛于& 

由于 M 是基本数列，对£ > 0,存在 iV, 当 n,m > JV 时，成立 | 〜< 
e/2. 又因子列 {a ^} 的下标总有> fc, 因此当 k > N 时就有 w > #■用化 
代替 m， 就在 n > JV 和 fc > iV 时得到不等式 - a nh \< e / 2 . 在其中令 fc ^ oo, 
就得出 

Vn> JV. □ 
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证 2 (用三分法构造闭区间套，见 [41] 的120页 .） 只需证明充分性部分.设 
{&} 为基本数列，因此 有界. 从而有常数满足条件 a l % x n ^ b li neTSi + . 

将闭氐间 Wuh ] 三等分.令 Cl = ( 2 〜+ 6 x )/3, C;t = ( a , + 26 i )/3, 得到三个 
长度相同的子区间 k ^!], [ Cl &] 和 h ,& rj , 分别记为 A , A 和根据它们在 
实数轴上的左、中、右位置和基本数列的定义就可以发现:在左边的 A 和右边 
的 A 中,至少有一个子区间只含有数列 { x n } 中的有限多项. 

这从几何上看是很直观的.如果在 A 和中都有数列中的无穷多项，则可 
以在 A 中取〜，在 J 3 中取“，使得 n ， m 都可以任意大,同时满足不等式 

kn - ^ ■— g 

这与 { X n } 为基本数列的条件矛盾. 

于是可以从 [ a ^ h ] 中去掉只含有 {〜} 中有限多项的子区间•/ i 或 A (如果 
两个子区间都是如此则任去其一)，将得 到的瓱 间记为 h , & a ]- 

重复这个过程，就得到一个闭匡间套它具有两个特殊性质： （1) 闭 
K 间套中的每个芪间的长度是前一个区间长度的三分之二, （2) 每一个 [如， h ] 中 
含有数列 K } 从某项起的所有项.性质 （1) 保证存在 t 使得闭区间套的端点序 
列和作}从两侧分别单调地收敛于 f 即有 Um 叫 = lim 

k^oo k—oo 

现在我们证明：这个 C 就是基本数列 Un } 的极限.对给定的 S > 0,有 JV ， 
使得卽和 & JV 进入点 S 的 e 邻域，也就是说有[邮， & JV ) C 仅-匕 由于闭 
区间又具有性质⑵，即含有数列 { x n } 中从某项之后的全部项，因此存 
在 M ， 使得当 n > M 时，成立不等式 | x n -^| < e . □ 

思考® 根据例题 3.2.2 的注，比较上述证明与例题 3.2.2 的异同 之处. 


3.4.3 例题 

例® 3.4.1 设数列{6„}有界，令知=+ 
nEN + , 证明数列 { a n } 收敛. 


bn 

n(n + 1) 


证取常数 M > 0,使得 |M N + . 然后对任意 p € N + 作估计 

1 ' 


|(Xti+p _ Oi n | ^ Af 

= M 


(n + l)(n + 2) (n + 2 )(n + 3) 
(1 1 


H - + 


(n + p)(n + p + 1)^ 


n + 1 n + 2 


+ ■ ■■ + 


n + 


n + p + 


< 


+p n + p + l ^ 
M 


n +1 


因此对 e > 0,取 iV = [ M / sl 就可使 n > iV 和 p e N + 时,成立 jan+p 
这样就证明了 { a rt } 是基本数列.根据 Cauchy 收敛准则知道 { a n } 收敛. 口 
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注 由于 {L} 除了有界性之外没有任何其他已知性质,因此 { a n } 谈不上有 
单调性，从而第一章的主要方法，即单调有界数列的收敛定理，在这里完全失效. 
可见 C^chy 收敛准则是一个非常有力的 工具. 

下一个例题在第二章中已经有了 3个证明（见第二章例题 2.2.6), 现用本节 
的 Cauchy 收敛准则给出新的证明,但也可以说是那里的第二个证明的改写- 

例睡 3.4.2 设& = 1 + 士 + 冬 +…+ 丄, u e N+, 证明{幻 发散. 

证 写出 


n n l l l l l 

可见对 e 二音和任意 iV， 在％ m > iV 时，只要取 m = 2n ， 不等式 < y 
就不可能成立.这表明数列 { Sn } 不是基本数列，因此发散. □ 

同样对于例题 2.2.7 可以用 Cauchy 收敛准则写出新的证明. 


例题 3.4.3 证明数列 {siiin} 发散. 


证这个证明与例题 2.2.7 中的（以几何观察为基础的）第一个证明类似.从 
那里的图 2.2 可见，对每个 A: e N +, 可以找到自然数和 <，使 sinO V 2/2, 
sin n'l < 0.因此 siring - sinnf > 0.5. 由于？4和 < 可任意大，因此 {sinn} 不 
可能是基本数列,根据 Cauchy 收敛准则知道它一定是发散数列. □ 

3.4.4 压缩映射原理 

在第一章中介绍了用于迭代生成数列的几何方法.应当指出，这个方法完全 
依赖于实数的有序性(即在实数轴上点有序),也就是说它只能用于一维问题-本 
节要介绍的压缩映射原理以 Cauchy 收敛准则为基础,它在处理迭代生成数列时 
很有效，而且可以推广到多维或甚至无穷维的问题上去.当然,压缩映射原理在 
本质上是局部性结果,对于大范围的非线性问题一般无效. 

压箱映射的定义 设函数 / 在区间㈨上定义, /(K &D C [ a , 吣并存在一个 
常数允，满足0 < fc < 1，使得对一切 x,ye Kb] 成立不等式|/(怎)一/ ⑻ K 咖 
则称/是 K&] 上的一个压缩映射，称常数 A: 为压缩常数- 

命题 3.4.4 (压缩映射原理）设/是 [a f &] 上的一个压缩映射，则 
⑴/在 [A &] 中存在唯一的不动点 S = /⑹； 

(2) 由任何初始值 fto e [a，&] 和递推公式如 +1 = f(a n ), « e N+， 生成的数 
列 {a n } —定收敛于 t 

U ]f,n 

⑶成立估计式 |«« - ^1 ^ l»n 一 a„-if 和 S -y^pS a i " a o| 

(即 事后 估计与先验估计). 一 ^ 
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证（注意在这个证明中不需要函数/的连续性概念 .） 由于 /([〜&]) C [0], 
因此 {««} 必在卜&)中，根据 Cauchy 收敛准则估计 

l a » 一 ^rt+pi ^ 1 — On+p-lJ ^ k 2 \ a n-2 ~~ a n+p-21 

€ € A; n |a,p — dpj k n (b 一 d). 

可见对 s ：> 0,只要取 JV = [ ln ( e/(b - a )) / lnfcl , 当 u > 和 p e N + 时，就有 
h - ( W P |< c 因此 { a „} 是基本数列，从而收敛.记其极限为€€ [ a ，&]. 为了证 
明这个€是/的不动点，需要研究第二个数列 {/ W }. 从不等式|/(^)-/(^)^ 
^ la n - $和 lim a n = $可见数列 {/( a n )} 收敛于 m . 

Tl—HXJ 

在 a n+ i = f { a n ) 两边令 00, 就得到 $ = /⑹.因此4是/的不动点- 
如果/在 [«, &] 上还有不动点％即7 = f [% 则就有 = ^ 

由于 o < fc < 1,只能有 h . 因此/在 [a &] 上的不动点是唯一的.这: 
样就证明了命題的 （1) 和 （2). 

命题之 （3) 的前一式可从估计式 

1^ 一 — /(0I ( -刳 < fc(|^n-i — drtj + |a n - ^|) 

得到 

fc 

J(^n 一 4*1 S ] T - j®n — 1 !■ 

1 一 fc 

又由上式出发,利用- a ^ i | ^ k \ aj ^ ^ % _ 2 |就可以如下得到 （3) 的后 一式: 

fe 2 k n 

I a n 一 $ < ]_ m ««-2 1 € ■ . ■ € 1 二灸 ■ |ai — flo|. 口 

注在 (3) 中的两个不等式在实际计算中很有用处.前一个不等式可以从相 
继的两次计算估计当前误差，称为事后估计；后一个不等式比前一个要粗一些， 
但可以用于在计算之前估计要迭代多少次才能迖到所要的楮度，称为先验估计. 


下面介绍如何将压缩映射原理用于 §2.6 节中的两 个典型 例题.它们的解法 
和那里完全不同. 

例题 3*4.4 设 ai = a n+1 = n € N +. 讨论数列{知}的敛散 

性,若收敛则求出其极限. 

解这时 /⑷= a /2+^- 取闭区间 [0,2], 则可实现/(队 2 ]) C [0, 2 ].从 

_ — Iv^TI 一 72^1= 

知道可取 fc = 1/(2^ 为压缩常数.于是数列 { a n } 的收敛性已为压缩映射原理 
所保证，而且极限是/的唯一不动点 2. □ 
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例题 3 4*5 数列 { b n } 由心=1和 心 +1 = 1 + (n € N + ) 生成‘讨论数 
列的敛散性，若收敛则求出其极限. " 

解这里的函数/(4 = 1 +丄.观察 


l/d / ⑸卜 七 


i ^- y | 

1^1 


并考虑如何选择区间.这里要利用函数/在 a > 0时单调减少，以及数列的前 
JIM bi = 1, b 2 - 2, h = 1.5,---. 如果用以\ = 1和 62 = 2为端点的闭区间 
[1,2], 则可以实现/([ I , 2 ]) = [1.5,2] C [1,2]. 但在这个区间[ I , 2 ]上不能取到在0 
和1之间的压缩常数.再尝试以 i >2 = 2和~ = I . 5 为端点的区间 [1.5,21， 发现有 
/{[1.5,2 ])c [1.5, 2], 同时可以估计出 


1/ ㈤ - /⑼卜 [1.5,2]. 

由于数列 {M 从第二项起就进入 [1.5,2], 因此由压缩映射原理保证了它的收敛 
性.极限就是/在 z > 0中的唯一不动点& = {1 + \/5)/2- □ 

注以上两个例题的解法都是去验证 扭缩映 射原理的条件满足.但实际上 
往往可以直接应用原理中的思想方法.例如，在例题 3-4.5 中可以先证明从 n = 2 
起 ， e [ L 5,2] 成立.然后得到（利用公式 (2.14)) 

- &, = I (& n + n iK&Tij _ | 


从而有 l ^2 fc - 1^2 - b l ' > 即知道 {‘} 收敛于 b . 同理可证 { 62fc - i } 

也收敛于 


3.4.5 练习® 

1. 满足以下条件的数列 {&} 是否一定是基本数列？若回答 “是' 请作出征 
明; 若回答 “ 不一定是”，请举出反例： 

(1) 对每个 e > 0,存在 JV, 当 n > JV 时，成立〜 如1 < s; 

(2) 对所有 n,p e N+ 成立不等式 - ^nl ^ P/ n ； 

(3) 对所有 e N 十 成立不等式 j^+p-^K P / n ^ 

⑷对每个自然数 p 成立 lim (〜- x n+p ) - 0. 

Tl ~^ OO 
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2. 用对偶法则于数列收敛的 Cauchy 收敛准则，以正面方式写出数列发散的 
充分必要条件. 

3. 证明以下数列为基本数列，因此都是收敛数列. 

11 1 

⑴ — 1 + + 可 + ■.. + n e N+; 

(2) 6ft = l — + ■■■ + (—l) n_1 — , n G N^|.; 

Jt O TL 

sin 2 x sm Zx sinm; 

071 2(2 + sin2a:) + 3(3 +sin3a:) ^ + n{n + sinnx ) 1 U ^ +■ 

4. 设 a n = sin 1 + H ——+ ， n e N +t 证明： 

(l) mm m 有界，但不 单调； ⑺ w} 收敛. 

n n 

5. 设从某个数列 {a n } 定义 ^ at, Vn — ^ |a*f, n e N+, 若数列 {y n } 

收敛,证明数列 { x n } 也收敛.~ " 

(本题可以看成是上一题和例题 3.4.1 的推广 .） 

6. 设 S n = 1 + + - ■ ■ + n e N+， 其中 p 《1，证明 {5 n } 发散- 

7. 天文学中的 Kepler 方程; r _ gsim = a (0 < ? < 1) 是一个超越方程，没有 
求根公式（见 [15] 的22和7 2 页).求近似解的一个方法是通过迭代.取定 
^1,然后用递推公式工 《 +i = ?sin^ + ft) neN + . 证明这个方法的正确性. 

(这个方程是 Kepler 在1609年左右研究行星运动规律时得到的方程.从天 
体力学的角度来分析可以肯定对每个给定的 a, 方程存在唯一解.选个解没 
有可用的显式表达式，但可以用近似方法求解.本题就是用迭代生成数列 
的方法求近似解.在[I 4 ]的 42 5小节有解的无穷级数表达式 .） 


§3.5 覆盖定理 


3.5.1 基本内容 

1. 定义:设有 [ a , 叫 c LU %，其中毎个^是开区间，则称 { o a } 是区间 [〜&] 
的一个开覆盖. 

2. 覆盖定理 (Hein^Borel 定理）如果 {O a } 是区间 [a, 6 ]的一个开覆盖，则存 
在 {O a } 的一 •个有 限子集 {01,02,- ,^}, 它是区间 [a，&] 的一个开覆盖 t 
也就是说有 McULA 

3. 覆盖定理也可以简单地表述为：一个闭区间的任何一个开覆盖中一定有这 
个闭区间的有限子覆盖. 
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4. 在覆盖定理中的条件不能随意变动.如杲将闭区间 [ a ， b ] 改为开区间或无界 
区间，或者将开覆盖中的每个开区间改为闭区间,定理的结论都不再成立. 

5. 在学习了拓扑学后,会知道在数学分析中的覆盖定理是对实数系中的有界 
闭区间的某种拓扑性质的一种刻画.这种性质在拓扑学中称为紧性.在实 
数范围内，区间的紧性和有界闭等价.因此也将有界闭区间称为紧区间. 

3.5.2 例醣 

例艟 3.5.1 举例 说明： 覆盖定理在 Q 中不成立. 

注这里只考虑有理数，因此在开覆盖中的开区间和所覆盖的闭区间都由有 
理数组成,它们的端点当然也都是有理数.为了简明起见下面只将被覆盖的闭 
区间与有理数集 Q 取交,而对于在开覆盖中的开区间仍采用原记号 - 

解 我们将在有理数的范围内构造一个开覆盖，它将区间[0, 2 】中的每一个 
有理数都覆盖住，但在这个开覆盖中的任何一个有限子集却做不到这点.为清楚 
起见,用 J = [ 0 , 2 ] n Q 表示开覆盖的覆盖对象. 

任取点 X e J c Q . 由子可以取到有理数使 W 多 { x - r x , x + r x ) 
成立.（例如取 G e (OJrr -\^|) nQ 即可 .） 这样就得到 J 的一个开覆盖 

{ (je ~ r Xt x + r x ) \ x e G Q }. 

可以证明：在这个开覆盖中的任何有限子集都不能覆盖 
任取上述开覆盖中的一个有限子集 

( 工 1 一 H - )，■..，(*^n 一 1 

先考察其中的一个开区间.由于这个开区间不含有力，同时区间的端点都是有 
理数，因此它也不会包含和力充分接近的有理数.又由于只取有限个开区间, 
因此它们的并也不会含有力以及和力充分接近的有理数.这也就是说，在上 
述开覆盖中的任何有限子集都不能覆盖 J =阼 2] nQ . □ 

以下给出覆盖定理的一个证明.其中不仅用了确界存在定理，而且使用了一 
种很有特色的 Lebesgue 方法. 这种方法具有明显的几何意义,可以解决很多问 
题.（这神方法的缺点是:它给出的证明一般都是非构造性的，此外也难以推广到 
高维情况 .） 

例@ 3.5.2 用 Lebesgue 方法证明覆盖定理. 

证设闭区间 [ A &] 有一个开覆盖 { O a }. 定义数集 

A ={ x ^ a \ 区间 [ a , a ：] 在 { O a } 中存在有限子覆盖 }. 

从区间的左端点: e 二 a 开始.由于在开覆盖 { O a } 中当然有一个开区间覆盖《， 
因此 a 及其右侧充分邻近的点均在4中.这保证了数集4是非空的.从数集4 
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的定义可见,如果 ; C € A 则整个区间 [ a t x ] C A 因此如果4无上界，则& e A ， 
这就是说区间 [«, b ] 在开覆盖 { O a } 中存在有限子覆盖. 

如果 A 有上界，用确界存在定理,得到$ = sup A 这时可见每个满足 : r < ^ 
的 a : 都在 A 中.事实上从$ = sup A 和上确界为最小上界的定义，在 a ; < $时，存 
在3/ e A 使得 怎 <y. 由于在 { C ? a } 中存在有限开覆盖,所以 ta , x ] C [ a , y ) 
更没有问题,这就是说 

因此只要证明& <就知道 A 即 K &] 在 [ O a ] 中存在有限开覆盖. 

用反证法-如果 C <卜则 S € K &]，因此在开覆盖 {OJ 中有一个开区间 d Q 。 
覆盖6于是我们可以在这个开区间中找到勿 和知， 使它满足 条件： a 0 <^< fe 0 . 
由上面的论证知道 aoe A 送就是说区间 K^o] 在开覆盖 { O a } 中存在有限子 
稷盖.向这个有限子覆盖再加上一个开区间 C? ap , 就成为区间 K&o] 的覆盖，所 
以得到这与 （ = supX 矛盾.口 

例题 3.5.3 (加强形式的覆盖定理）证明：如果 { O a } 是区间 [ a ，&] 的一个开 
覆盖，则存在一个正数5 > 0,使得对于区间 [ a ,&] 中的任何两个点 Ax ' 只要 
- x "| < 5,就存在开覆盖中的一个开区间,它覆盖（称这个数6为开覆 
盖的 Lebesgue 数 .） 

证首先用覆盖定理，得到区间的一个有限子覆盖，即开覆盖 {OJ 中 
的有限个开区间 

… , O n) (3.1) 

它们的并覆盖了 [ M ]. 将这有限个开区间的所有端点按大小顺序排列,去掉其中 
可能有重复的点，记为 


Xq < Xi < • . . < XN- 

并记这个端点集为 A = ，…， m }. 现在令 

6 = mm{a：i — — x\^ ■ • , — }, 

我们来证明选就是所求的 Leb fegUe 数. 

设任取两点 e [ a , 5], 使0 < 〆' - 〆 < 5. 则有两个可能（见图 3.1): 


X' 


X 


⑷ 


图3,1 


( b ) 


( a ) 在点: r ' 与/之间没有端点集 A 中间的点.于是覆盖/和; c " 中的一个 
点的（每个）开区间一定同时覆盖了另一个点. 

( b ) 在点 〆 与/ 之间有4中的点.由于数 d 的取法，这样的点只有一个. 
在图 3.1( b ) 中将这个点记为而，子是有: r ' <叫 S V . 由子点而是( 3 .1)中的开 
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区间的端点，而这个开区间并不覆盖点因此在 （3.1) 中一定另有开区间覆盖 
点知从而也就同时覆盖点 〆 和 □ 

注这个例题是覆盖定理的加强，在今后会看到由于有了这种加强形式，使 
覆盖定理变得更为有力（例如例题 5.2.2, 5.4.1，命题 10.1.6 等). 

3.5.3 练习應 

1. 对开区间 (0,1) 构造一个开覆盖，使得它的每一个有限子集都不能覆盖 
( 0 , 1 ). 

2. 用闭区间套定理证明覆盖定理. 

3. 用覆盖定理证明闭区间套定理. 

4. 用覆盖定理证明凝聚定理. 

5. 试对于例题 3.5.2 的证明举出两个具体例子，即⑴数集4无 上界 ； ⑺ A 
有上界，且有 b <石 = sup A 和《_左 

§3.6 数列的上极限和下极限 

数列的上、下极限概念是第二章内容的自然延伸.由于其中需要较多的工 
具，其中的概念和方法也较为精细,因此放在这里讨论. 

3.6.1 基本定义 

数列的上极限和下极限有几个等价的定义.其中最直观的是用极限点来定 
义.本书将用极限点来定义上、下极限，其他定义则以命题的形式给出. 

1. 数列的极限点就是数列的收敛于列的极限.这里约定：若存在正（负）无穷 
大量的子列,则将+00 卜 OC ) 也作为极限点.因此一个无上界(无下界）数 
列的极限点中一定有+00 (- oo ). 为区别起见,称收敛子列的极限力有限极 
限点 t 而将+00和 - oo 称力无限极限点. 

2. 在上述定义下,数列必有极琅点(证明见命题 3.6.1). 

3. 数列的上极限是数列的最大极限点，数列的下极限是数列的最小极限点.这 
里在比较大小时将 +00, -CO 都作为数来对待.这里最大极限点和最小极 
限点的存在性也就是上、下极限的存在性，将在命题3.6. 2 中证明. 

4. 从以上定义可以知道，如果 f 在上极限（下极暇),则一定唯一. 

5. 数列 { x n } 的上极琅记为下极限记为 lim (在文献中也用记 

«— KX) n — kco 

号 limsup ; c n 和 liminf 来表示数列的上极限和下极限，） 

n—^oo n— 
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首先列出从上、下极限定义即可得到的简单 性质： 

1. 从定义即知 lim ^ Bin x n - 

n-*oc n—oo 

2. 由于数列收敛的充分必要条件是它的每个子列收敛子同一极限，因此 即有: 
数列 M 收敛的充分必要条件是它的上极限和下极限均为有限且 相等. 

3. 类似地可以知道,数列为正无穷大量（负无穷大量)的充分必要条件是它的 
上极限和下极限都是 +< X 3 (-00). 

4. 以上两点可以综 合为： 数列收敛或为有确定符号的无穷大量的充分 
必要条件是数列的上极限和下极限相等,而且在这时成立 

lim x n = lim x n — Hm x n - 

n—tx> n^oo 

5 . 上、下极限的其他几个简单性质 { 证明从 略)： 

(1) lim ( 一 〜）= -!im 3：^; 

n—oo n—cw 

(2) Jjm (- s n ) = - lim x n ; 

n—+oo n—*oc 

(3) 若 C > 0,则 HE {Cx n ) ~C x n \ 

n— n—^oo 

(4) 若 C < 0, 则 ins {Cx n ) = C 

too fi—K» 

(在选里若出现带确定符号的无穷大量，则按 -(+ oo ) - - oo , -(- oo ) = + O 0, 
等方式来理解0 

下面以命题的形式介绍上、下极限的一些重要性质，其中包括了它们的等价 
定义,这些定义实际上是从几个不同的角度刻画出上、下极限的特性. 

命題 3.6,1 证明：任何数列必有极限点， 

证 这里只需要应用例题 3.3.1 的结论，即任何数列都有单调子列.如果这 
个子列有界，就得到有限极限点;如果它无界，就得到无限极限点. 口 

在上一小节给出的上、下极限定义中并未证明最大极限点和最小极限点的 
存在性，因此这样的定义是不完整的.下一个命题给出上、下极限的第二个等价 
定义，证明上、下极限的存在性，同时还给出它们的显式表示. 

命鹿 3.6,2 每个数列 {x n } 都存在上极限和下极限，而且有公式 


lim x n 

n— 

=lim sup{xjt}, 

k^n 

(3.2) 

lim x n 

n—oo 

=lim inf{a ： fc}. 

n^*oa 

(3.3) 
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证 在这里只证下极限的存在性和公式 （3.3) 成立.在这以后可以利用 

lim - - Um (- x „) 

n^oo 


来证明上极限存在和 (3.2) 成立(选一步请读者完成). 

首先分析公式 (3.3) 的右边.引入记号 

K = N +J (3*4) 

k^n 


就可以将 （3.3) 的右边记为6 = 

这时要区分两神可能的情 

(1) 如果有某个 & n 不是有限数,则从 (3.4) 可见这个不可能是 + w , 而只 

能是 - oo . 这时从 （3.4) 可见数列 { x k } 无下界，从而推出每个 u € N +, 都是 
— oo . 这时在等式 (3.3) 的右边只能约定为& = = - oo . 另一方而，由于这 

时 { x n } 无下界，因此它有一个无限极限点 iSe 证明了数列 { x n } 的下极限 
是 - oo , 同时公式( 3 . 3 )成立. 

(2) 在数列 {&„} 的每一项为有限数时，从 (3.4) 可见数列 {&„} —定是单调增 
加数列.因此记号 b = lim K 一定有意义.这时又要分两种情况来讨论. 

n— 

( i ) 当{6„}无上界时就有 6 = + oo ■从 (3.4) 可见心< 由于{6„}是 
单调增加的正无穷大量,因此可推出= + oo . 这时数列 { x n } 的唯一极限 
点是 + 00 . 因此数列 { x n } 的下极限二，同时公式 (3.3) 成立- 

( ii ) 最后一种情况是& = 为有限数.这时要分两步来做.首先，我 

们要从数列中寻找一个?使它以&为极限.这样就可以证明&是数列 
{〜} 的一个极限点. 

对 e = l t 因 {&«} 单调增加收敛于&,就有某个、满足 < b kl ^ b < b +1. 
根据、。 - } i 又存在 \ (Wl > fci ) 满足 h < & + 1，从 
而有 


& - 1 < <6 + 1 . 

根据 
-，从 


, 1 L 1 
fc -了 < S < 6+ 

既然这个于列以&为极限，因此&是数列 M 的一个极限点. 


同理对 e = ■，有 h > « i ， ■使 & fc 2 满足 b ~ \ S & < 6十 j - 

& fc2 = inf {； F fc 3 ， a ^ 2+ i ，--}， 存在 ( r^f ^ fc 2 > ^ i ) 满足心 < x ns < b + 
前 1 

< x n 2 < b + ~ 2 ' 

这样归纳地做下去,就可以得到于列 M ， 对于聲个 fc e N + 满足 
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第二步是要证明 b 是数列 M 的最小极限点.假设 c 是数列 { x n } 的另一 
个极限点,则有子列 { x K } 使成立 


lim Xn f — C- 
k 


在 (3.4) 中令 n 就有不等式 


b K ^ x < * 

令 Jt — 00,就得到& S tr . 这样我们就证明了 &确实是数列 {〜} 的最小极限点 ■ 
根据下极限的定义,可见下极限存在,同时成立公式 (3-3). □ 

下面实际上是上极限和下极限的又一个等价定义,它和数列收敛的定 
义最为接近.为简要起见只讨论下极限.读者可以对上极银作相应的讨论. 

命題 3.6.3 (1) 有限数6是数列 { x „} 的下极限的充分必要条件是：对每个 
e >0, 在邻域 ( b - e ^ + e ) 中有数列中的无限多项，同时存在当 n >况时， 
成立不等式 (2) + 00 是数列 \ x n } 的下极限的充分必要条件是 { x n } 
为正无穷 大量; （3) - oo 是数列的下极限的充分必要条件是 {〜} 无下界； 

证⑶和 （3) 已包含在下极限的定义和上一命题中,因此只须证明⑴- 
先证 （1) 的必要性.因为 b 是数列 { x n } 的有限极限点，因此&是某一个子列 
{ x nk } 的极限.从而对每个 e > 0,在邻城 ( b ~ s,b + e ) 中含有这个子列从某项之 
后的所有项，当然也就含有数列枷《}中的无限多项.又可断言数列 {‘} 中满足 
%^ x n ^ b - e 的项至多只有有限个.否则就可以找出一个子列，使它的每一项 
都满足这个不 等式. 用凝聚定理于这个子列，就得到比&还要小的极限点，这与 
b 是最小极限点相矛盾.因此对 e > 0,有 JV , 当 n > W 时，〜 > 6 - e . 

再证⑴的充分性.令 e = 1，因在 （& - 1,& + 1) 中有数列 M 中的无限多 
项,可任取其中一项为；再令 e = +，由于在中含有数列中 
的无限多项，因此能取到其中的一项作为 满足❿ > 归纳地进行下去， 
就可以得到子列满足要求 

lx,,*. - &| < — , k € N + , 

因此迭个子列收敛于 &. 这就证明&是数列的极限点- 

任取一个 V < &，令 ， 

b — u 

从条件知有兄当打>#时，成立不等式 >6 — e = y + ff> - 因此比 b 小的 
b f 不可能是极限点. 口 

下一个命题是上、下极限的重要性质，它在应用中往往起关键作用. 
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命理 3.6.4 以下两个不等式 

lim ( a ;„ + y n ) ^ lim x n + lim y n , (3.5) 

n — ►OC Tl ― KX> n—►DO 

M (sn + 恥） > lim ar n + Um y n , (3-6) 

Ti— n—oo n—*oo 

在右边有意义（即不是 +00 与 -00 之和）时成立，. 

证 1这里只写出第二个不等式 (3.6) 的证明.证明的方法是用下极限的表 
达式（3.3)，先建立不等式 

坪 {〜 + y k ) ^ inf { x fc } + inf { y k }, (3.7) 

然后取极限.如果其中出现的下确界都是有限数，可以记 A = infK }, B = 

fc^n 

inf { 如 }. 由于 对每个 fc > n ， 有 ; r fc > A 和恥身就有办+鉍 > A 十 B. 在这 
里右边是常数，左边对 k ^ n 取下确界，就得到所要的不等式 (3.7). 然后在两边 
令 n — oo , 因为出现在两边的三个数列都是单调增加的，因此不论是收敛述是 
正无穷大量都是有意义的.这样就得到所求证的公式. 

再考虑在不等式 （3.7) 中出现非有限数的情况.根据下确界的定义，在 （3.7) 
中只可能出现 - oo . 从上一个命题已经知道,下极限为 -00 就是数列无下界的 
情况.这时在命题 3.6.2 中的公式 (3.3) 的右边只是一种约定的记号，并非极限过 
程.因此不如直接观察所求证的不等式 (3.6). 

分析各种可能性.⑴若数列 {〜} 和都无下界,则不论不等式 (3.6) 的 
左边如何，不等式右边的每一项都是 - oo , 结论总是成立的 .（2) 在两个数列中一 
个无下界，另一个不是正无穷大量.这时不等式 (3.6) 的右边为 -co 与一个有限 
数之和.只要将这样的和理解为 - oo t 则不论不等式左边如何, 仍然成立 . □ 

证 2这个证明完全依赖于极限点概念.为简单起见，只对于所出现的极限 
点均为有限数的情况写出证明.记 A = Um { x n + y n ), b = m C = M y n - 

n-*-oo n—+oo n-^oo 

由于 4 是数列 {、+ 如}的极限点，因此有于列 {〜， +糾 J 收敛于 A : 

lim ( 工 n* + Vnh ) 二人 

Tl—fOO 

这时可不妨假定 {^ n k } 也收敛,否则由于 { Xn k } 为有界数列，由凝聚定理知它有 
收敛子列仁、 }, 于是可以用+ V ' } 代替 {& +如}作以下讨论- 
在 { Ztifc } 收敛时，{^}也收敛.又因^ B 是{%]■的最小极限点, C 是 { y „} 
的最小极限点,因此就得到 

lim B 和 lim y nk ^ C , 

Ti—»oo n — 5-c*o 
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将两式相加就有所要的不等式 A^B + C . 口 

注由于下极限可以是 + oo 或-00,因此 （3.6) 右边无意义的情况确实可能 
发生.这就是在数列忖4和{伽}中有一个无下界,而另一个为正无穷大量的情 
况.这时 (3.6) 的左边可以出现各种可能性》担右边无意义,因此 (3.6) 不能成立. 

下一个命题也是上、下极限的基本性质.它的证明与上一个命题类似，从略. 

命熥 3.6.5 不等式 

ilm + Vn) < Um + Om ^ Hm (x n + y n ) 

n—oo 71 -^oo Ti—Ti 一 

在中间的和式有意义时成立. 

注合并以上两个命题就得到以下一组不等式： 

Um x „ + Urn ^ < Bin ( x n + y n ) 

打 一 +oo m&a n—►oo 

lim x n + lira y n 

n^oo 

^ Hm 十 JM ) 

fl-400 

(lim x n + lim y n , 

n-^oo n—*oo 

只要假定其中的和式均有意义. 

由此又可推出在上、下极限应用中很有用的下列结论. 

命應 3.6.6 若在数列 hn } 和{如}中已知{加}收敛(或广义收敛)，则成立 

lim (ac„ + y n ) = lini a: n + lim y n , lim ( x n + y n ) - lim x n + lim y n： 

n-voo n-KX fi—oo n^ao n-t-oo n^oo 

(在{如}广义收敛时要求所出现的和式有意义). 

3.6.3 例两 

例理 3.6.1 用上、下极限方法证明 Cauchy 收敛准则的充分性部分. 

证1 设 { x n } 是基本数列, 则对 W > 0, 3况， Vn > iV f pe N +， 成立 

— ar n +p| < s 1 . 

将这个不等式改写为 <〜 + P <〜+ I 然后固定某一个 n (> #)，令 
P^oo, 由于不论数列收敛与否，总存在上极限和下极限，因而就有 


x n — e ^ lim x„ ^ lim ^ a:„ + e. 
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上述不等式还表明基本数列的上极限和下极限一定都是有限数（因此基本数列 
必有界也已得到).由上述不等式可推出 

0 ^ lim x n — lim x n ^ 2 e ‘ 

oo n—oo 

由于 e > 0 可任意给定,可见夾在 0 和 2 e 中间的两个数只能相等.这样就推出 
上极限和下极限相等，因此数列 { x n } 收敛. 口 

证2设 { x n } 是基本数列.对每个 e > 0,存在 iV , 当 n，m > iV 时，成立 
\x n - X m \ < E. 将它改写为 - e < 3 ：n < + £,在后一个不等式中固定 

令 m — 00,利用命题 3.6 A 就得到 

x n ^ lim (; c m + s ) — lim . x m + s = Hm x n + e . 

m—^oo m—^oo n — 

由于这对毎个 n > iv 成立，而右边是固定数,在左边取上极限，就得到 

lim x n < lim x n + s . 

n — ’oo n—oo 

以上推导还表明 {〜} 的上、下极限都是有限数.最后，利用 s 的任意性就有 

lim x n ^ lim x n . 

7 i — cx > n —3 -cc 

由于相反方向的不等式总是成立的.因此成立 

lim x n = iim 

n ►cxj n __ >OQ 

即数列 { x n } 收敛 . n 

注教科书 [33] 在数列极限一章中就讲授上、下极限,并用于证明 Cauchy 
收敛准则.其中所用的就是上述第一个证明. 

再给出上、下极限在迭代生成数列问题中的一个应用（参见例题 3 . 4 . 5 ).其 
中用到有关上、下极限的知识请读者自己证明- 

例题 3.6.2 设数列恥 } 由 \ = 1 和 心 + 1 = 1 + + 生成 . 讨论数列 {&} 
的敛散性,若收敛则求出其极限. " 

解设已证明数列从第二项起不越出区间 [1-5^]- 因此有 I . 5 < « = 
lim lEI b n ^2. 在递推公式两边取上极限和下极限，得到 

Tl-^OO 

a = 1 + i^(^r) = 1 + li^7 = 1 + i 

n—*oo 

和对称的 

/? = 1 + HE ( —) = 1 十 - = 1 + —- 

T 14 DO \ b n / Iim b n a 
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将这两个方程联立，相减后得到 

(Q 一， — + )=0 . 

由于0 > a > 1.5, 即可得到 a =汉即数列收敛.然后再求出极限(从略). □ 
以下是用上、下极限方法于 2.7.3 小节的第二组参考题中的第14题. 


例题 3.6.3 设汾 n = x n + 2 x n+u n € N + . 证明在{如}收敛时， {&} 也收敛. 


证由于收敛，因此它有界.取正数 M > 0使同时成立 Ini € M 和 
\ Vn \< M,n e N +. 将递推公式改写为 ^+1 = j ~ Vn _ 则有 

i^R+lj < ~^\Vn\ + 

因此用数学归纳法可以知道 M 对每个《成立.即数列有界. 

记11^ & = A , Jim 〜5和 lim y n = C } 则它们都是有限数.只要证明 

n—M» nyoo n—^oo 

A = B . 在心 = 如 - 2 x n +1 两边分别取上极限和下极限，由于{如}收敛，可以 
利用命题 3*6.6, 得到 等式 ： A = (7 - 2 F 和 F = C - 2 A , 由此推出 A = B . □ 

注有了上、下极限的新工具，不必知道数列收敛就可以进行上、下极限运 
算.请读者将这个方法与过去的方法对比，并在其他问题上尝试一下.在第二章 
中的不少问题都有可能用上、下极限的新 T 具来做.以上的两个例题仅供参考. 

下一个例题与确界和上、下极限都有关系.它（以及它的变形）出现在多个 
领域的研究中，可以说是上、下极限的一个重要应用. 


例题 3.6.4 设正数列 { a n } 满足条件 N +， 则有 


lim 心 


n^l ^ n 


证令 a 


inf 

n^l 


In a T 


n 


a ^ lim 

又从 a 为下确界（即最大下界)可见，对 


则从命题 (3.6.2) 的公式 （3.3) 可见有 
lru ^ 


n 


n /^r J i \r 油伯 


Inajv 

N 


< a 十 e. 


(3-8) 


固定这个 iV ， 可以将每个自然数 n 写为 n = mJV + fc f 其中0 < A < iV . 从题设 
条件有不等式 

On = ^ ! 
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取对数后可以得到 

lna n ^ ^ , 1 . / mN . , 1 , 

- ( — lnajv H - In ^- (o? + £■) H - limit. 

n n n n n 

在选个不等式两边令 n — 右边第一项中有极限 

mN 

bm - = I , 

Tl—3^00 tl 

而叫 最多只取 iV 个值，因此右边的极限是 a + £, 左边的极限虽然不知道是否存 
在，但可利用上极限的保不等式性质（作为练习题)，在不等式两边取上极限，从 
而得到 




n 


由于的任意性，就得到 




n 


将这个不等式与 （3.8) 合并，可见 iim —^ 一定有意义，且等于 a . O 

n—►co Tt 

注 i 上述结论的意思是：当 a 为有限数时数列一定收敛，以《 
为极限，而当《 = -00时,这个数列一定是负无穷大量 • 

注 2 又由此可见,在正数列满足条件 OnOm e N + 时，极限 
Jiin ^ ^ 一定存在. 

n \ 3 与此等价的命题 是：设 M 满足 (Wm S On + Vn，m e N +I 则有 


lim - = inf - 

n —kso Ti rt^l l ft 


3.6.4 练习題 

1 . 求以下数列的上极限和下极隈： 

(1) x n = - 1 士 ^ 1 ) 一 ， n € N +; (2) 〜 = sin 乎 ， n eN + ; 

(3) Xn = e N +; (4) x n - e n(_ljn ,n e N +. 

2. 若 〜> n e N +) 证明 ： Um > lim y n , Um ^ Um y n . 

n-^oc ti—oo n3o n 一 oo 

3 . 对 {〜}， 记 5^ = ( X ^ ir=i Tfc ) / ra ，€ N +, 证明： 

lim x n ^ Um S n ^ lira S n < lim a : n . 

n^oo rT^o 00 n ^°° 

(可以看出本题的结论蕴含了在§ 2 乂节中的 Cauchy 命题 .） 




92 


第三幸实敫系的基本定理 


4 ■设 { a n } 为正数列. 证明： 1的充分必要条件是对大于 I 的每 

n—c» 

个数丨成立 lim -^ = 0. 

71—00 t 71 

5-设 { a n } 为正 数列. 证明： 


iim ，十 " 1 ^ lim 在 lim < lim ^+丄 * 

Ti— too An 7i—co ^ ~ 71—1,00 Gn 

6. 根据极限点的定义直接 证明： 每个数列的极限点集中必有最大数和最小数 
(不要利用命题 3 A 2 和 3.6.3 的现成结论 >. 

7. 证明在例题 3.6.2 中所用到的关于上、下极限的公式. 

8. 证明公式 (3.2). 

9. 对上极限写出与命题 3.6.3 对应的结论，并作出证明. 

10. 证明公式 (3.5). 

11- 证明命题 3.6.5. 


§3.7 对于教学的建议 


3.7.1 学习要点 

1. 本章中相当多的内容都是为数学分析的整个理论展开做准备工作的.对初 
次接触实数系基本定理的读者来说，应当脚踏实地将每一个定理的条件、 
结论搞清楚，并至少对每个定理能独立证明一个常见的命题或习题.与其 
他内容的学习一样，看别人的十个现成的题解还不如自己动手做一个题.当 
然，一开始时不看书上的题解而能将它正确地复述出来也是学习的一种方 
法.但在这个基础上还是需要自己动手做题. 

2. 另一种方法也可以用，这就是先重点学会其中的一个 定理. 例如闭区间套 
定理，由于有 Bolzano 的二分法等方法可用，下手比较容易.初学者可以尝 
试用它去解决几个问题,如在后面连续函数理论中的许多命题，或用于证明 
其他基本定理等.在比较熟悉之后再换一个工具.这样分段学习往往比较 
切合实际,有些教材就是如此进行安排的- 

3 . 本章的另一个内容是上、下极限.由于这是数列极限理论中最为精细的部 
分，又有三个等价定义从不同角度进行刻画，因此对初学者是比较困 难的. 
这方面较难的题很多,除了特别有价值的例题 3.6.4 外,本书均未收入.读 
者如在这方面有进一步的需要，可以从丨7, 43, 55】中找到更多的材料.应当 
指出，没有上、下极限的极限理论是不完整的.从例题3-6.1、 3.6.2 和3瓜3 
可见，上极限和下极限力很多问题提供了全新的方法，很有价值. 
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4- 对习埋课的建议 如前所述，在整个数学分析的内容中，本章是理论性最强 
的一章,因此对于初学者来说会有很大的困难.如何进行有良好效果的教 
学乃是教师和学生共同面临的问题.容易理解，敎学中的系统性和可接受 
性有时难以两全.因此,除了少数教材外（例如[14,刚等)，在大多数教材 
中都采取了分散难点的安排方法.本书将它们集中在一章里,便于参考，但 
应当按照初学者接受知识的规律来使用这些材料. 


3.7*2 —埋多解 

在本节中举一个非常简单的例题，但尝试用毎一个基本定理对它作出证明 
(其中的方法均已出现),供读者比较. 

例鹿 3.7.1 如函数/在闭区间 [ a ，6] 上处处局部有界（它的确切含义在证1 
中写出)，则函数/在 [ aj 上有界. 

证 1 (用 覆兼 定理为工具） 函数/在 [ Ab ] 上处处局部有界 是指： 对每个 
[ a , b ], 存在邻域 0{ x ) 和常数 M & 使得 

|/0)| < M x Vx € 0( a;)n [«,&]. 

对 每个 ； r e [ a , fc ] 取定一个 O ( x ) 和相应的常数 A 4, 就得到了闭区间 [ fl , &] 的一个 
开 覆盖. 用覆盖定理，在上述开覆盖中存在有限于覆盖,不妨记为0 2 ,…，0„, 
与它们相应的常数记，… , M n . ，…，制„}，由于 

n 

Me [jo t , 

可见对于毎个 z e [士&]都成立 \ f ( x )\< M , 即函数/在 K &} 上有界. □ 

证 2 (用闭区间套定理和 Bolzano 二分法为工具）用反 证法.设/在 
上无界.记 w = a , i>i = b •在中取中点 ci =(句+ 6 i )/2, 得到两个子区 
间 [〜, A ] 和 [ Cl ! fei ]* 函数/至少在选两个子区间中的某一个上无界，将它取为 
[ a 2 M ] (若两个子 匡间上 /均无界则任取其一).这是构造的第一步. 

继续这样做下去,归纳地得到一个闭区间套它具有两个特性： （1) 
区间长度所成的数列收敛于0; ( 2 )每个区间上/都是无界的. 

用闭区间套定理于上述 {[ a n , b n } h 知道有 （e [ a , bl 使成立 

由于/在 [〜&] 上的局部有界性，对€存在邻域 0(0, 使/在 0(0 n hfr ] 上有 
界.将这个邻域的半径记为6就可以写出0⑹ = + 办但由于 S 是闭 

区间套的端点所成数列的极限， 存在' 使得 (^~ e,e + e ). 由于/在 
[ ajv , M 上无界,引出矛盾. 口 
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证3 ( 用 Cauchy 收敛准则为工具）这个方法的第一步与用闭区间套定理的 
证明相同.用反证法,构造利用/在每个上无界，存在〜€ 
[a n ，M， 使得 l/(Tn)l>n .由于 '和 ^ n+p (jp ^ N+) 都属于 [On，M， 因此有估计 

— < 2«-1 ^ - a ). 

这表明 {〜} 是基本数列.由 Cauchy 收敛准则知道{、}收敛.圮其极限力 f 
由于/的局部有界性,存在 e > 0和 M > 0,当 x e (e — K + e) n [a』 时 
成耷 |/(;r)| < M .又因 { x n } 收敛于6对上述 e > 0,有 JV, 当 n > iV 时，成立 

一 4 < e. 

于是当 n > N 时有 [/{x n )| < M, 又对毎个 n 有|/(&)| > n ，引出矛盾. □ 

证4 (用单调有界数列的收敛定理为工具）用反证法.设/在 [ a 刈上无界, 
则对每个 n ， 存在 〜 e [ a , b ], 使 \ fM \> n . 这样得到一个有界数列 {〜}. 利用 
例题 3.3.1, 在中有单调子列{^}收敛.记其极限力$即有 

由于/的局部有界性,存在 e > 0和 M > 0,当 a： e (( - e， $ + e) n [«， &] 时成立 
|/(x)| < M. 

由于 {; J 收敛于 C 对上述 e > 0,有圹当 fc > ii ： 时，成立 -^|< e. 
于是一方面应当对所有 fc > K 有另一方面又有 \ f ( x nH )\ > 
n k ^ k , 这在取 fc 二 mBx{K + 1, [ M ] + 1} 时就不能相容.引出矛盾. 口 

证5 (用凝聚定理为工具）这个证明与上一个证明几乎相同，只是在用例 
题 3.3.1 时改用凝聚定理而已,细节 从略、 □ 

证(用确界存在定理和 Lebesgue 方法为工具）定义数集 
A = { e [a, 6] 1在区间 [ a t a ： l 上函数/有界 }. 

由于 a e A , 所以4 非空. 由于 A c [a,&], 因此， （=sup A ^ 6. 

从数集 A 的定义可以看出，它有个明显的特点，即如果有 W><i 使?4那 
么<= A 于是当 a < z <^^ su P AH , 就哥以证明! ¥] € A 实际上，因为 
《= sup 4而名 < 6因此存在某个 yeA ,^ z < y < t 再结合前而所说的特点， 
可知 [a, 4 C A 成立. 

现在我们证明有 卜 b . 反证法.如有€ < 6,则从/的局部有界性知，存 
在 e > 0,使/在 + [ a , h ]) 上有界.可以不妨设已有成 

立，从上面的讨论知道 [aj - e}c A . 这样一来可以看出，/在区间 [ a ^ + e ] = 
[a， 《- s] u [^ - £,^ + £] 上也有界，因此^ £ e A. 选与《= sup A 矛盾. 

由于/在点&局部有界，有〆 > 0,使/在丨& - 上 有界. 由上又知/在 

[ a . b - e 1 ] 上有界，因此/在 [a,b] 上有界洞时也证明了 b = sup ASA). □ 
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评注可以看出，由于几个基本定理彼此等价，因此对本题都有效.但又由于 
各个基本定理的内容和角度都不一样，因此所作出的证明可以很不相同 - 

对比前两个证明是很有教益的.覆盖定理在从局部性质推出整体性质时的 
运用非常自然.但闭区间套定理恰恰相反,它是通过构造闭区间套的方法从某种 
整体性质推出在某个点附近有某种局部性质(请参考例题 3.2.2 后的注).这与本 
例题中的要求方向相反.因此只能是用反证法. 

还应看到,即使用同一个基本定理，也可能有不同的方法.即使方法相同也 
还可以有不同的细节.可以 认为： 数学分析与大千世界一样，在其中的发现也是 
无穷尽的.有志的初学者也可能作出新的发现. 

3.7.3 参考题 
第一组畚考 S 

1. 证明：数列有界的充分必要条件是它的毎个子列有收敛子列. 

2. 证明： 数列收敛的充分必要条件是存在一个数 a , 使数列的毎个子列有收敛 
子 a 的子列 - 

3. 证明： 在有界闭区间上的无界函数一定在这:个区间的某一点的每一^邻域 
中无界. 又问: 在开区间上的无界函数是否有与此类似的性质？ 

4. 设函数/在区间(«,6)上定义,对区间 （〜&) 的每一个点匕存在5 > 0, 

当: T e (e - n («,&) 时，如 Z < 《，则 /㈤ < /⑹，如 X > e， 则 

f ( x )> /⑹. 证明： 函数/在 (a,&) 上严格单调增加- 

5. 试用上、下极限的工具证明第二章 2.4,1 中的 Stolz 定理. 

(参考 3.6,4 小节的题 3 .) 

6. 设 { x n },{ y n } 是正数列.在以下乘积均有意义时 证明： max n Um 

n—HXf n^oo 

lim ( x n y n ) € hm x n lim lim { x n p n ) ^ lim x n lim 如- 
7 ■设 { x n } 为正 数列- 用上、下极限证明：若 lim = Z ，则 lim 

K J n—*oo x n n—+oo 

8. 若对子数列 { a n } 的每个子列 { a nk } 都有 t lim 〜 … 
证明 ： lim = a . 

n—^oo 

9 . 设 {^ T *} 为正数列,证明：( 丄 + : ft：t：1 一 lj > L 

10.设为正数列，证明：冗 / ^ i +^ n+i \ “ 

TW TO \ 0C n J 
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第二组参考届 

1. 证明： 对于中的任何两个正数 d ，&， 如有0 < a < 6,则存在一个自然数 
n 、 使得 wa > &. (这个结论称为 Archimedes 公理或原理 .） 

2- 设有两个非空实数集4和 S ， 满足 条件 ： ⑴ R = A U (2) 在 A 中的每 
一个数都小于 B 中的每一个数， 证明： 或者 A 有最大数而 S 无最小数，或 
者 S 有最小数而 A 无最大数.（这就是 Dedekind 的连续性定理或公理，它 
与实数系的每一个基本定理等价 -) 

3. 证明： 将实数 H 分成两个非空集合4和琴则或者 A 中有数列收敛于 S 
中的点，或者 B 中有数列收敛于4中的点.（这个结论称为实数的连通性， 
它与实数系的每一个基本定理等价 .） 

4. 试用扭缩映射原理证明数列 


收敛，并计算其极限. 

(即用压缩映射原理重做第二章的第二组参考题比.） 

5. 若对于每个数列 { y n }, 成立+ y n ) = Um + liin y n , 证明数列 

n^oo n—too n—too 

M 收敛. 

6. (1) 设 { a ： n } 为正数列，且 lim a：n = 0. 证明：存在无限多个 n , 使成立 

KXJ 

= 1 ， 2, - ， . ， n — 1- 

⑵设 M 为正数列，且有正下界.证 明：區 

Tl — +00 

7. ^ y n = px n + qx 7 l + i,n e N + J 其中 bl < M . 证 明：若 {如}收敛，则 M 
也收敛. 

8. 设 M 有界，且+ 2 x n ) = >1. 证明 { x n } 收敛，并求其极限. 

9. 设 a = smn , n G N * 证明数列 { x n } 的极限点集合为[-1, 1]. 

10.设{^}有界，且 Jim ( x n+1 - x n ) = 0.将 { x n } 的下极限和上极限分別记 
为/和 证明： [ i f L ] 中的每一个点都是数列 { x n } 的极限点. 

(众所周知，本题的条件与基本数列的条件差得很远，一般来说当然不能保 
证数列 M 收敛.但是1976年有人发现，如果 { x n } 是迭代生成数列，则 
从 Jim ( a : n + i - a : n ) = 0 t 差不多就可以推出 { x n } 收敛，从而丨= L . 确切内 
容第五章第二组参考题的题 20.) 



第四章函数极限 

本章为一元函数的极限理论，是数列极限的推广.由于数列也可看成是以正 
整数集 N + 为定义域的一元函数，所以我们约定，本章及以后凡讲到一元函数, 
若不另作说明的话，其定义域一般均为区间或区间的并.按照流行的术语,也就 
是说以下讨论的一元函数的自变量均为连续而不是离散的. 

本章计算函数极限的方法只是在数列极限的基础上引申出来的一些基本方 
法.计算函数极限最有力的方法，即 L ' HospitaJ 法则和 Taylor 公式，均以一元微 
分学为基础,将在 §8.1 和 §8.2 节中介绍. 

本章的前三节依次为函数极限的定义、性质和两个重要极限.在 §4.4 节对 
无穷小量、有界量和无穷大量作一个小结，重点讨论等价董代换法,并指出乱用 
这个方法会造成的错误.最后一节为学习要点和参考题. 

§4.1 函数极限的定义 

4.1*1 函数极限的基本类型 

函数极限有多种类型，本书中将下面定义的函数极限称为基本类型. 

1- 函数/在点 a 处有极限(即收敛)的定义是:存在数人使得函数/(4在 : r 
趋于 a 时以4为极限(其定义见下一项). 

2. 函数/⑷在; r 趋于 a 时以乂力极限(或函数/在点 a 处有极限4的定 
义 是：设 A 乂 € R ， 函数/在点 a 的一个邻域中有定义，若对每一个给定 
的 e > 0,存在5 > 0,使 得当 ; r € (^( a ) - { a } (即0 < b < <5)时，成立 
|/(; r )- 伞 e . 

3. 上述定义用逻辑符号 V 和3可简 写为 : Ve > 0, 3<5 > 0, Vz e O s { a ) - { a }, 
成立 1/(4 一 4 < e . 

4. 若函数 /(4 在; c 趋于 a 时存在极限 A 则记为 d 或 /( z ) _ 
A ( x ^ a ). 注意： 数列 K } 收敛于可简记为 a , 但在函数极限的 
记号■/ ㈤ — 4卜 — a ) 中的 （ a :— 岣一般不能省略(除非另有约定). 

5. 函数/ ㈤ 在^趋于 a 时是否收敛，在收敛时极限是什么，这完全由函数在 
点 a 附近（但不包括点 a ) 的性质决定 t 因此是函数在 a 附近的局部性质. 
初学者应注意这个特点在解题中的作用，并由此体会函数极限的意义 - 

6* 中学教材里的初等函数均成立 lim /(4 = /( a ). 实际上这是函数 /( or ) 在 

点 a 处连续的定义，它是下一章的内容.但对于高等数学来说，将函数的极 
限和连续这两个有密切联系但又不同的概念区分开来是必要的. 
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第四章函数极限 


7. 称 Orf ⑷ — {4 为点 a 的一个去心邻域（或空心邻域 ). 注意 : T e Os ⑷— 
{a} 0 < It — a| < «? 3 ; £ (a — 5)\J (a + JJ. 


4.1.2 函数极隈的其他类型 

首先,恰如在数列极限的情况那样，在记号 Um /( x ) = A 或 /( a ) 
a ) 中的4既可以是有限数,又可以是 oo , +00 ^ oo . 

其次，在记号 lim />) =- 4 中的 a 也可以从有限数换为 oo, +oo 和 -00 中 

sc—►a 

间的任何一种.在今后可用记号 /( oo ),/(+ oo ),/(- oo ) 表示这三类极限- 

还有，在 a 为有限数时，自变量 Z 趋于 a 时又可以受到 a ; < a 或; tr > a 的限 
制,这样一来又产生两种单侧极限，即左侧极限与右倒极限,分别记为 

lim /⑷与 lim f{x). 

a _ r— 

此外,单侧极限还有自己的特殊记号： /( O 与办+). 

因此从函数极限的基本类型 

lim f(x) = A (4.1) 

x—m 

出发,其中 z — a 可以换成 x —^ oo ^ x + oo , x - oo , a ； — 和 a : — £ t + , 共 
有 6 神.另一方面，在 (4.1) 中右边的（有限数 ) 4可以换成 oo , + oo 和 - oo , 共有 
4种.这样组合就可以得到24种不同的极限.在4不是有限数时可称为广义极 
限（或非正常极限).如果再加上数列极限和无穷大数列，就一共有28种. 


4.1.3 思考題 

1. 以下几种叙述能否作为函数极限 Um /(W = 4的定义？ 

⑴ Ve >0, 3 S > 0 > \/ X € ⑷〜 { a }， 成立 \ f { x ) 

(2) Ve >0, 35 >0, Vare 0 6 ⑷ 〜{«}， 成立 |/(4 - A\ < ke (fe 力常数)； 

(3) VneN + , 35>0, Vx € 0咖） 一{< 成立 \ f { x ) - A | < 1/ n ; 

(4) Ve > 0, 3«, Ojl ( o ) - { a }, 成立 j /(; r ) - A \ < e . 

2. 以下几神叙述能否作为函数极限 lb / P ) - 乂的定义？ 

x—*n 

(1) >0, Ve >0, Osia ) - { a }, 成立 1/(^) ~ A \ < e ; 

(2) V 5 > 0, 3e > 0, Vx e Os{a) - { o }, 成立 |/( 忠） - A\<e\ 

⑶当尤 充分靠近 a 时， / ⑷越来越接近 A 

3. 用对偶法则 给出: ( l ) u f { x ) 在点^不收敛于的正面 叙述; ⑼ *7(4 在点 
a 处没有极限”的正面叙述. 
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4. 怎样用正面方式叙述以下否定性概念： 

(1) lim /( a :) ^ A \ (2) lim f ( x )^ A ; 

a—+oo a?—»■—cso 

(3) lim f { x ) ^ oo ; (4) lim f { x ) ^ A ; 

x^a i—a _ 

(5) lim f ( x ) ^ + oo . 

x — 


4.1.4 例題 


请初学者在以下例题中注意：处理函数极限的方法与数列极限类似，但还是 
有自己的特点.我们从最简单的例题开始，逐步增加复杂性. 

例應 4.1.1 证明 lim 卜/ =2* 

SP— X — 丄 2 

证根据极限定义，尽管函数/ ㈨ =在 z = 1没有定义，仍可以考 

T 一丄 

虑它在该点的极限.由于在$ — 1的极限定义中^7^1,因此在函数/的分子和 
分母中的因于0： - 1可以约去.这样就有 


1 /(^) 一 2 != 



— 2 


— |x — 1 . 


对 £■ > 0,取6二 e t 就可以使0 < | a ： - 1| < <5时,成立 l /{ x ) - 2| < £■ D 


例题 4.1.2 眾极限 lim (； r 2 + 5 ). 

ff—i-I 

解将 P +5 写为 2 ： 2 + 5=(怎-1) 2 +2( 3； ~1} + 6，可见极限会是6.分析 
|(s 2 + 5} - 6| — |(x — I) 2 + 2(x — 1)| = ji - 1| • jx + l\, 

不妨一开始就限制 5 < 1, 也就是说将 x 的范围限制在阼 - 1| < 1 ( 即0 < a : < 2) 
之内.这时因子 b 十< 3 , 因此对于给定的£ > 0, 只要取 <5 = min (1 ，去^， 就 

可以从0 < > — 1| < 5得到 

| a ；2 + 5-6| - | x + ll -! a :- l | ^3 |x - lj < 35 d 

因此所求的极限确实是 6. 口 

注 虽然本题很简单，但仍值得注意.由于极限类型是1 — 1，因此关键在于 
找出因子 (^-1). 与此相反的是,另一个因子1^ + 1|是非本质的，问题只在于如 
何估计.本题的方法在函数极限问题中具有典型性.这就是对尚未确定的 5 事先 
加一个限制,然后估计就容易了.这完全相当于在数列极限的讨论中，在对 e > 0 
取炅时,可以根据情况假定#已大于某个值,然后再求出最后的在讨论函 
数极限时（以基本类型为例)，由子问题只与/在点 a 附近的性态有关, 
因此可以根据需要取 alT 某个邻域，将讨论限制在这个邻域中. 

思考题对多项式 pn (^) = . .+ a n 证明 ： lim p „( a ；) = ⑷. 

x -^ a . 
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例题 4.1.3 证明 lini sin a : - 0. 

it — 0 

证1根据定义，对 e > 0,考虑不等式 -e < sinx < e . 不妨设已有 e < 1. 

利用反正弦函数,上述不等式等价于 

— arcsin e < x < arcsin e . 

因此只要取 6 = arcsine , 就保证当 ㈣ < <5 时成立 jsina :| < e . □ 

证2从第一章中的三角函数不等式(即命题 1.3.6) 可以知道不等式 IsimK 
M 对一切$成立.因此，对给定的£ > 0,只要取 <5 = e 即可. □ 

注这个例子似乎太简单,但还是值得分析.证1是求解不等式，这种方法 

不可能解决稍为复杂一点的问题(参见 2.1-3 小节对数列的讨论).证2利用了一 

个基本不等式 Isin^l ^ | x | ; 处理就非常 方便. 这就是适当放大或者说简化方法. 

例如，用同样的方法，几乎原封不动地就可以证明 

lim a: sin ——=0 ， 
s -+0 a ? 

例题4丄4证明、，(沾+卜 fe - 1 ) =° - 

证在这里作代換 i 

y l-x 

是很合 适的- 由于 a ： 4 1一 M 4 +00,因此只要证明 

lim (\/没 . 1 一 \/沒 一1) = 0. 

鉍4+00 

由于1/ — +00,可以假定1/ > 1已成立.这时就可以估计出 

到这里已容易看出，只要令 y > M^l + 4/ e 2 , 就能使得 

__ - ___ 2 

0 < \J ^ + 1 — \Jy 二 \ ~ 〈 s. □ 

y/V — 1 

例题 4.1.5 设已知 lim /( x ) = a , 证明： lira ㈣ ⑷] - fl . 

+oo a:— ►十 oo X 

证利用关于整数部分记号 M 的基本不等式是本题的唯一要点.从 

xf ( x ) - 1 < [ x /( a ;)] ^ xf { x ), 

就有(设; C > 0) 

吵上：丄 =/ ⑸ - 丄 < < /(X) 

成立.令 Z — + oo , 用夹逼定理,可见所求证的结论成立. □ 
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我们经常发现，根据具体问题作适当的变量代换是非常有用的手段.这里有 
一个在求极限时作变量代换的合理性问题.具体来说，要求极限 

lim F(a :)， 

其中 F ( i ) = f { g { x )), 又已知 Jim 5 { i ) = A 和 = 5 .问:是否成立 

lim F ( x ) = lim f ( g { x )) ^ lim f { y ) - B , (4,2) 

x—^a y^A 

如果这并不是无条件成立的话，那么在什么条件下成立？ 

实际上, （4,2) 并不是无条件成立的.例如，设 a = 0,4 = 0,函数扒 z ) 三0， 

/(2/) = ( 1) ^ 0， 

卜 ，V / 0， 

则有/(5⑷）三1.由于 Um /( ? /)=0 1 lim /(咖 )） =1,因此等式 （4.2) 不成立. 

•y—+Q I—U 

在下一个命题中给出使 (4.2) 成立的三个充分条件,但都不是必要条件. 


命題 4.1.1 设 lim ff ( x )= A , Jim /( y ) = B 成立.如果满足以下条件 之一： 

1. 存在点《的^空心邻域⑷-{«}，在其中/ A 

2 . 工伽=制， 

3. yl = oo , 且 lim /(々）有意义， 

则成立 

lim f{g{x)) = hm f(y) = B. 

y—+ A 

证 （1) 对 s > 0,存在 (5 i ；> 0,使得当 0 < < & 时，成立 \f(y)-B\ <e. 

不妨假定已有七 < 成立.又由条件 Hm S ( x ) = 4对上述&有 t ? > 0,使得 
0 < |:r - a | < 7?时，成立 | 5 (^) -A\< 据条件又有0 < \g(x) - A\ 成立.因 
此就成立 l /{ s ( x }} - < £■ 这就是 lim /( g { x )) = B . 

I—*-o 

(2) 这时 lim/(?/} = f{A) = B. 从而知道对每个 e > 0, 存在 5] > 0, 使得 
]y~A}<6 1 €成立 } f ( y ) - / ⑷ I < 〔又由条件 lim ? (x) = A, 对上述 <5! 有 

V > 0, 使得 0 < |x-«| < q 时，成立 | 5 ( x )- A | < 6, 从而就成立 \f(g(x))-f(A)\ < 

这就得到 lim a /(^( x )) - f{A) = B. 

(3) Kifife f{y) - B 为有限数的 情况. 这时对每个 e > 0, 存在 M > 0, 

使得 M > M 时二 I 立|/(沒) -B\<£. 又由条件 lim 3 ㈤ = to ， 对上述 M > 0 有 
打 > 0, 使得当 0 < I 工一叫 < 时，成立 Iff(x)| > M, 从而成立 |/QK ； e)) -B\<S. 
这样就得到 lim f ( g ( x )) ^ B . □ 

x—^a 
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思 考题设 lmi ff ( x ) = A , \mjiv) - B , 证明 lini /(^)) 只有 3 种可 能性: 
⑴ lim /( p (^)) = B] (2) lim f{g(x)) = f{A)； (3) 极限 Um /(没 ㈤ ）不 存在. 

aj—»-o op— a m 

(本题来自美国数学月刊， 82 卷 （1 975 ), 6 34 4 页 .） 

下一个例题中的内容也经常出现在极限计算中. 

例题 4.1.6 若 lim f(x) = A > 0 ， lim g(x) = B , 是否有 lim f{x) 3 ^ = A B 

3 ； — >a x 一 f-tL x—^a 

成立？ 

解设已知 lim In a ： = In a (a > 0) 和 lim e * = e 6 成立（留作练习题 )■ 在这 

a—►a x ― 

基础上，分析以下推导（其中将#写成 exp [«]): 

lim f(xY^ — lim exp b ( ar ) In /( x)l = exp [ lim ( p ( ar ) In f{x))] 

X—¥a X—ia £—HI 

- exp [(lim 5 ( x))(lim ln /{ a ;))] - exp [Sin A ] = A B . 

可以看出其中只有 

lim ( In /( x }) ( a :)) = (lim ln /( x))(lim g ( a :)) (4.3) 

a :—mi x — a 3 *^a 

这一步可能出问题.实际上,在以下三种情况时等式( 4 .3)不一定能够成立.这就 
是 （1) A = 0,5 = 0; (2) A ; + oo ，万 = 0; (3) A =1,5- oo . 它们均使 （4.3) 的 
左方为 0. 00的不定式,因此不能用普通的乘法运算法则得到等式 (4.3). 按习惯 
将这三种情况分别称为 0 Q ， oo G 和1°°型的不定式. 口 

注从数列极限开始，除了常见的 j ，^,0. 00和 oo - oo 外,还经常遇到 

1 + 是1°°型不定式， { 砰}是 oo e 型不定式. 

如将后者取倒数，就是 0 Q 型不定式. 


这三种不定式.例如 ： f ( 


4.1.5 练习題 

以下各题要求按照函数极限的定义来做 - 



X — \/l — X 

x 2 

X 

+ x 一 2 




2 . 证 明 ：㉟ i ^-3^ + 2) 


1. 


-3. 


3. 证明： lim 


a ; 十 


!t—+oo x 2 — x 

4.当取什么数值时， lim , ^-« x 2 -x + 4 存在 ？ 此时极限为何7 


X 


5. 求 a , &，使 lim 


ar 2 + aar + & 


i ^2 x 2 - x -2 
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o , + sin — 

6 ■问： 使得 lim 的参数 a 是什么？ 

: T—M3+ X 

7. 证明 ： lim In x = In a , 其中 a > 0. 

a:—*a 

8. 证明 ：lim = e a . 

9. 证明 lim / ⑷与 lim /{ a : 3 ) 同时存在或不存在,而当它们存在时必相等 

x —*0 a：— 

10. 问 lim / ㈤ 与 lim /{ ： c 2 } 是否一定同时存在或不存在？ 

x—¥\J ar— 0 

11. 证明：如 T 定义的 Dirichlet 函数 


D ( x ) — 


{:: 


x 是有理数， 
® 是无理数， 


在每一点都没有极限. 

(试用几个不同方法证明这个结论.例如:从极限的定义出发，或者用下节 
中的 Cauchy 收敛准则和 Heine 归结原理 

12. 试举出一个在区间 (-oo, +00) 上定义的函数,使得它在点 a; = 1处有极限， 
但在区间的其他点都没有极限. 

13. 证 明：若 /为周期函数，且 lif /⑷二0,则/⑷三 0. 

14. 证明： 任何非常值的周期函数不可能是有理分式函数. 

§4.2 函数极限的基本性质 

4.2.1 基本性质 

数列极限的一系列基本性质都可以移植到每一种函数极限(或广义极限)上 
去.对于基本类型 lim /(岣= a, 以下几个基本性质或定理在教科书中都有证嘆: 

Z—+Ct 

1. 函数极限如果存在,一定唯一. 

2. 函数极限的局部有界性定理 t 即若函数在点 a 有极限 t 则函数在点 a 局部 
有界（可以在点 a 无定义). 

3. 函数极限的局部比较定理，包括局部保号性定理* 

4. 函数极限的四则运算 - 

函数极限的其他基本性质，包括单调函数必有单侧极限(或广义极 限)、 Heine 
归结原理和 Cauchy 收敛准则等,将在下而作为基本命题逐个介绍. 
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4.2.2 基本命顴 

在单侧极限与非单侧极限之间有重要的联系（它的证明留给读者)： 

命题 4.2.1 设 a 为有限实数，则/(^) = ,4的充分必要条件是 /( f ) = 
/( a +) = A 其中4可以是有限数，也^是无穷大量 ■ 

与单调数列的情况相似,有单调函数的极限存在定理（以下只是一种情况). 
命睡 4.2.2 (单调函数的单侧极限存在定理）设/在区间 ( a ,5) 上单调，则 
f { b ~) = lim f { x ) —定有意义.当/为单调增加时，如/在 （ M ) 有上界，则 

x ~^ b ~ 

f ( b ~) 为有暇数,否则 /(&_) = + oo .对/为单调减少有类似的结论成立 ■ 


证不失一般性可设/为单调增加.考虑函数/的值域,即数集 
S ={ y \ 存在 z e ( a , &)，使 y = /⑷ }■ 

分两种情况讨论. 

(1) 值域 S 有上界.由确界存在定理，存在有限数 )3 = supS * 我们要证明 

lim f{x) - 

由上确界定义知，对 Vs > 0,数 J 3- S 不是数集 S 的上界,因此存在吻 e ( a ， fO , 使 
/( x 0 ) >/3 -匕 取 5 = b — 工 0 ,则当 0<6-a:<5 二 & 一邱时,也就是 x 0 <x<b 
时,成立 

^-£< / Oo ) € /( 工 H A 

即 \f(x) -/?| <£. 因此得到 ^lim f(x) = /(&_)=/?■ 

⑵值域5无上界.这时 sup 5 = + oo . 对任何给定的数 G > 0,都存在 
Xi e ( a ，&), 使 f { xi ) > G . 取 5 = & - h ， 则当0<& — 3；<5 = &-3：1 时，也就是 
h < ar < b 时，成立 

f(x) ^ f{xi) > G, 

因此得到 lim /㈤= f{b~) - +oo. □ 

Heine 归结原理是函数极限的又一个基本性质，它是沟通函数极限与数列极 
限的桥梁.利用这个原理，可以将许多函数极限问题归结为数列极限问题去解决， 
因此具有独特的重要性.此外，它的证明方法也是极限理论中的基本内容 - 

命题 4.2.3 ( Heine 归结原理）设 a，A e R ‘ 存在极限】/(4 = A 的充分 
必要条 件是: 对满足条件 x n ^aWne^ + , lim 的¥冬数列{〜}，都有 

fl ■■ 

lim f{x n ) = A. 

n—foo 

证先证必要性.既然极限 / ( ㈨ = 4 存在，因此对> 0,有5 > 0,使 
得当0 < - aj < «5时,成立 \ f ( x ) a - A \<£. 如果数列 { x n } 满足定理中所说的 

条件,则对上述5>0,存在 JV , 当 n > JV 时，成立0 < 一 — … < 5. 因此也就有 
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收 n ) - A \< e . 

这就证明了数列 { f ( x n )} 收敛于 A . 

再证充分性.这时对每个数列 { x n h 只要它满足条件 x n 54 a Vn e N +J 
lim ^ 二 a ， 数列 {/(〜)} 就一定收敛于 A . 用反证法.如果结论 lim /⑷二 A 

n—^oo x^-a 

不真，则由对偶法则（见§1. 4 节）知存在一个印 > 0,对于每一个6 > 0,存在 z 
同时满足条件0 < | a : — d | < (5 和 \ f ( x ) - A \^ ^ Q , 

取心二 1/ n , 将上述 z 记为并对于每一个 n e N + 都这样做，就得到数 
列{&}，它满足条件 

1 

0 < < 一 ， \ f { x n ) - A | ^ e 0 > 0. 

n 

容易看出两点： （1) 这个数列 { x n } 满足定理中对它的全部 要求; （2) 数列 {/(^ n )} 
不会收敛于 A 因此与定理的条件相矛盾. 口 

注在数列极限中有一个与 Heine 归结原理相似的 命题: 数列收敛的充要条 
件是其每个于列收敛于相同极限.由于数列本身也是一个子列，因此选个命题的 
充分性只是空话.但其必要性的证明与归结原理的证明确有类似之处. 

Heine 归结原理还有一个变形,有时也很有用. 

命题 4.2.4 ( Heine 归结原理的推论）函数/在点 a 存在极限^土/卜）的 
充分必要条件是：对满足条件 N+，Jim = a 的每个^:°列 { x „} } 
对应的数列 {/(〜)} 一定收敛. — 

证必要性不成问题,讨论充分性.为此只要证明，在命题的条件下,所得的 
每个数列 { f ( x n )} 都收敛于同一极限，然后就可用 Heine 归结原理. 

用反证法.假设存在两个数列{知}和 { y » h 分别满足条件 x rt ^ aVneN +, 
lim a: n = a 和如 / a Vn e N +, lim y n = a , 而且有 

n — n ― i-oo 

lim f ( x n ) = A lf lim f { y n ) = A 2 , A X ^ A 2 ., 

n—oo u —hoo 

这时我们可以构造一个新的数列 { Zn }, 只要令= X k > Z 2 k 二 Vk (kG N +) 就 
可以知道它满足条件 ^^ aVneN +! lim ^ = «,但同时 {/(&)} 发散.因为 

n—^cc 

它的奇数项于列和偶数项子列收敛于不同极限.这与本命题条件矛盾. 口 

函数极限的基本性质，从极限的唯一性定理到四则运算法则，一般地说至少 
可以用两个方法来证明.第一个方法就是仿照数列极限理论中采用的方法，第二 
个方法就是用 Heine 归结原理将问题转化为数列的相应问题去解决.以下举一 
个例子来说明后一个方法. 

mm 4.2.1 (函数极限的除法运算法则 ） 如果有= ,4, lim g ( x ) = 

x—*a x 一 a 

s , a s / 0,则成立 
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lim 


/⑷ 
9{^) 


lim f{x) A 

lim g(x) B 

J—►O 


liE 根据 Heine 原理的必要性,对任意数列 {a n }, 只要满足条件 
N + 和 lim a n = a , 就有 

n—H30 

lim f(a n )= 欠和 lim ^( a R ) = B. 

n—>oo ti — ► oc 

应用关于收敛数列的除法运算法则,知道有 


g(a n ) lim g(a n ) B 


再根据 Heine 原理的充分性,既然对满足上述条件的任意数列 {〜} 有 


lim 


fM 

1 gidn ) 


A 


那就得到 

v m a ( 鰓彻 ) 、 n 

9 { x ) - B (- Uni p{rc) J * 

与数列的情况类似，可以从函数 / 在点 a 附近的性态本身判定它在点 a 是否 
收敛. 这就是函数极限的 Cauchy 收敛准则*在以下证明中我们可以看到 Heine 
归结原理是如何起作用的. 

命题 4.2.5 (函数极限的 Cauchy 收敛准则）函数/在点 a 有极限的充分 
必要条 件是: 对每一个给定的 e > 0,存在 J > 0,使得对于在 0 6 ( a )-{ a } 中的每 
一对点 W， 满足不等式|/(約 — f ( x t ! )\< e . 

证先证必要性.由函数/在点 a 有极限知，存在 A ， 使/(4 = A 因此 
对任意给定的^ > 0,存在 d > 0,当0 < b - a| < 时，成立 \ f ( x ) — A| < 于 
是当 a：i,^2 e OAa) - {a} 时，就有- 

~ /( 巧 )| < |/{^i) — A| + jA - /(a ： 2)| < 音 + 音 = e . 

再证充分性.按照 Heme 归结原理的上述推论，只要证明，凡满足要求4 # 
a Vn e N + , lim = a 的数列 {x n }, 它对应的数列 {/(x n )} 必定收敛. 

n—*-oo 

对给定的 e > 0,根据命题的条件,有5 > 0,当 e Os ( a ) - {a} Bt, 成立 
1/(x0-/M| < £ . 

由于 N+, Jlirn^ x n — a t 所以对上述 5 > 0, 存在 N , 当 n > N 

0 才，成立 0 < |3：„ - a| < 8. 因 j5 当 n , m > N 时就有 x n , x m € Os { a ) - {a}, 并成 

立 |/(^n) -<e. 
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这就是说数列{/(^)}是基本数列.从关于收敛数列的 Cauchy 收敛准则知， 
{/(〜)} 收敛. 口 

注可以看出，必要性部分的证明与数列情况的证明完全一样（参见命题 
3 A 1). 但是充分性部分的证明则是利用 Heine 归结原理转化为数列问题，然后 
利用收敛数列的 Cauchy 收敛准则，因而比数列情况的证明容易得多. 

4.2.3 思考埋 

1. 试就 lim /⑷ = 4 和 Um /( ： r) = 4 两类极限叙述极限的唯一性定理、 

— + 00 CE + 

局部有界性定理、局部保号性定理、比较定理、夹逼定理、 Heine 归结原 
理和 Cauchy 收敛准则. 

2 . 回答下述有关极限的四则运算法则方而的问题： 


(1) 若 Hm [/( x ) + g ( x )} 存在，则当 z 趋于 a 时在/⑷和的敛散性 
之 fiS 何联系？ 

(2) 若 lim /⑷存在 ， lim s ㈣ 不存在，则 Um / ㈤ 穿⑷是杏存在？ 

5C—Ml X — SC— 

3. 找出以下运算中的 错误： 


(1) lim„ 


x — 2 


(2) lim 


sm 一 ~-- 

x — 2 

sinx 


lim(a: -2} 

g —^2_ 

lim sin — 

at—2 UC 2 


lim. sin - — 

a ：—2 x — 2 


lim 


lim sin x = 0 • lim sin x = Q, 


x I—i'OO X X—^OO S — 

4. 对于极限的加法运算法则作出两个证 明：⑴ 用函数极限定义;⑺用 Heine 


归结原理. 

5 -对于各种类型的函数极限中 A ^ oo 但不带有确定符号的无穷大量的情况， 
夹逼定理不成立.为什么？举出反例. 


4.2.4 例埋 

例趣 4.2.2 证明：如果存在极限 lim (a sin a: 十 & cos ;r), 则只能是 a = & = 0. 

工 4+00 

证 1 记 f(^) — a sin a ： + frcoss . 令 = nn,n € N +， 有 f(x n ) — 

由归结原理 , {/(“)} 收敛，因此 6 = 0. 再令 < -(n+ +)ic，n e N +， 就类似地 
可得到 a-0. □ 

证 2 用反证法 . 若 a 和 b 不全为 0 ,则可以将函数改写为 
a sin a; + 6 cos x — v a 2 + siafa: + <p), 
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其中 沪为某 常数.取工 n = 2 rwi+~^~Jt - p 和4 = 2 抓一》分别代入，并令 n —^ oo , 
由 Heine 归结原理知两个极限存在且相等,这导致 - 0,引出矛盾. 口 

例题 4.2.3 证明函数 S i n j 在; c = 0处不收敛. 


证 1 ( 用 Heine 归结原理） 考虑两个均为无穷小量的数列: 


x n = 


1 

2 nn + 号 


, y n = 


2 niz 


n € N + . 


则有 

sin -— sin(2mc + —) = 1, sin - = sin 2 mi = 0, n e N4.. 

2 y n t 

因此数列 { sin ^-}^ { sin - i -} 分别收敛于 1 和 0 .根据 Heine 归结原理,函数 

Vn 

sin 1在 z = 0 不可能有极限. □ 

X 

证 2 ( 用 Cauchy 收敛准则） 用反证法.若函数 sin 1在 z = 0处收敛，则 

X 

对6 = +,存在 <5 > 0,使得当0 < |/|, >〃| <6时,成立 

|sin^ -sina;"l < 备 . （ 4.4) 


现在令 


X 


Jt 


2nn + 


x 


2 nn 1 


其中取自然数 n 充分大，必可使条件 0 < |; r '|， |/| < 5 成立.这时总有 sin / 二 
l ， S in ： r 〃 = 0成立.因此 (4.4) 不能成立,引出矛盾. □ 


下一个例题是 Heine 归结原理在极限 liifi /(4 = 4上的推广，并具有一 

: T— 十 OO 

些新的特点.它在今后学习级数与积分时有一定的用处. 


例题 4.2.4 设 A 为有限数.存在极限 ^/( x ) = A 的充分#要条 件是: 
对每个严格单调增加的正无穷大数列{心}，¥有 lim /(^) = A 

71—^00 

证 先证必要性.既然啤/⑷ = 4存在，因此对 ^ > 0,有 Af > 0,当 

0J—*4-00 

a : > M 时，成立1/卜) 一 4 e .若 { x n } 满足题设条件，有 lim ^二 + CO , 则对 

n—►oo 

于上述 M > 0,存在 iV , 当 n > JV 时，成立〜> Af . 因此就有 j /(^) - A | < e . 
这就证明了数列 if ( x n )} 收敛于 A (这时 K } 的严格单调增加不起作 用). 
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再证充分性.这时对每个满足题中所说条件的数列 {〜} (即 {x n } 为严格单 
调增加的正无穷大 量)， 成立 lim f(x n ) = A. 用反证法.如果结论 Ihn /⑷= A 

n — i-oc x — *a 

不真，则由对偶法则（见 §1.4 节)知存在一个> 0,对于每一个 M > 0,存在％ 
同时满足条件 a: > M 和 |/(x) - A\^ £ 0 . 

任取 M > 1，得到以> M〗， 满足 l/h) -川 > eo. 然后取 M 2 = max{2,a：i}, 
m\ x 2 > M 2 , 满足 |/(x 2 ) - A| > £o . 归纳地进行下去,在有了〜后取 M n+1 = 
max{n + 1， tr n }， 得到 x n+i > M n+U 满足 \f{x n+1 ) - Aj > e Q . 可以看出，这样取 
出的数列 {〜} 是严格单调增加的正无穷大量.但对应的数列 {f(x n )} 不会收敛 
于 A 因此与定理的条件相矛盾.口 

思考题 Heine 归结原理的推论在这里也成立.试证之. 


4.2.5 练习题 


1. 证明： 

tfl 2^ 

⑴ j ^7= 0 ( a>l ， fc>0 ); ⑺ I in =0 > 0 ); 

(3) lim = 1 (a > 0}; (4) lim %/x = 1. 

x—^oa a—+oo 


2 .求 lim 


\/l + 


3 .求 lim 

r—I ■十 OC 


卜 +oo ^Jy2 + y3 _j_y 

a: — 1 

1 






x + 2 


4 -求 S 


X 2 + l J 

^/ TTx-i 


5. 设已知 lim 


x 

m 


0 X 


，其中 n 为自然数. 

: Z，b / 0,求 lim ^ (㈣ 


x 


a .- r aa v Vl + sinx-Vl-sina： 

6. 证明： lim -:- = 1. 

sin a: 

7. 证明： 在区间 (a,+oo) 上单调有界函数 / 一定存在极限 lim f ( x ). 

sc—* •十 oo 

8 . 设/⑷在区间 ( a , b ) 上力单调增加函数，且存在一个数列 {〜} C (a，b)， 使 
得 lim 心= b, iim / {^ n ) = A . 证明： （1) /在区间 ( a , b ) 上以4为上界; 

n—i-oo n— >00 

(2) \im f { x ) = A . 

27—i-D 

9 ■设 lim f ( x ) = A > 0 . 证明：对每个 c e (0,A), 存在 M > 0, 当 x > M 

x — ►+GO 

时,成立 /(X) > e. 


(这是对于极限类型为 Uy /㈨的保号性定理 .) 

X ―^ + 00 
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10‘设 f { a ~) < /( a + ), 证明：存在5 > 0,当 ； r G (a — (5， a ) 和汉 e ( a，a + tf ) 时， 
成立 / ⑷ < /( 双). 

11. 试用 Heine 归结原理证明单调函数的单侧极限存在定理. 

(这里先要将 Heine 归结原理(命题 4.2.3) 推广到单侧极限.注意这时在条 
件中的数列可限于单调数列 .） 


§4.3 两个貢要极限 


本节将以命题的形式证明两个重要极限.在它们的基础上可以解决许多极 
限的计算问题，特别是从这两个极限出发可以导出微分学中基本初等函数的所 
有求导法则（见 [48]), 因此是进入微分学之前的必要准备. 


4*3*1 


. sinx 

lim - 

x —*0 x 


在所见的多数教科书（例如 [14]) 中均利用三角形和扇形之间的面积关系得 
到初等不等式 

^uix < x < tana: Va: € (0, 了)， 

然后用于证明这里的第一个重要极限.在教材 [41, 中对这个问题采取了不同 
的处理方法.下面的证法见 數学的实践与认识， 4 (1987), 79-81 X - 其中 不需要 
命题 1-3.6, 但需要例题 4.1.3 的结论 Uni sin a: ^ 0. (那里的证 1 不需要用命题 
1.3.6.) 

命題 4.3.1 (第一个重要极嘏 ） lim -^ = 1. 

►0 X 

证在单位圆内用圆心角 2 X (0 < x < 分圆，作出圆的一个内接多边形. 
如果= n 为正整数，就得到内接正 n 边形.否则记 

' 7 C " 

11 — -, 

L x J 

就可以得到 圆的一 个内接 n +1边形， 其中的 n 条边所对应的圆心角都是 b •将 
余下的一条边所对应的圆心角记为黾,可以计算出有 


0 < ^a ； — 2it - 2nx = 2n — 2x 


' n ' 

0 / 71 ! 

\ n 1 


= 2 x ( - 

— 

Lx」 

V x 

. x . 


< 2x. 


又令& = 0对应于 7 t /; r 为正整数的情况.将上述内接 n 或 n + 1边形的周长记 
为&，就可得到 


S x 


= sino ： + 2 sin 


e x 




sin j ： + 2 sin 


0 X 

T 


^ sinx 

^ 2 k - 

x 


+ 2 ([ 含 ] _ 含 )^ + 2 细香 * 
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利用 lhn^inz = 0 (见例题 4.1.3), 可见有 

cirfc <y 

S^—2%- -+ a(l) (x — y 0+)- 

当; r — 0+时，上述圆内接多边形的每条边校都趋于0,因此就有 lunS x - 2 k . 
这样就得到 

lim ^- = lim d + o(l)) = 1. 
i^o+ x t-*o \ 2k } 

由于为偶函数，因此就得到所要求证的结果. 口 

注函数在理论和应用（例如信号处理）方面都很重要,也是数学分 
析中的重要例子 X 它在 I > 0的图像见图 4.2 ( a ) (又见图 8.7 ( b )). 在例题 8.5.2 
中研究了它的单调性.在 I == 0处补充定义函数值为1后，可以证明函数在该点 
无限次可微，它的 MacLaurin 公式见例题 7.2.3 (参见例题 8.1.9 的注解 3)* 它在 
积分学中还会一再出现（如例题11.3.1，11.3.2, 12.3,6 m - 


4.3.2 lim(l 4- x ) x — e 
这是 §2.5 节中极限 Jlirn ^ A + = e 的重要推广. 

丄 

命醣 4.3.2 (第二个重要极限） Um(l + x) x = e . 

a—+■□ 

证先考虑: r — 0+ 时的单侧极限(如图 4.1). 

对 a : € (0,1)，可有 n e N +1 使得 l/(n + 
l )< x ^ 1 / n 成立.实际上将这个不等式 
改写一下，即是 

n ^ < n + 1^ 

x 

可见 n 是由以下公式确定的： 

' 1 1 

n = ™ . (4_ S ) 

i 」 

这时就可以得到估计 

1+ 7rir) <(1+；E ) r < ( 1+ +) ( ( 4 . 6 ) 

其中的 n 由公式 (4.5) 与 Z 相联系.若将 n 看成独立的自变量,就有 



lim 




= e 和 



n+l 
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成立.因此对 Ve > 0存在 JV ， 当 n > iV 时,同时成立 


IV 

利用（4.5)，可见只要有0 < z 6 


< e 和 



1 

L rtn 1 v 


< £. 


(4.7) 


N + 1 


x 


n 


x 


> _ 1 > ]V 

x 


成立，从而由 （4.6) 和 （4.7) 得到 |(1 + x) s - e |<^ 这样就证明了 

丄 

lira (1 + a：) ^ 二 e. 

为了讨论 a ： — 0_，可以取 z = -怎,则当 a ： — 0-时 z — 0+,因此 


lim (1 + x) 




lim 


+ o + V 1 - ^ 


z 


lim I + ^ 

V 1 — z 


z 


i-^ 

z 


H 1 + T^T 


e , 


合并两个单侧极限就得到所求证的结果. □ 

注1对 (4.6} 不加分析就直接用夹逼定理是不妥 当的. 由于该式中间是函 
数，当然不可能用数列极限的夹逼定理.如果用函数极限的夹逼定理，则（ 4 .6)的 
两侧又是什么样的函数？为什么它们的极限都等于 

实际上该式两侧并非是数列（的通项)，而是 I 的函数.它们在每个区间 
[ k , k + 1 ) (ke N +) 上取常值.若将它们分别记为/和3,则先要证明当 Z — 0+ 
时它们的极限均为 h 在这以后才可以用函数极限的典逼定理.读者可以将这个 
做法与上面从单侧极限的定义出发的证明作比较 ■ 

注2将函数 （1 + xfi - 在 z = 0处补充定义使它连续后，就可以证明延拓 
后的函数在原点无限次可微.它的 MacLauriri 公式见例题 7,2.4. 

由以上两个童要极限可以导出以下几个基本结果.由于一般教科书中都有 
它们的证明,这里不再重复.要求读者能记得，会证明. 


tana ; 

fl) lim - — lj 

、' 1 aj-tO x 

ln(l + ar) 


( 3 ) ㉟ 


X 


1 -⑽怎 1 

( 2 ) ^ = T ; 

(4) lim -- - — lna (a > 0). 

x—^o x 


4.3.3 例題 

下面的 3 个例题表明，利用复合函数的极限方法，即变量代换法（参见命 
题 4.1.1), 可以扩大以上两个重要极限的适用范围（证明从略). 
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例题 4.3.1 若 lim 3 ⑺= 0,且当 t 时⑴爹0,则1巧= 

t — t 。 t—^to 9\^ / 

{ 1、吣） 

例题 4‘3‘2若 hm tf ( i ) = +oo (― oo) t 则 ^lim f 1 +~~ 办) 1 — e - 

例题 4,3.3 设 ⑷= 0,且 f ，* 0 时 3 ( t ) / 0,则 !n(1 g |^ - 


例题 4*3.4 求 lira ( cosac ) 


1 


解首先看出这个问题是1°°型的不定式,因此可以试用上述第二个重要极 
限.改写原问题 如下： ： 

■ f ^7i \ 


lim ( cosx ) x " — lini (1 - 2 sin 2 音) 


—— 

j —»■() V 2 / 


- 2 ain 3 -j- 
^~ 


2 sin 2 


由于把 —^ 


x 

T 


. X 
smy 

lim 1 1 

: r—0 


2 


X 

T 


，因此答案是 I/2 * □ 


l - 1- cos —— 

X X 


例题 4*3*5 求 llm (^in 
解与上一题类似地可将原式改写如下: 


+ ( sin ~ + cos 
V x 


lim ll+ sm- + cos--l 


$in 


丄-1 • (細 ++ C 08+ — 1) 

2 1 X 


可见只要计算出 


lim a : f sin — + cos - 1 ] = lim 

ar-^oo V X X } x-*oo 


sin —— 2 sin J —— 

x 2x 


x 


2rz: 


*2 


1， 


即知原问题的答案为 e . □ 

注以上两个例题的求解在写法上可以利用 W = e ylnu 和例题 4 . 3 . 3 改写 
如下（只写出后一例题)： 

lim xln (sin 丄 +cos —] = lim xln fl + (sin — + cos —- - 1) 
oo \ X X } L \ X X / J 

— lim x (sin — + cos —— 1 ], 

x^oo 、： T iT J 



114 


第四幸函数极 f 艮 


以下同上.又如果一开始作代换 V = 1/ A 则在书写上更方便一些. 


4.3.4 练习题 

1. 计算以下 极限： 


(1) lim ( — axctana ： 

x—^+csc \ 7C . 


tan x 


(3) 


(5) 鰓 


/ x 2 — l 
V x 2 + 1 


sin 2 x -2 sin a : 


x 


3 


(2) lim (sin x) 

上 _ 

(4) lim (cos i ) 2 ; 

(6) lim (1 — x) tan (■^"工) 


2. 注意以下两个“不等式”并求出正 确值: 


⑴1呼 

as-f+oo X 


3. 设 a >0，&>0, 求极限 lim 


(2) lim (1 + Jf ) x ♦ 

X—»+OQ 


>/6 

2 


(本题是数列极限问题，但现在可以用函数极限知识来解决 .) 

af + a | + • • • < 


4. 设 a !,，. -， a „ 为正数 ， n > 2, /( x ) 


n 


，求巧 o / ㈤ . 


n I 

5. 计算极限 fjcos ^, 并证明 Viete 公式 


JL = 
2 


+ 1 ■、+ + 去\/去 + l/F … 


(这是数学家 Vifete 在 1593 年发表的.它是数学史上第一次用无穷乘积来 
表示一个数，同时也是对于圆周率 n 的认识上的重大突破 .） 


§4.4 无穷小置、有界量、无穷大董和阶的比较 


从数列开始，就已接触到无穷小量、有界量和无穷大量的概念.在本节将介 
绍如何将它们用于函数极限计算,其中特别是等价量代换法将成为计算函数极 
限的基本方法. 



§4.4 无穷小壹、 有界童 、无穷大 黃和阶 的比较 
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4.4.1 记号 o ， 0与 


设/ ㈤ 和 fl ⑷在点 a 的某个去心邻域 0(a) - {a} 上 定义， 并且 s ⑷¥ 0. 
(对于 a 为无穷大量的情况和单侧极限等情况可类推 .） 

f( x ) 


/(x) 二 o{ff(x)) {x ^ a) 的定义是： lim 


S ⑷ 


0. 如果当 a ： — a 时/和 


都是无穷小量,则称/是比9更高阶的无穷小量. 

2. /(^) = o(l) {t ^ a) 的定 义是: lmi/(x)-0. 因此与数列情况一样，记号 
o ( l ) 用于表示关于某个 极艰过 无穷小量- 

/(^) 


3. f(x) = 0 (g(x)) {x ^ a) 的定义是:存在常数 M > 0, 使得 


£?(工） 


矣 M 在 


«的某个去心邻域上成立,因此成立不等式 j/ ㈤ U M \ g { x }\. 


4. f(x) = 0(1) (x ^ a ) 定 义是: 存在 a 的某个去心邻域，使/在其上有界.这 
与数列情况不太一样，在那里 0(1) 就是有界量，而在这里记号 0 ( 1 ) (x - a) 
用于表示在点 a 的某个去心邻域上的一个有界量，因此也称为局部有界量. 

/( 工） 


5. 如果有 lim 




A / 0,而且当 a : — a 时/和都是无穷小量(无穷 


大量)，则称 f 和9 是同阶无穷小量(无穷大量). 

/⑷ 


6. f(x) ~ g{x) (x -> a) 的定义是： lim 


咖） 


1. 如果当 $ — a 时/和 j 是 


无穷小量(无穷大量)，则称/和0是等价无穷小量（无穷大量). 

今后我们还将含有 o , 0 和〜 的等式称为渐近等式，并将/ ㈦ 〜咖 ） 卜 — 
a ) 说成是函数 /( 岣和$卜）当^ — a 时具有相同的新近性态.特别是当 
x — oo (包括数列极限中的 n — oo ) 时这种表述在数学中用得很广泛. 

7. 以上所说有关阶的概念还可以量化，其方法是对有关的极限过程取一类简 
单的无穷小量（或无穷大量）作为标准.下面只举出常用的情况.设已知 

/( 工） 


( x ^ a ). 若有常数 ce > 0,使得 lim 

s—»a 

f{x) 在 a ： -+ a 时是 a 阶的无努小量. 


(x - a ) 11 


f > 0 ,则称 


8- 在使用这些记号时，必需写出有关的极限过程.除了对数列可以不写出 
(n 4 oo) 外,其他极限过程均不可省略（除非另加说明).例如以下关于对 
数函数的三个性质当然是与相应的极限过程不可分开的： 

lux - = 。⑴ （i 一 卜 1 )， ktj; = o(x) (x —* +oo), lux = o (t) 0 — o + ). 
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9. 下面是几个重要的极限关系（其中第⑺题见下面的例题 4.4.4): 

(収 — 1 ~ x ( a ： — + 0); (2) sina：c ( a ： — 0); 

(3) ln(l + a :)e ( a ; - > 0) ; ⑷ 1 - cos a : ~ -^- i 2 ( a ： ^ 0); 

it 

(5) In a: = (a: —> 0+) (a > 0); ⑹;] = o(a*) (x —> +oo) (a > 1); 

⑺ ( i + xr-i CX-CC (x -* 0); ⑻ axctana : ^ a ; (ar —> 0). 


上面引进的一些记号，即 o ,0，~ 和关于阶和等价的概念在处理函数极限时 
是很有用的工具，但这里对初学者来说同时也有许多陷阱，很容易出错- 
在使用0,0, 〜时， 除了必须写明极限过程之外,还要知道以下两点. 

首先,含有 o ,0 的等式，即渐近等式 t 与普通的等式大不一样.它们并不是量 
的相等，面是代表在极限过程中的关系.其次，它们一般只能从左往右读，而不能 
从右往左读.例如 

0 ( 1 ) = 0(1) {x -+ a }, 

它的含义是:若/⑷具有性质= 0,则/(4在点 a 的某个去心邻域上 
有界.可见这样简短的一个等式文字表达，就是:无穷小量必是局部有界量. 
理解了这一点后,不难看出 

0(1} = 0(1) (x — a) 

是错的，因为在点 a 附近有界的函数在点 a 处当然不一定收敛于0,或者说，局 
部有界量当然未必是无穷小量- 


例期 4.4.1 证明 0(; c 3 ) = ( a : — 0). 

证 裉据题意，设在某个0⑼- {0} 上有界,即存在 M > 0和 <5 > 0, 
当0 < M 6时，成立 \ f { x )\ ^ Mx \ 于是当0 < 问 < 5时有 



因此令 z — 0 时上式的极限为 0. 这就是/⑷ = (z — 0). 这样我们就证明 
了当 /⑷= 0(3： 2 ) (T 0) 时，一定就有 /㈤ = 0(2：) (3； — 0). □ 


例題 4.4.2 证明 COSZ = 1 + 0( t 2 ) (x — 0) 成立. 

证已 知有^ = 因此存在 <5>0, 使得当时 
有界 ■ 这就是说 cosx-l = 0 ( x 2 ) (x - 0). 再移项 即得. □ 
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关于无穷小量的阶可以从前面的许多例子得到理解.例如，当 I — 0时 ， Sim 
是一阶无穷小量，1 - COS a; 是二阶无穷小量 , sinx - tanx 是三阶无穷小量等等 
(后者见例题 4-4.5). 又由此可见 sinx = 0(； E )， l^cosx^O{x% sin a; — tanx = 
0( x 3 ) (x ^ 0). 但并不能从这三个公式推出关于阶的结论 - 

应当指出，无穷小量（以及无穷大量)不一定有阶. 

例理 4.4.3 证明： 当 ； c — 0时无穷小置 a ： sin 丄没 有阶. 

X 

证这只要观察 

xsin — 
lint -- 

芯 — 0 尤 a 

即可.如取 a > 1，则上述极限不存在.但若取 a < l , 则上述极限为0,因此没有 
阶-但是也可以说它的阶比任何 a < 1高. □ 

当然有 a : sin — = 0{ t ) t 工 sin 丄= o ( ar a ) V a < 1 (x —» 0). 

X X 

最后再举出两个用等价记号 ~ 刻画的重要渐近公式. 

a. 关于阶乘的 Stirling 公式： 


它的证明将在积分学中给出（命题 11.4.2). 

2. 如果将不超过 z 的素数个数记为<^),则有素数定理： 

n(x) ~ ^— (x -+ +oo). 

mx 

素数定理是数论中的重要定理. Legendre 和 Gauss 通过实验提出了猜测 . 
Hadamarti 和 de la ValMe 于1896年分别独立地给出了素数定理的第一个 
证明.1949年, Selberg 和 Erdos 又给出了它的初等证明.（例如可参考华罗 
庚的《数论导引》.） 


4.4.2 思考题 

1. 10- looo V - lol °, 叫 sinz 是岳是无穷小量？ 10 10 000 ) e lol ° J ^,^(«> l ) 是否 
是无穷大量？ 
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2. 确定以下极限是否存在,若存在则等于什么？（观察图 4.2 中的图像 .) 


⑴ 

a =—0 


sin a： 
x 




(5) lima: sin a:; 

z —0 

(7) lini 丄 sin 丄; 
x x 


( 2 ) 


sinx 
lim -- - 

； p—+ OQ X 


(4) lim x^m —— ; 

ST-+O 0 X 


(6) lim jcsin^; 

a:—oo 

⑻ lim 丄 sin 丄, 

a：-*oo x x 





图 4.2 

3 .当 o ： — 0 时,下述等式中哪些可以成立？ 

( 2 ) 0 ( 1 ) = ^( 1 ); 

(4) 0{x 2 ) — o(a;}; 

( 6 ) 

X 


(1) 0(1) = 0(1)； 

(3) o{x 2 ) - <3(X); 

(5) x^o{x i ) - o(x 3 ); 
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丄 


1 


4. 作出 y = G x 的图形，观察 : e 1 ^ +oo ( a ; — 0+) 和 e 1 = o ( l ) ( a ： — 0 _ ). 


4.4,3 等价 ft 代换法 

在求极限的计算中等价量代换法是基本方法- 

n 4- x) a - 1 

例题 4.4.4 设 a / 0■求 lim ^ ； , 

解令2/ = (1 + 幻《-1， 则当 ; T — 0 时 P —0. 利用 1+?/ = (1十：1：) (1 ，有 
ln(l + J /) - aln(l + ^). 计算如下： 


lim 

x -+0 


(1 + a;) Q - 1 
x 


lim 


(1 + x) a 


lim 


ay 


lim 


ay 


o ln(l + x ) ln(l + y ) y-*o y 


a . □ 


注 i 本例是变量代换和等价量代换两个方法结合的典型例子 ■ 在以上计算 
中先利用 h(l + x ) r . x ( x ^ 0 ) > 将分母的 Z 换为 ln(l + *) (将简单换成复杂)， 
后来又利用 ln(l + y) 〜 y (?/ — 0), 将+ !/) 换为 A 

注 2 在本例中的指数《可以是不为0的任何实数 - 而在过去我们只能用 
二项式展开的方法处理 a 为有理数的情况.今后可以直接应用本题的一般结论. 


例邇 4.4.5 求极限 


sin a ： — tanx 
s ； 3 


解 1 将表达式进行分解，利用已知极限即可如下计算: 



sinx — tana ： 


x 


3 




解2若用等价量代换法，则可写出 


sin x — tan x _ sinx ( cosa : — 1) 
x 3 a : 3 cos a : 


然后 


利用 sin a ： ^ a; (x —f 0) t 1 — cos a ： ^ -^-x 2 (x 0), cosx ^ 1 , 将上面的表达式中 
的 aina ： 换为 ; c, cos ar 换为 1， cos a; - 1 换为 —ji 2 , 就有 


sin x — tanx sinxfcosa : — 1) 

lim - = - = lim - r — - 

a:—o x 4 cosx 


=lim 

af— 




小结 一 般的等价量代换法可以叙述如下. 

设要求极限 li ^ i ⑽，其中是 I 的函数.如已知 w - Ui (ar ^ a ), 则可以 
将上式中的因子 W 代替.写成公式就是 

lim w = lim u\v = lim wiV ， (4.8} 
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这就是说可以将 u 换成 Ul (其中假定在 a 邻近 w # 0). 当然选个做法可以反复 
使用，例如在例题 4.4.5 中就代换了三个因子，使函数的表达式大大简化. 

在这里要强调指出：在对于形式为 u + v^(u + v)w 的函数求极限时，即使 
有 U W 也不能将 m 随便换成例如在例题 4.4.5 中,以下做法都是错误的. 

1, 利用 sin 丨 〜 tan a : ( a ; —*■ 0) 得到 lim 咖 $ :/尬 $ = liin = 

2. 利用 sinaj ^ x ( a ; — 0) 得到 lim 血$ ; tan 3； „ - = 一去. 

3‘利用 Or — 。）得到 lim d … = lim ' 

^0 X ' 3 a ：—^0 u 

这三个例子中的最后一步都没有错(其中后两个数值 -+ 和 - I 的计算在学了 
微分学后就可以得到)，但答案都是错的.其原因是第一步的代换没有根据. 

什么条件下才可以在和式中用等价量代换？ 

假定考虑的极限过程为 x — a ， 则一个容易证明的充分条件 就是： 

« ^ ui , u 〜 wi，lim u + v ==>■ u + (4.9) 

它清楚地表明，在和式中用等价量代换出问题的根源就在子当时起作用的是更 
高阶的无穷小量.关于 (4.9) 的证明 从略. 这方面有许多研究，感兴趣的读者可以 
参考 [56] 以及其中所引的文献. 

实际上等价量代换(在无穷小量的清况）的本质就是用较为简单的无穷小量 
代替比较复杂的无穷小量，而将两个无穷小量之间的差略去不计.当然，这时它 
们的差必须是更高阶的无穷小量.一种安全的做法就是保留高阶无穷小量，而不 
是简单的代换.从下一个例题中可以看到这是如何进行的- 

例匾 4.4,6 设 /㈤ =丁^， m , neN + , 求极限 f ( x ). 

1 — 3 ? 1 — X 

解令 j / = z - 1，则 z -> 1令今 p 0. 计算如下： 

/ ㈤ =/( I 切)= ㈠ 二产- 卜工十， 

_ m[l - (1 + y ) w ] - n[l - (1 + y) m ] 

=[(l + j /产 — l ]. l(l + !/ F ; l 厂 

n T 7 iy + 饥(饥 2 ^ y 2 + o ( y 2 ) 一 m ny + ----- ^ - y 2 十 o ( y 2 ) 

_ L_ _ _ . . J … L J 

_ nm (^/ + o ( y )) - {y + o(y j ) 

^~{m~n)y 2 + o{y 2 ) l 

= 画妒+納） = y (m - n)+o(1)j 
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其中的 o ( y 2 ) 7 o { y ), o ( l ) 均是对 y ~^ Q 而言的 s 可见极限为 y { m - n ). 

注以上所用的方法已经超出了等价量代换法的思想.一般称 
(1 十 y 广 =1 +卿+ o ⑻（汉 — 0) 


或 

(1 + j/) n = 1 + 即 + + o { y 2 ) {y -v 0) 


□ 


中的或 o ( y 2 ) 为余项.在上一个例题中出现的各个余项是根据需要而分别 
选取的 ■ 在今后学了微分学中带 Peano 佘项的 Taylor 公式后（见命题7. 2 . 2 ),可 
以将这个例题中的方法发展成更一般的方法（见 §8.1 节“函数极限的计算 ”). 


4.4.4 练习睡 

1. 确定以下无穷小量的阶： 

(1) \/1 + tana ; — \ j \ — tanx (: r — 0); (2) Inx - In a ( a : — > a) ; a > 0; 

(3) a x -l 其中 a >0; (4) a 1 ' - b x ' ( x ^ O ), 其中 a ， b >0; 

(5) hi(;r + cos (x —v 1); (6) lnxln ( a ; — 1) (i —> 1 + ). 

2 - 设存在极限又有 / ⑷ — / =咖）> — 0), 证明/⑷= 

o ㈤ (ac -+ 0). 

3. 与 数列中 的几个常兄的无穷大量之间 的关系 Inn < n e < a n < n ! < 
{ a > l f £ >0} 相类似，证明当工 — 时有 


lnx < x £ < a 1 <£； a ： 1 (a > l t s > 0), 


其中的定义是 Hm — = 0. 


V 


4. 用等价量代换方法计算以下 极限： 

⑴ l ^{S+X)-~2x ; ⑶ ^J X + 1)[ln (^ + ^)-21n(^ + l)]; 


(3) lim 

f ho — i 


⑷ h 


/cos a : — ^cosx 


sin 2 a ： 


(5) lun (3 + 2sin f — 3 % (6) Um ( 

a?—o tan 3 x t — i-o V t 


l 

is - 
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§4.5 对于教学的建议 


4.5.1 学习要点 

1. 学习函数极限的基本概念和汁算极限的方法是这一章中的主要内容.它们 
为下面学习微分学中的导数计算做好了准备.这里含有许多重要的基本计 
算技巧.其中除了与过去相似的适当放大法、决逼方法、单调函数的单侧 
极限存在定理和 Cauchy 收敛准则外，还有忤多新的工具.今后虽然会学 
到以微分学为基础的许多更有力的方法 ，但是 本章有许多基本技巧并不能 
为将来的工具所覆盖或代替.在下面的参考题中有许多就是如此 - 


2. 对习麵课的建议对于学过此章的人来说，本章一开始举出的多种不同类 
型的极限（或广义极限）似乎很平常，但对于多数初学者来说仍然会有很大 
的困难 . 举一反三已是不易,更何况这里有二十几神极限 . 细心观察一些优 
秀教材，可以看到在安排上有很好的考虑.例如，一开始应当集中力量学习 
基本类型的函数极限（即本章第一小节)，在有了基础后再涉及其余，加以推 
广.又往往将广义极限另列一节单独处理.这样比较符合人的认识规律 ■ 

本章习题课重 点为： 函数极限的 定义; Heine 归结 原理; 无穷大(小)量的 
比较.估计需安排二次.可在第一次围绕概念，第二次围绕 Heine 归结原理 
和求极限技巧（如等价量的替换，两个重要极限等)来讲解. 

4.5,2 参考题 

L 若函数/ 在氐间 { a , b ) 上单调，且有一个数列{^}使得和 
lim f { x n ) = A . 请按照单侧极限的定义直接证明： Um 

2. 设函数/在区间[化6]上严格单调增加，且有一个在区间 [ a ，&] 内的数列 
{&} 使得 f (^ n ) — / ⑷. 证明 ： lim ; = a . 

3. 在 Heine 归结原理（命题 4.2.3) 的条件中， 

(1) 若将“每个数列 { x n Y 改为“每个单调数列 { x n } n , 其他要求不变，则 
结论是否仍然成立？ 

(2) 若对“每个数列 { x n Y 增加要求 kn+l - a | < kn - U & N +1 其他 
不变，则又如何？ 

又若在它的推论(命题 4.2.4) 中作这些改动，结论是否仍然成立？ 

4. 证明 sin ★ + 1 - sin 当工 — > + oo 时极限为0,并分析其 阶数- 
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6. (1) 设函数 f ( x ) = «i sinx + a 2 5in2T + * ■ ■ + a„sinnx, 且对所有; c 成立 
\ f { x )\ ^ |sina:|. 证明：^ 十 2(^ + … +rw^! 矣 1. 

(2) 设函数 f ( x ) = ai ln(l + ;r) + a 2 ln(l + 2ac) + ■ • *+ a n In(l + m;), 且对于 

所有: r > 0 成立|/(^)| < |x|. 试陈述与⑴相应的不等式并加以证明. 


sinna: — n sm x 
a : 3 


7- 对一般的自然数 《 计算极限 liq 

33-+0 

8. 证明 Dirichlet 函数 （ 4.1.5 小节第4题）有以下解析表 达式： 

Dfs) = lim { lim [cos(rtm!a;)] 2n }. 

9. (1) 设函数 / 在区间 （0, + oo ) 上满足要求 f ( 2 x ) = f ( x ) } 且存在有限极限 

fi + oo ). 证明： /是常值函数. 

(2) 设存在 a > 0, a ^ 1,使得函数/在区间 （0, +㈤）上满足要汞 f ( ax ) = 
/㈤. 证明： 若存在有限极限/(+00)或/(0+)，则/为常值函数. 

10. 设函数/在 ft 上定义,在 z = 0邻近有界，又有 a > 1，6 > 1，使得对每个 
x € R 成立 f ( ax ) = bf ( x ). 证明： lim f ( x ) — 0. 

/(2 x ) 


a :— 0 ’ 


11. 设函数 / 在 (0, +oo) 上单调增加 f 且有 ^lirn^ 


U 证明： 对每个 


a > 0, 成立 lim 


/( ⑽） 


f ( x ) 

12 . 设 / 在 （0，+oo) 上定义，且在其中的每个有界子区间上有界.证明等式 

lim ’⑷ — lim [/(a: 十 1) - /㈤] 

a:—►-hoo X I— 

在右边为有限极限或 ±0O 时成立. 

13. 设/在 (0,+ oo) 上定义，且在其中的每个有界子区间上有界. 证明： 等式 


lim 


/㈤ 


lim 
^ + 00 


/(工 + t) - f ( x ) 


x n 


r—+oo ^^ 十 1 打十 1 

在右边为有暇极限或土〜时成立 ■ 

14.设 r 为正常数，若函数 /J 在 [A 十 w) 上满足条件： 

(1) 9 {^ + T )> g { x),x € [a, +oo); 

(2) lim = +oo,/(zWar) 在 [a, +oo) 的每个有界子区间上有界; 

I- + 十 OO 

⑶邮 f{x+T Jr f l x } 


则 lim 


g(x + T) -g{x) 

f ( x ) _； 


+oc g{ 工 ) 


-f (音) = o ( x ) ( a ; — 0), 证明： /( a：) 
o { x ) { x ^ 6 ). (本题比 4.4.4 小节的练习题 2 要难一点 .） 


15. 设成立 = 0, f { x ) j J 



第五章连续函数 

连续函数类是数学分析中的主要函数类之 一. 有关连续函数的一系列重要 
结论是支持数学分析整个体系的支柱.本章的主要内容是介绍连续函数的基本 
定理.由于这些性质都和连续函数的整个定义域密切联系，与局部有界性、局部 
保号性等局部性质有根本的不同,因此称为连续函数的整体性质，或非局部性质. 

在 §&1 节的基本概念之后，将基本定理分成三组，逐节介绍它们的方法和应 
用.你5节为单调函数.在阶6节中介绍连续函数在混沌中的应用,这是 §2.6 节 
(迭代生成数列）的现代发展.最后一节为学习要点和两组参考题. 

§5.1 连续性概念 


5.1.1 内容提要 

1. 函数/在点《连续有两个定义：⑴第一定义是 ： lim /(4 = /( 吨⑶ 第二 

定义是:对于收敛于 a 的鲜个数列 { z „} ，有 n lim f ( a ). 两个定义 

的等价性可用函数极限的 Heine 归结原理得 

2. 函数/在点《左连续(右连续）的定 义是： (/( a +) = /⑷).函 
数/在点 a 连续的充分必要条件是 /( a -) - /( a ) = /( t ). 

3. 设点 a 属于函数/的定义域，若/在《连续，则称《为/的连续点，杏则 
称点 a 为函数/的不连续点，即间断点.间断点的 分类： 若存在两个单侧 
极限，则为第一类,否则为第二类.（请注意:各种教材对于间断点的定义不 
完全相同 .） 

4. 区间上连续函数的 定义： 函数/在区间 J 上的每一点都连续(即处处连续), 
则称函数/在这间 J 上连续.若区间包含端点，则在端点处的连续性是按 
左连续或右连续来定义的.本书经常采用记号/ € C ( I ) 表示函数/为区 
间/上的连续函数. 

5. 用函数在一个点的振幅来刻画连续性有时是很方便的.其定义如下.对于 
点 a 的邻域 Os { a ) 定义/在这个邻域上的振幅为 

= sup inf 

奸 A ⑷ 

然后令 

叼 ( a ) lim 

a —0+ 

称为函数 / 在点 《 的振幅.容易证明，函数/在点 a 连续的充分必要条件 
是叫⑷ = 0( 留作练习)- 



§5,1 遂续性概念 


125 


5丄2 思考强 


1.当/于点 a 连续时，函数尸和|/|在点 a 是否连续？反之如何？ 

2- 设函数/， S 在点 a 都不连续，问 / + S 和/ I 在点 a 是否连续？ 

3- 设函数/在区间 （ M ) 上定义,若对于每个闭区间 [ c^C ( a , b ), 函数/在 
[ c . d ] 上连续，证明/在 ( a ,6) 上连续. 

4. 讨论下列函数的连续性，若有间断点则确定它的类型： 


⑴制= 

(3) fix ) = 


丄 


e ir ^ ( — oo , 0) ? 

x e fO t H-oo); 
ln{l H- x 2 ) 


(2) / ㈤ 


x 


2 , 


^ G (-1,0) U (0,1), 
a; = 0. 



^ G R - {0}, 

a: = 0; 


&• 找出下列函数的间断点，并确定类型: 
(1) f(x) = sgnx; 

(3) (/ 和 S 由⑴⑵给 定)； 

丄 _ 1 

(5) h ㈤ =~ x --[ ； 
a; — 1 x 


⑶ g(x) = x- [w]; 

⑷ ff (/(^)) (/ 和 3 同⑶); 


⑹*) = -rj 

x 


5.1,3 例题 

例題 5.1.1 设函数/在; r = 0处连续，对每一个: r e II 成立/⑷= /(2 a ;) 
证明：/是常值函数. 


证任取一个 : c e R ， 则 

你 W ( 2 *) = /(|) = /( 吾卜一 /( 吾)‘ 

利用在 z = 0 连续，因此(根据连续性的第二定义） 

这样就知道对每一个 R 成立/⑷=/(0). □ 

例题 5 . 1.2 设函数 f , 是 -00, +00上的连续函数 f 又在所有有理点上 
/(工）= g(x), 证明 ： f = g. 
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第五幸逄续函麩 


证只要对 R 中的每个无理数 z 证明/(4 = Mi ) 成立即可.取有理数列 
{ r „} f 使 lim 〜 L 例如,取无理数 z 的不足近 似值、 = [10- x ]/10-, 则有 


_ [10 n x ] 10 V - B £iT1 

Tn ^ 10 n = 10» 1 

其中 0 < < 1. 闶此就有 T n -^ x ( n ^ oo). 

由于 /(〜）= g(r n ),neN + , f,g 在飫 x 连续，利用连续性的第二定义,就有 

/(sc) = lini f{r n ) = lim ^(r n ) = g(a:). □ 

n-+oo n^ouf 

例题 5.1.3 (一个函数方程的连续解）设函数 f 在 z = 0连续，且对一切 a y 
有 /($ + - f (^) + f { y )- 证明/在 R 上连续，且/⑷=/⑴1 

证在方程 + y )^ /{^) + f ( y ) 中令 y = 0代入，可知 /W = o . 因此有 

lim f (^) = 0- 

龙 — ►U 

任取点 a：。e R , 将3；写成 X^Xo + Ax , 计算极限 


lim f ( x ) = lim f(xo + Aa ：) lim [/( x 0 ) + /( Aa :)] 

a：—►arc Ax—►0 Ax^O 

=/(^ o ) + lim f ( Ax ) = f { x 0 ). 


可见 / 处处连续. 

由于 /(W + f {^) - /(^ + (-^)) = /(0) = 0, 可见有 /(^) - -/( x ). 因此 
只需讨论怎为正数的情况.对正有理数 z = m / n , 其中 m，n e N +, 用数学归纳 
法可以知道对自然数 m € N + 成立 

J ( mx ) = m / ㈤ ■ 

再从 

得到 /( 丄)=丄/ ㈤ .因此就有 
\ n ^ ft 


令 T = 1 代入，得到 

伯十 ⑴. 

因此等式/(4 = /( l ) x 对一切有理数 xeQ 已成立.最后，利用例题 5.1.2 的结 
论，就知道/ ㈨ 二 m ) x 对一切实数 成立. □ 
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注本例与例题 5.1.1 都是函数方程问题(参见[14, 43]). 但本例的结论和证 
明的方法具有较大的典型意义.对于函数方程方面的研究很多,本书不拟对此作 
很多介绍.在 [63] 的第 48-50 页有这方面的较新材料.此外,本题所求出的是诙 
函数方程的连续解.实际上，这个函数方程还有不连 续解. 由以上证明可见，这个 
方程的解只要在一个点上连续，就处处连续.因此所说的不连续解一定是处处不 
连续的函数.有兴趣的读者可以参考 [57] 的第 68-70 页. 


例理; 5.1.4 (Riemann 函数的连续性） Riemaim 函数的定义为 
| 其中 PA 为互素整数，3 > 0， 

lo ： a： 为无理数- 

确定丑的间断点及其类型.（对于 x = 0,可写出0 = |，因此 H(O) = 1.) 
解 以下主要是证明对每个邛 e R 成立 


iim H ( x ) = 0, (5,1) 

X—+XO 


如果这一点已得到证明 1 则从函数丑⑷的定义即可以知道,在所有无理点处 R ( x ) 
连续,面在所有有理点处 H ( x ) 不连续,且为可去间断点. 

取定❿.由于（ 5 ,1)与尺 (邱） 无关，因此无需区分抑是有理点或无理点 ■ 

对给定的^ >0,我们只需要证明有5 > 0,使得当0 < - 吻 I < A 时,成立 
{0 <) H ( x ) < £. 考虑其反面，使这个不等式不成立（即 R ( x ) X )的 a : 是什么? 
当然: r 只能是有理数.将它写成 z = p / g , 其中弘 g 互素 ， g > 0,则有 

这等价于 

g < + 即 g G {l ， 2, • - - , I - 
由以上分析可见,可以先取 A = 1,然后将去心邻域 

{xq - 1) U ( a ; 0 + 1) 

中分母为 C e {1 ，V -，[1 A ]} 的所有有理数 P /? 都挑出来.由于这样的有理数 
至多只有有限个,可以将它们记为心，… ，抑， 然后取 

6 = hi - £ o \ A ^2 - 邛|，…，- 邛|}， 

则当0 < |ar - 6时就成立0 < R { x ) < e . 因此 (5-1) 成立- 口 

注如果用心= P / 2 代替 A = 1，则可以证明在（利 —&) U (吻 +心）中分 
母 Q O / e 的有理数 p / g 至多只有一个（见 [42]). 
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5.1.4 练习题 


第五幸遂续函數 


1. (1) 将对偶法则用于连续性的第一定义和第二定义，写出函数/在点《处 
不连续的两个正面叙述 .（2) 证明连续性的两个定义的等价性. 

2. 讨论下述函数的间断点及其 类型： 


(1) m = 

(3) f{x) = \x] + \~x]; 


(2) f(x ) - 


e Bil 


X 


x 2 — x 


(4) f(x) - { - !) 


x G (-oo,0) U (0, + 00 )， 

j ； ~ 0; 

,^ 7 ^ 0 ,± 1 , 

: r 二 0, il. 


3. 设函数 / e C [ a , b ). 若有数列 { x n }c [ a , &], 使得 /{ x n } = 4 证 明：存 

在 ㈠ [〜&], 使得 /(0=克 — 

4. 设函数 / 在 （- oo ，+ oo ) 上定义，在 a : = 0，1 两点连续，且满足/⑷= 
f ( x 2 ), xeR . 证明： /是常值函数. 

5 - 设 /，9 e C ( I ), 证明： max {/^}, min {/, p } e (7(/). 

(可以从连续定义证，也可用公式 m ^{ a t b } ^ + 等 .） 

6- 设有三个函数 fij2.h e OKb ], 对每个 z € [ a , b ], 定义/⑷是三个函数 
值 fi ( x ), h ( x ) 中处于中间的一个值,证明：/ G Cia . b }. 

7. 证明：/为连续函数的充分必要条 件是: 对每个自然数 n , 函数 


- n ， f(x) ^ - n , 
fn{^) — ^ f(x), —n < f(x) ^ n, 


卜， f(x) > n 


连续. 

(可用 / nb ) = max {- n , min {/( ar ), n }} 归结为上一题，也可直接用定义 做) 

8. 证明 Dirichlet 函数 D ㈨ （其定义见第四章 4. L 5 小节第11题）处处不连 
续,并确定其类型. 

9. 构造一个在 (- oo ,+ oo ) 上有定义的函数，使得它在某个指定点处连续，但 
在所有其他点处都不连续- 

10 .设 / e 0(-00, + oo ), 且对任意 X ，获 e R 有 /( a : + y ) 二 f { x ) f ( y ), 证明：这 
个函数 方程的 解除了 / = 0之外,就是 / Or ) = #，其中 a = /( I ) > 0. 
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11- 设 / 6 C {- oo ,+ oo ), 且对任意 有 / - Y [f{x) + ny)]l 

证明：/(和[/⑴-綱 种 /(0). 

12 . 根据 5 . 1.1 小节中第 5 点拾出的定义， 证明： 函数/在点《连续的充分必要 
条件是/在该点的振幅为 0, 即 w ⑷= 0. 


§5.2 零点存在定理与介值定理 

这两个定理有密切的关系.从内容上看，后者包含了前者.但实际上前一个 
定理是核心,由它出发用一个辅助函数就可以推出后一个定理.由于/的零点就 
是方程八岣= 0的根，因此也经常将零点存在定理称为根的存在定理： 

命题 5.2.1 (零点存在定理）设/ e C [ a } b ] t 并满足条件 /(a)/(6) < 0,则存 
在点 f€(a，6) 使得 f ($) 二0, 

注由于定理的内容有明显的几何意义(参见图 5.1)， 非常直观,因此很早就 
被我国古代数学家用来求方程的近似根(见 [35]). 但实际上它和实数理论密切相 
关.例如,在有理数范围内函数⑷ = x 2 -2 在区间 [0,2] 上满足定理的条件，但 
是没有零点.由此可见,下面的证明必然要利用实数系的这个或那个基本定理. 

5.2.1 定理的证明 

关于零点存在定理的证明在数学分析的教科书中都有,原则上从实数系的每 
—个基本定理（包括与它们等价的每一个命题）出发都可以证明它.以下用例题 
的形式举出几个证明.它们是学习实数系基本定理的好材料. 

例思 | 5.2,1 用闭区间套定理和 Bolzano 二分法证明零点存在定理. 

证记 a =句,& = &i. 用区间的中点 ci = (a! + &i )/2 从得到两个闭 
子区间 [ c u h ]. 考虑 fM 的符号.如果恰好有 /(Q) = 0,则 Cl 就是/ 
的零点,讨论结束，否则，由于 /K) 和 f ( bi ) 异号，其中一定有一个值的符号和 
JM 的符号相反.因此在两个闭子区间中必有一个闭子区间,在它的两端/的 
值异号.将这个闭子区间记为这时满足条件 fMf ( b 2 ) < 0. 

用数学归纳法可以证明,或者在有限次运用二分法后已经找到了 /的一个零 
点,或者以上过程可以无限地做下去,得到一 t 闭区间套 {K, tg}. 由于这个闭区 
间套是根据以上过程归纳地构造出来的，因此它具有以下特点：⑴ b n + t - a n+l = 
(6 n - a n )/2; (2) 八 〜)/(M <0Vn€N + . 
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第五幸连 续兩数 


对这个 {[a ni b n ]} 应用闭区间套定理，就知道存在一个点使得 

考虑/⑹的符号.如果/(0 / 0,则从连续函数的局部保号性定理，就有€的一 
个邻域 0( 认使得/在邻域 0(0 上同号.但当 n 充分大时， h 和将同时进 
入这个邻域，从而保号性与 fMf(bn) < 0矛盾.因此只能有/⑹= 0. □ 

注1这个证明是闭区间套定理的典型应用.如在第 三章中 所说，闭区间套 
定理可以将原来的闭区间的某种性质“浓缩^到某一个点的附近.在上面正是这 
样做的.通过 Bolzano 二分法，函数/在区间 [a, 6] 两端异号这个性质导致函数 
/在每个区间 [〜，M 的两端异号，而且将这个 性质 4 浓缩 T 到一个点 S 的任意邻 
近.从而如八0 / 0的话，就与连续函数的局部保号性矛盾. 

注 2这个证明方法有一个优点，即可以用于求近似解.（我们将这类证明方 
法称为构造性的证明 .） 例如，设/在区间队1丨上连续,/⑼/⑴ < 0,且只有一 
个根用以上二分法做9次,得到 [ a IOt M* 取这个区间的中点 c 为近似值，则 
误差可估计为 

jc-^| < 2- 10 ^ 0.001. 

当然,这个方法相当原始，计算效率也低.较好的求根方法见 §8.7 节. 

在第三章中曾指出,在上述注解1的意义上,覆盖定理具有与闭区间套定理 
相反的特点，即可以从局部性质推出整体性质.根据具体问题的特点,可以事先 
看出应当采取什么思路-由于条件是非局部的,而所要证明的结论,即在一个点 
上函数值为0,是局部的,这与覆盖定理的方向相反.由此可见,若用覆盖定理证 
明零点存在定理的话，就应当用反证法. 

例鹿 5.2.2 用覆盖定理证明零点存在定理. 

证用反证法.设连续函数/在区间 [〜&! 两端有 mm < 0, 但在区间中 
无零点.任取 一点抑 e [a，b]， 因为 /( 抑）一 0 t 从连续函数的局部保号性定理，存 
在5 > 0,使得函数/在邻域 Os{x Q )n[ ai b ] 上保号.对区间 [ a，b] 中的每4点 
都这样做，就得到区间 [a 圳的一个开覆盖.在送个开覆盖中的每一个开区间(和 
区间的交集）内，函数/保号. 

若现在直接用开覆盖定理，则不容易说清楚如何引出与条件 mm < 0 
的矛盾（请读者试试看).改用加强形式的覆盖定理（即第三章例题 3-5-3), 
Lebesgue 数6 > 0,使得对 [a，6] 中的任何两点〆〆'，只要 d < 5,就有开 
覆盖中的某一个开区间将这两个点忒，覆盖住.对本题的开覆盖来说 ， 即保证 
了当 R _ /I < 5 时 } /㈤和 同号，即 > 0* 




§5,2 零点存在定理与介值定理 


X 31 


用这个 Lebesgue 数6在区间中插人一系列点，连同端点一起，记为 
a = a；o < ^1 < ^2 ^ ' • ■ < 

使得 |a；i -^- x | < e {l ， 2 f …， n } ■由于 f { xi - i ) f ( xi ) > 0 ，i € {1 ， 2, …， 《}， 可 
见 /( a )/(&) > 0. 引出矛盾. 口 

注 与用闭 E 间套定理的证明比较，可见这个证明不是构造性的.它断定了 
根的存在，但并未提供方法去求这个根.这种证明称为非构造性证明，或纯粹存 
在性证明.在过去已遇到过很多这类证明.例如用反证法的证明都是如此- 


例题 5.2.3 用确界存在定理和 Lebesgue 方法证明零点存在定理. 


证 （请参考关于 Lebesgue 方法的例题 3.5.2 和 3.7.1 的第六个证明 .） 为确 
定起见，设/⑷ > 0, /(&) < 0. 定义数集 

(5.2) 

从 /( a ) > 0知 a € 所以 S 为非空有界数集.用确界存在定理，记 S 为 S 的上 
确界.由于/⑻ < 0,我们知道/在&附近也取负值(局部保号性)，因此成立 

$, — sup S < b . 


我们断言 ： /(O = 0. 

由于实数只有三种可能，即大于0,等于0和小于0 (即实数的三歧性)，因此 
只要证明 /(0 > 0 和 /(G < 0 都不可能. 

如/⑹ > 0,则 f e 反由于€ < b 和连续函数的局部保号性，/在点€的右 
侧邻近也取正值.这与€是数集 s 的上界相矛盾 - 

如/⑹ < 0,则由同理知道/在点€左侧邻近也取负值.这与€是数集 s 的 
最小上界矛盾. 口 

注 这个证明也没有能够 
提供具体的乘根方法，但从方 
法上看并不抽象，倒是有很直 
观的几何意义.如图 5.1 所示， 

函数 y = /( s ) 在 [ a ， b ] 内有三 
个零点.由公式 (5.2) 定义的数 
集 S 在图上由两个粗黑线段表 
示 . 5的上确界€是/(4的最 
大的零点- 

现在给出介值定理和它的证明.这个定理的表达方式可有 多种. 如果将各种 
区间（包括有限区间、无限区间、开区间、闭区间以及半开半闭区间等）的共同 
点抽出来，则可以将介值定理表达如下： 
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命理 5.2.2 (介值定理）区间上的连续函数的值域必是区间（可缩为一点). 

证设/ e C(I) } 其中/为区间.为了证明 /(/) 是区间，只要证明：若有 
W e 且 f(x f ) ^ f{x'% 则函数/能取到在/(灼和/(^)之间的每一个值. 

为确定起见,只写出/ < A fix 1 ) < c < f{x lf ) 时的证明.我们要证明,存在 
点77 e {x\x fl ) C I ,使得 /⑻ =C. 

为此作辅助函数 

F( t ) — f(x) — c. 

这时有 

= (f(^) - -c)<0 - 

在闭区间[〆，/]上对函数 F{x) 应用连续函数的零点存在定理，就知道存在点 
W，)， 使得 HV ) - 0. 这就是/⑻= C . □ 

注1介值定理的常见形式为：若/ e c[ fl ， &]， a ❹< b， 且 fix,) ^ 

/(奶)，则 / 可取到在 /(A> 和 f(x 2 ) 之间的每个值.我们将此称为介值性质. 
思考® 举例说明：区间上的函数即使处处不连续，也可以具有介值性质 ■ 

注2介值定理只肯定在所说的条件下值域是区间，未说是什么区间.在下 
—节会知道在闭区间上的连续函数的值域一定是闭区间.但若定义域是其他类 
型的区间,包括无限区间，则连续函数的值域可以是所有可能的各神区间. 


5.2.2 例理 

例 S 5,2.4 设 / € C \ a , b ), 且有 /( k &)) C [ a , b ]. 证明： 存在 G K &]> 使得 
m = S (即 / 在区间 b ， i >] 中有不动点). 

证引入辅助函数厂(4二/卜)_ ^从条件 /([ a , 6]) C [ a , b ] 可以得到 
F { a ) = /( a ) - o >0, F { b ) - f ( b ) 一 b < 0, 

因此 F ( a ) F ( b ) ^ 0, 如果此式等于零，则/以 a 或&为不动点.否则，应用连续 
函数的零点存在定理,知道/在 ( o , b ) 中有不动点. □ 

注这个例题是著名的 Brouwer 不动点定理的特例. Brouwer 不动点定理是 
说，从 n 维空间的球 

D n = { $ e R” 4 g + ■ ■ ■ + # < 1 } 

到自身的连续映射必有不动点.在数轴上的闭区间就是一维的球.关于 Brouwer 
不动点定理的一个简洁而漂亮的证明见1犯]. 

例題 5.2.5 若 / e C [ fl ，&], 且对每一^ a ： e K 存在 W e [ a , &]，使得 \ f ( y )\ < 
+ 1/ ㈤ 证明： / 在中有零点. 
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证任取一点吻^ [ a ,&], 则存在 A & 使|/(^1)| < 这样继 

续下去，就可以归纳地得到一个数列{〜}，使得成立 

\IM\ ^ y |/( a ：„- i )| < < 去 IfMl 

因此有 ^lim /( x n )^0, 即数列 {/(〜)} 为无穷小量. 

对用凝聚定理，存在收敛于列 M - 设极限为 

lim x nk ^ )7, 

fc—OO 

则有由于/ 在? 7 连续， 就有 

取 *)= 伽. 

由于 {/( 〜) } 是 {/(&)} 的子 3 T 因此 /( 的二 0. □ 

注在构造数列 {〜} 时,有可能某个&恰好是/的零点.这时当然可以不 
必做下去.但上面写出的证明即使对这种特殊情况仍螝是正确的- 

5.2.3 练习甄 

1. 设/ e C [ a ， b!，£t < n <乃 < … < 〜 高 &,证明：存在石 G 使成立 

…、 /(« l ) + f + ■ ■ * + f{^n) 

; - - 

2 . 设 / 是定义在一个圆周上的连续函数.证明：存在一条直径> 使得/在其 
两端取相同的值. 

n n -1 

3. 若余弦多项式 C n (x) = ^ a *： cos kx 的系数满足条件 l^fcl < a n, 证明: 

C n { x ) 在区间 [0, 加）中羞多有加个零点. ^ 

4. 设 ax , a 3, a 3 > 0,且 \ < &2 < &3* 证明：方程 

^V + ^V 十 —= 0 
X — 0\ X — 02 a — 03 

在区间（ I 匕）和 ㈦ ， M 内恰好各有一个根. 

5. 证明：⑴奇数次多项式方程/(工）= x 2n+1 + ai x 2n 十…+ a 2 w + a 2n+ i = 0 
至少有一个实根； 

(2) 偶数次多项式方程 f(x) - a: 2n + flix 2 n - 1 十…+ a 2n ^ + = 0可以 

没有实根 ，但当 a 2 „ < 0时则至少有两个实根 ■ 

6. 证明： a ； 17 + 215/(1 + cob 2 3 x ) - 18必有实根. 

7. 若/ € C [ a ，&]， 且 /(： r ) 只取有理数 .问： /有何特点？ 

8. 设/ £ a [ a ,&], E 为一对一映射. 证明： 
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⑴若八 a ) < /(6),则/严格单调 增加; 
(2) 若/⑷> /( 咏则 /严格单调减少 ■ 


9 .设 / 6 0{-00,+00 ),且有 f(-oo) - A < B - /(+oo), 证明：对每个 

使得 m ^ c. 

10 . 设 / e C[a,b) f 数列 { ； ^} ， { 如 } C [a, 6 )，已知 

lim x n - b, lim y n - &, lim j{x n ) ^ A, lim f(y n ) = B, 

n—*oo n—tc» n—>oc n—!■(» 

但 A + B. 证明：对每一个 D e {A,B), 存在数列 {^} C [a, 6 ), 满足要求 

lim z n — b } lim f{z n ) - ^ 

Tl—*•£» TV—MX 


§5.3 有界性定理和最值定理 

命睡 5.3.1 (有界性定理）有限闭区间上的连续函数一定有界. 

命® 5.3.2 (最值定理）有限闭区间上的连续函数一定取到最大值和最小值. 

注1容易看出最值定理蕴涵有界性定理.因此如果能直接证明最值定理的 
话，则同时也就证明了有界性定理. 


注2容易举出例子说明，如果将有限闭区间换成其他区间，则这两个定理 
都不再成立.因此这两个定理是有限闭区间上连续函数才具有的性质.由于有限 
闭 E 间与 覆盖定 理的紧密联系（参见在第三章有关覆盖定理后的讨论)，因此可 
以看出，要证明这两个定理也需要实数系的基本定理. 

注3由连续函数的局部有界性定理知，当/ e 时,/在区间 [a，6] 上 
的每一点的一个邻域上有界.联系到 3.7.2 小节中的内容,可见我们已经对有界 
性定理作出了六个不同的证明-但是本节还将举出对这个定理的新证明. 

注4由最值定理再加上介值定理就得到有限闭区间上的连续函数的值域 
—定是闭氐间的结论，这就是连续函数的值域定理:若/ e C\aM， M，m 是/的 
最大值和最小值,则有 




(当 m = M 时值域 [m, 退化成一点,/为常值函数 .) 
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5.3.1 定理的证明 

最值定理的证明往往是以有界性定理为基础 : 但下面的第一个证明却不是如 
此，因此它同时也可以看成是有界性定理的新证明（见 [42]). 

例题 5.3.1 用确界定理和凝聚定理同时证明有界性定理和最值定理 - 

证由于值域 /([ M ]) 非空，因此可取 

M = sup /([ a , 6]), m = inf /([ a , &]). 

这里并未假定 M ， m 是有限数，我们的目的是证明 M , m 6 f {[ a } b })- 以下只写出 
Me /([ a ; &]) 的证明,它同时说明/在 b ，&] 上有上界. 

从上确界的性质,存在数列 Me [ a , b ], 使得 ^ m / K ) - M . (对于 M 为 
有限数的情况,参见例题 3 丄 3 ;对 M = + oo , 请读成 J 对 { x n } 用凝聚定理, 
有收敛子列记这个于列的极限为 C ， 则由/在 C 处的连续性，就有 


f (0 = lim fM = M . 

K —*-00 

这就表示 Me /([ a ; 6]). □ 

注实际上用覆盖定理或闭 K 间套定理都不难同时证明有界性定理与最值 
定理.这是实数系基本定理的很好的练习题.请读者试之. 

下一个证明说明从有界性定理到最值定理只是一步之遥. 

例题 5.3.2 用两次有界性定理就可以证明最值定理 t 关键是通过一个适当 
的辅助函数（见 [_- 


证只证明其中的最大值 部分. 由有界性定理知道，若/ € 则/有 

上界.因此值域的上确界 M = sup/([a, 6]) 是有 限数. 我们断言 M G /(K&l). 

反证法.若 M < /([a,6]), 则有/ ㈤ < MWx ^ K&j. 构造辅助函数 

由于/ £ 且/的取值始终小于 M ， 因此从连续函数的除法运算法则知 

道，函数在上处处连续,即也有 P € C [ a , b ]. 而 R 有分⑷ > 0,^ e [ a f b |. 

对 S 再次应用有界性定理,知道它有上界.将它记为则有 


< M / V x 6 [ a , &]. 
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5 . 3.2 例睡 

例题 5-3*3 设/ € C(a,6), /(a+) 和 f{b~) 有限. 证明： / 在 （a, &) 上有界. 

证 在闭区间㈤ 6] 上构造辅助函数 

1 /(i )， xe (d t b}, 

/(a + ), : n 

/(n，^ = 

则可以看出 F G C[a，&l. 对 F 应用连续函数的有界性定理，可见 F 在 [ a ，&] 上有 
界-因此/在 （a, &) 上也 有界. □ 

证2根据函数极限的局部有界性定理，存在> 0,使得函数/在 (a， 《 + 5) 
和 （& 一 5, &) 上 有界. 这里假定有 a + 5 <b -5 成立- 然后在闭区间 [a + 5 ,b-S] 
上可以用有界性定理 ■ 这样就得到所要的结论 - 口 

注 注意：证2对 a = -00和& = +00的情况同样有效. 

用同样的方法可以解决下面的例题，证明从略. 

例睡 5.3.4 设 / € C{a,b), 极限 /( a + ) 和 f(b~) 有限.若存在 （e (〜&) 使 

JW > max {/ {a+),/(6^)} t 

证明/在 (a，b) 上有最大值- 

用最值定理可以对于例题 5.2.5 给出简单得多的证明. 

例题 5.3.5 若/ € C[a,6] f 且对每一个 z e [a, 6] 存在 jf e [a ， 礼使得^ 
⑷卜证明/在中有零点. 

证 这时也有1/1 e CK6], 对⑴用最值定理，在题设条件下可见最小值只 
能是 0. 这时的最小值点就是 m 的零点，当然也是/的零点. 口 

5 . 3.3 练习题 

1. 设函数/在区间上只有第一类间断点， 证明： /在 [a, 上有界 ■ 

2,若/ e C[a，+oo), 且存在有限极限 lim f(x). 证明： /在 [a, +oo) 上 有界. 

3.问: 是否存在从 （1) (0,1), (2) [0州，（ 3 ) (0,1] 映射到整个实数集 R 的连续 
函数？（如果回答存在，请举出例子;如果回答不存在，请作出证明 .） 

4 问: 若函数/在区间[〜&】上的值域为闭区间，则/是否在[«■，&]上连续？ 
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5.若 f € C [ a t + oo ), 且存在有限极限 lim f ( x ). 证明： /在 [ a , + oo ) 上至少 

^ + 00 

可以取到最大值或最小值中的一个. 

(可以与例题 2 . 2.1 作比较 .） 

6■若 / € (7( a ，6), 且 /( a + ) = f ( b ~) = + oo , 证明： / 在 { a , b ) 上有最小值. 

7.若 fe C ( a ， b ), 且 f ( a + ) = f { b~l 证明： /在 ( a , b ) 上至少可以取到最大值 
或最小值中的一个- 

8•若 C (- 00 , + 00 ), lim / ㈤ = + oo , 且 f ( x ) 的最小值 /( a ) < a . 证明： 

复合函数 /(/&)) 至少在两个点上取到它的最小值. 

9.求出 Dirichlet 函数和 Riemann 函数的所有极值点和最值点. 

§5.4 一致连续性与 Cantor 定理 

函数的一致连续性是一个比较精细的概念.可以认为这个概念是由于数学 
分析内部理论发展的需要而产生的.因此我们在下面先对这个概念列出要点，提 
出几个思考题，然后给出 Cantor 定理的证明^并讨论其应用. 

5 . 4.1 内容提要 

关于函数的一致连续性的要点如下 - 

L 定义： 函数/在区间/上为一致连续，如果对每一个 e > 0,存在6 > 0,使 
得当 x 1 〆 e J 且 〆 —J 时，成立 |/( x 0 - f ( x rF )\< e . 

2. 若/在区间 J 上一致连续,则/在 J 上一定连续. 

3. 若/在区间 J 上一致连续，又有区间 J C /，则/在 J 上也一致连续. 

4. 函数/在区间/上连续就是在 J 的每一点连续，因此这是一个逐点 （ point - 
wise ) 定义的概念.从本质上看,连续性是个局部概念.但是夂在区间 J 上 
的一致连续性则是由/和^二者共同确定的整体性概念.与此类似的是函 
数在区间上的有界性等概念. 

5. Cantor 定理：有限闭氐间上的连续函数必在这个区间上一致连续* 

6. 有限开区间 ( a ,6) 上的连续函数/在 ( a , b ) 上一致连续的充分必要条件是 
存在两个有限的单侧极限 /( a +) 和 f ( fT ) (见下面的例题 5 A 5). 

7. 有限 E 间（不论开或闭或半开半闭）上的一致连续函数一定有界（留作练 
习)‘ 
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5.4.2 思考题 

1. 写出函数/在区间 J 上不一致连续的正面叙述. 

2. 判断对或错：/在区间 K 6) 连续，则/在 k &) 上一致连续. 

3. 判断对 或错： /在区间 ( a , b ) 内的每一个闭区间上连续，则/在 («,&) 上一 
致连续 ■ 

4. 判断对 或错： /在区间上连续,又有 a < c < d < 6,则/在区间 （ c ， d ) 
上一致连续. 

5.4.3 Cantor 定理的证明 

例 S 5.4.1 用覆盖定理证明 Cantor 定理， 

证对 Ve > 0 和仰 G 由于/在吻连续^存在知 > 0,当 a : € 
n [ a，&l 时，咸立 |/( a ；) — f { x 0 )\ < y £ ' 因此当工 V e C ^ o (； r 0 ) n [ M ] 时， 

就有 

|/(〆 ）一 f{x rf )\ < \f{x*) - /(x 0 )[ + 1 /(^ 0 ) - / {^)1 < \ £Jr \ E = £ - 

对每个点 Z e [ a ，&] 都这样做，就得到区间 [ a ,6! 的一个开覆盖.这里出现了一个 
困难.即如果对这个开覆盖苴接应用覆盖定理的话，则难以完成定理的证明.（读 
者可以试一下,看看困难何在 .） 再次应用例题 3.5.3 (即加强形式的覆盖定理)， 
将其巾的 Lebesguc 数记为 "■当 G [a, 6], K \x ! - x ，F \ < tj 在开覆盖中 
存在一个开区间，它覆盖点 〆 和，由于上述构造方法，就知道成立 

|/(: r ’)-/( a /’)| < e . 

这样就已经证明了 /在[\6|上一致连续. 口 
例题 5.4.2 用凝聚定理证明 Cantor 定理. 

证用反证法.设/ e C [ a , b ], 但在 [ a ， 6 ] 上不一致连续.应用§1. 4 节的 
对偶法则，可以得到不一致连续的正面叙述： > 0, V 5 > 0, 3 x \ x J/ e [ a , ft ], 

I〆 一 A < 5,使得 1/( x 0 - / K )! > eo 成立 ■ 

取心 =l/n t 将对应的点记为〜和; C 并对每一个 n e N+ 都这样 
做，就得到区间 [ a , bl 中的两个数列 {‘} 和 Wnh 使得 

|x n -<| < 1/(^) - /(4)l >£o Vn€N + . 

TX 

对数列 {〜} 用凝聚定理，知道存在收敛子列记它的极限为4,即有 

lim x nk = 


由于 
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以及 fc ， 因此数列 {<} 的对应子列也收 敛子匕 即有 

lim < fe = ^ 

k—^oo 

由于/在点€连续，因此对句存在 V > 0,当 X，〆 e o 以）时，成立 
|/ ㈡ - f ( x /f )\ < e q . 但当 A : 充分大时，就有^,4, € 0,(0- 这样就和 

l /(^ n fe ) -/«,)! > e Q 

矛盾. □ 


5,4.4 例題 

例題 5.4.3 证 明：⑴ 对于满足0 < 7? < 1的每个1 /⑷^ +在[%1)上 
一致连续 .（2) 但是它在开区间（0, 1) 上不一致连续. ^ 


证 对 : c \; e 〃 € 匕1), 有 

!/(^)-/ K)l = 

因此对 e > 0,只要取 






x f - x n 


就可以使得 〆， e [??, 1) 且 | a /— a :"| < (5 时，成立 去 - <£■ .这表明7 
在区间[仏 1) 上一致连续. 

对于 （2) 用反证法.设/(々=丄莅区间（0, 1) 上一致连续.则对 f = 1，存 
在 <5 > 0,使得当屹/ € (0,1) 且 I ? - q < 5时,成立 


\ f ( x r )~ f ( x f, )\ = 



a /- ar 〃| 

x f x f, 


设 Ti > 2, 并令 


则有 


X = - — , 


- - i/(^) - /mi = n > 2 > i. 


因此只要取 i 

n > i ， 

就引出矛盾，所以/ ㈤ =丄在(0, 1) 上不一致连续. □ 

x 
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注 1若初学者对一致连续性概念有困难，建议先将本例题彻底搞清楚.利 
用?/ = 的几何图形，可以体会出一致连续性与函数的“陡度”有哭.从证明也 
可看出，本例中的困难完全发生在点 : t = 0的右侧临近. 

注 2可以 类比： 同一个函数/ ㈤ = 1 A 在(0, 1) 上无界,但在(0, 1) 内的每 
一个闭 K 间上有界.由此可见，有界性和一致连续性是属于同一类型的概念，即 
整体性质,也就是说与函数在整个区间上的性质有关.而连续性、极限的存在性 
等是局部性质，即只与所考虑的点附近的函数性质有关. 

例睡 5.4.4 若函数/在区间 （ aj 和 [ b ， c ) 上分别为一致连续，证明：/在 
Kc ) 上一致连续， 

证 对 e > 0,由条件知道存在匕; > 0,使得当 e ( a , M 且 K <心 
时，成立又 存在如 > 0,使得当 G [6， c ) 且 < 5 2 

时，成立 1/(^) - f{，)\<el2, 

取5二 min 仏， &}■ 我们断言：当€ ( a ， c ) 且|工’ -; t "| < 5时，成立 

W ) -/(工")| <e ‘ 

先考虑 x><b< x" 的 情况. 这时从 J 推出 \x f -b\ < 仏< «5 2 
成立, 因此 

w) - /mk [f(^)-m\ + \m- /(^)i < 音 + 音 4 

对于其他情况，即同属区间（⑷ &] 或 [b,c), 结论是明显的.因此就证明了 / 
在 kc ) 上是一致连续的. □ 

注 用下一个例题的结果可立即导致本题的结论.但上面的证明只涉及到 
一致连续性的定义，完全是初等的.而下一个例题的证明则需要用到 CankH ■定 
理和 Cauchy 收敛准则，要 “ 高级”得多. 

例题 5.4.5 证明：有限开区间 (a,b) 上的连续函数/在 (a,b) 上一致连续的 
充分必要条件是存在两个有限的单侧极限 /( a +) 和 f{b_). 


证先证充分性.在闭区间 h &] 上构造辅助函数 

I /(a + ), x = a, 

F ⑷/ ㈤ ， x G { a , 6), 

x = b , 

则可以看出 F € C [ a t 6 j . M F 应用 Cantor 定理,可见 F 在[〜句上一致连续 ■ 
因此/在 ( a , 6) 上也一致连续.（这与例题 5.3.3 的第一个证明完全相同 .） 
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再证必要性.不妨只写出存在 /{«+) 的证明.对 e > 0,由于/在 
上一致连续 t 因此存在5 > 0,使得当 e ( M ) f 且 — £ "| < <5时,成立 
1/( x 0-/( x ") l < e - 

因此当 e ( a ,« + 5) 时，就有|/(^) - f ( x ") l < e 成立.应用关于右侧极 
限的 Cauchy 收敛准则（命题 4.2.5), 可见存在极限 f ( a +). □ 

以下讨论在无限区间上函数的一致连续性.首先有 

例泡 I 5.4.6 设/ e C [ a ,+ oo ), _0_存在有限极限/ (+ oo ) = A . 证明：/在 
[ a ,+ oo ) 上一致连续. 

证对 e > 0,存在 M > a ，当 : r > M 时成立 |/( a ;} - A \ < -^- £ - 又利用 
Cantor 定理知道/在 [ a , M + 1] 上一致连续.因此对上述 e 存在5 > 0,使得当 
e [ a,M + l ] K \ x F 成立 1/(/) — 

不妨假定上述5 < 1. 我们断言：当 x ', x ,f e [ a ,+ oo ) 且 | a / - d < 5时，成 
立 W )_/ OOI < e - 

实际上 ; 如€ [ a,M + ll 则已无问题.又若> M , 则有 
|/(〆 ）一 < |/(/) -^1 + jA - /(/)1 <y+ y =^- 

由于 ¥ - o ：〃| < <5 < 1, 只可能发生以上两个情况. 口 

但是对于在无限该:间上的函数的一致连续性来说，上述极限/(+00)的存在 
并非必要.函数的有界性也不是必 要的. 例如/ ㈦ = ax + b ^ (- 00 ,+ oo ) 上一 
致连续.再举一个 例题： 


例題 5,4.7 证明：函数 W 在导间 (0,+ oo ) 上一致连续. 


证先分别证明#在区间 （0 t 1] 和 [1, +00) 上的一致连续性， 

从例题 5.4.5 或在 [0,1] 上用 Cantor 定理就知道斤在⑼ 1] 上一致连续. 
在区间[1， +00} 上，可以从 


y / x ^ — = 


|〆 - 3：" 
y/¥ + Vx* 7 


^ — |^ - X ，f \ 


推出在 [ l s + ⑺）上一致连续. 

然后可以用例题 5.4.4 中的方法合并两个区间，得到所要的结论 ( A 略). □ 
证2利用一个可以直接验证的不等式，即当时成立 


y/a, 一 \fb ^ d — 6 , 
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就有对任何叭/ > 0成立的不等式 

\ Vx F — \/ x ^| ^ \/\ x ^ — X 1 % 

因此对 s > 0只要取5 = e 2 , 就可以直接得到所要的 结论. □ 

在无限区间上的有界圉数也可以不一致连续.下面就是一个例子. 


V 

MAAA A 

y = sin x 2 

爾 WV\/ 0 

VvVrnin 


图 5.2 


例题 5.4.8 证明：函数 sina ; 2 在 (-oo f +oo) 上不一致速续. 

证用反证法.设 sinx 2 (如图 5. 2 所示）在 (-oo, +cc) 上一致连续，则对 
Ve * > 0 : 存在 <5 > 0,当 xi , x 2 满足 bi - x ^\ <S 0^*, 成立 


j sin 4 — sin x|j < e. 


(5‘3) 


设 n € N + , 令 


a：i = \Znic, X2 = i/nic + 


则 sin = 0, = 士1.因此当 e < 1 时，不等式 (5.3) 不能成立， 

但又有 

j 兀 /2| 


尤 1 一 T2 


\frm + Jnn + 


因此可以看出，当 n 充分大时就有 ! a；i ~ x 2 \< S 成立 * 由此引出矛盾. □ 


5.4.5 练习题 

1. 若/在区间/上定义，且存在 i > o , 使得对任意 xi ^ 2 e /成立 |/( xi )- 
/(2： 2 )| ^ L | xi - i 2 1, 则称 f 在 I 上满足 Lipschitz 条件. 证明：在区间 / 上 
满足 Lipschitz 条件的函数必是一致连续函数- 

2. 根据一致连续性的定义直接 证明： 若/在 (A &) 上一致连续，则/ 有界- 
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3-(1) 设在区间 J 上均为一致连续，问:它们的线性组合 a / +知和乘积 
/ P 在 J 上是否一致连续？ 

(2) 设/在区间 A 上一致连续, P 在区间/ 2 上一致连续,且区间 A 包含 
了 /的值域，问:复合函数在区间乃上是否一致连续？ 

4. 设/ G C (- oo ,+ oo ), 且为周期函数. 证明： /在 {-^+ oo ) 上一致连续- 

5. (1) 设 / € C [0, +00)，且有 lim ⑷ —( a；c + &)] = 0,证明 / 在[0, + oo ) 

^—►+00 

上一致连续； 

(2) 若将⑴中的 as ； + &换成似 2 +bx + c , 结论是否成立？ 

(3) 又若将似+ &换成某个函数 P (； c ), 问：当 0(3?) 具有什么性质时⑴中 
的结论仍成立？ 

6. 证明：当 n > 1时， f 在 [0,+ oo ) 上不一致连续. 

7. 诬明：/⑻= lna ： 在 （ l ，+ oo ) —致连续，但在 (0,1) 上不一致连续. 

8. (1) 证明：函数/⑻ = \& inx\/x 在区间 （-1,0) 和（0，1)均为一致连续，但 

在（-1， 0) U (0,1) 上不一致连续.（注意 （-1,0) U (0,1) 不是一个区间 .) 

(2) 若函数/在区间 （ a , b ) 和 Re ) 上分別为一致连续, 问: /在 Kc ) 上是 
否一致连续？ 

9. 讨论以下函数在指定区间上是否一致连续：（可参考图 4.2) 

(1) 在区间 (0,1) 上的函数 win 丄； 

2 C 

qiti t 

(2) 在区间 (0,+ oo ) 上的函数——； 

(3) 在区间 [0, + oo ) 上的函数 a;Sint 

§5.5 单调函数 


5.5.1 基本性质 

单调函数是在数学分析中除连续函数类之外的又一类重要 函数. 本小节列 
出关于单调函数的主要结果. 

首先,从单调函数的单侧极限存在定理(命题 4.2.2) 可以 知道： 

命题 5.5.1 单调函数的间断点是眺跃点，即在该处有两个不等的单侧极限. 

证不妨只讨论/是 («,&) 上的单调增加函数的情况.设吻 e ( a , 10是 i ■的 
间断点,任取办两侧的点 z <吻< /，则成立 

f(x) < f(x Q ) ^ f{x r ). (5.4) 
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令 X — 应用单调函数的单侧极限存在定理，得到 

/«)< /( 吻 K /«)， 

并且其中的两个单侧极限都是有限数.因此邱是第一类间断点. 

由于吻是间断点，因此在上面的两个不等号 < 不可能同时成立等号.这样 
就只能有严格的不等式 

/⑹ < /«)， 

因此邱是第一类间断点中的跳跃点. □ 


命题 5.5.2 单调函数的间断点至多为可列个. 

证不妨只讨论/是开区间（〜 b ) 上的单调增加函数,且有无限多个间断点. 
若: r 0 e ( a , b)^f 的一个间断点，则有 /( < f ( x + y 这时/在点抑的函 
数值满足不等式 /(^o ) < fM ^ /(4).称 (/( xo ),/(4)) 力与间断点吻对应 
的一个跳跃区间. 

对/的每一个间断点都可以得到一个跳跃 E 间.我们要证明,任何两个不同 
的间断点所对应的跳跃该:间必不相交. 

设〜是 /的另一个间断点， txo <^ i - 我们要建立 

(/(^")，/«)>门（/(6)，/时)）=0‘ （ 5 - 5 ) 


为此在邱和 A 之间插入 A V 如下： 

< X < X f < Xi, 


则有不等式 


/㈤ 矣 /(〆)• 


固定 A 令 : r — 4,由单调函数的单侧极限存在定理和函数极限的比较定理，得 
到 


/(4) < /( 〆 ). 

再令又得到 

/«) S /($1 ). 


于是得到 


/(^ d ) < /W ) < /(^7) < /«). 


即所要证明的 (5.5). 

这样就得到与无限多个间断点一一对应的跳跃区间,且两两不交.又在每个 
跳跃区间中取一个有理数，从而得到一 t 有理数集，它与跳跃区间全体形成一一 
对应.由于有理数集 Q 为可列集,它的无限子集也是可列集，因此跳跃区间集合 
为可列集.这就证明了单调函数如有无限个间断点,则必为可列个. 口 
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命题 5.5.3 设/是区间 J 上的单调函数,其值域 /(/) 为区间的充分必要条 
件是 / e C ( I ). 

证 先证充分性.若/ e C ( J ), 则/⑴为区间.这就是前面已得到的介值定 
理.这里不需要单调性 条件. 

再证必要性.不妨设/单调増加，已知 /(/) 为区间.要证明/处处连续. 
这里用反证法.若/有间断点吻，在它的两侧任取两点 z 和/，则与前面的公 
式 (5,4) 一样可以得到 

f ( x )< /(x 0 -) ^ f { x 0 ) ^ f { x +) ^ /(〆). 

由于 吻是 /的间断点，所以有/(% ) < /(4)成立.以上不等式对于小于郎的 
mx 和大于利的所有/成立.这样一来在非空开区间中至 
多只可能有一个点在值域/⑴中, 可见 f ⑴ 不可能是区间.这个矛盾表明/不 
能有间断点.口 

命题 5.5.4 设/是区间 I 上的严格单调连续函数.证明：/的反函数是值 
域 /(/) 上的严格单调连续函数,且具有与/相同的单调性. 

证不妨只讨论/为区间了上的严格单调增加连续函数的情况.由于 /e 
C ( I) f 所以/⑺是区间.由于/严格单调增加，从; n < A 就有 /( ti ) < f ( x 2 \ 
因此从 J 到/⑺的对应是一对一的.这就保证了从/⑺到/的逆映射存在，即 
/有反函数，记为/- 1 .反函数的定义域为区间 / U )， 值域为/的定义域 
若记映射 f^y = /( 岣 j e /，则记其逆映射 f - 1 = r \ v ), y ^ /⑺. 

现证广 1 也是严格单调增加函数.设有 & /⑴，且扒 < 仍.则有 

xi = f~ 1 (Vl),X2 = / -1 ( 奶 ). 

它们是由 

yi = f {^ i ), V2 = f {^ 2 ) 

确定的.由于/严格单调增加，可见当讲 < 奶时心 = A 和 A > h 都不能成 
立,因此只有 A < U 是可能的.这已表明广 1 为严格单调増加. 

由于广 1 是区间/⑺上的单调函数，而值域 J 是区间，因此从上一个命题 
知道广 1 是连续函数. □ 

直接用命题 5,5-4 即可得到如下 结论： 

例题 5.5.1 反三角函数 arcsin x , arccosa ;, arctana ：, arccotx 都是严格单调的 
连续函数. 

在 3.4.5 小节的练习题7中出现 Kepler 方程. 若将这个方程 o; - q^x = 
a (0<g<l) 中的 a 看成变量, 改记为 y t 则有以下结论. 
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例题 5,5.2 证明：由 Kepler 方程 y = x — qsinx(0 < q < 1) 可以唯一地确 
定函数 z = m, 而且它是定义在 (-00,+00) 上的严格单调增加连续函数. 

证 久 y 二 x - gsinx 知道它是定义在 (- oo , + oo ) 上的连续函数-由于 
I sin^l ^ 1,可见值域也是（-00, +oo). 为研究单调性,设 A <巧，则有 

yi~V2 — (^1 - gsina ： i) - (n — gsinaja) = {xi - a ： 2) — g(sinxi — sin x 2 ). 

由于不等式 IsimU 吣从 

Xi — X 2 

]sinxi — sin a ： 2 1 = 2 sin - - — 

和 0 < g < 1, 可知 

|5(sinxi — sina ； 2)1 < l^i — ^ 2 \, 

因此 Vi -仍与 h - 別同号.这就表明 V = ^ 是严格单调增加函数‘用 

前面的命题 5-5.4 即得所要的结论. □ 

注与单调函数类密切有关的是有界变差函数类.有界变差函数可定义为 
两个单调增加函数之差.它在数学的许多领域中起重要作用.由于篇幅所限本书 
不介绍有界变差函数.有需要的读者可参考[ I 4 ]的第三卷第 I 5 章第 4 节- 

5 . 5.2 练习题 

1. 设函数/在开区间 （ a , b ) 上定义,且对每一个点^ e k &), 存在邻域 0{x\ 
使得/在 0(x) 上单调增加， 证明： /在 {a,b) 上单调增加- 

2. 设/ € C[a,b], 且对上任意两个有理数 rx , r 2! n < r 2 j 成立 /{nK 
/(『 2 )，证明：函数 / 在 b ,&] 上单调增加. 

3. 设/是 (- oo , +00) 上的单调函数，在每一点定义= /(#)，证明： 5 是 
在 (- oo ,+ oo ) 上处处右连续的函数 - 

4. 设/为 { oo , + 00 } 上的单调函数,且对一切 : E,y eR 满足 /0 + y ) = /(工)十 
/⑻.证明： f{x) = /( l ) a ：. 

5. 设/ e C [ a ,&]. 证明：/在(《， &) 中没有极值点的充分必要条件是/在[七 
上严格单调. 


COS 


$]_ + 怎 2 


2 


^ jsx - X 2 


§5.6 周期 3 蕴涵混沌 


本节的标题取自论文[ 34 ]的题目 "Period implies chaos ". 在本节中我们将 
介绍该文并证明其中的第一定理，这样做有几个理由： 


§5.6 周期 3 蘊含混洗 


147 


1. 该论文发表在美国数学月刊上，该杂志拥有广大读者,包括髙等学校的敎师 
和学生.阅读该论文所需要的数学分析知识只限于本章的连续函数. 

2. 该文在混沌发展的历史上起了极为重要的作用.从此以后，混沌不再只是 
一个普通名词,而是有确切数学内容的一个科学名词了. 

3. 该文的内容是在迭代生成数列方面的新发现，因此和本书中已经多次介绍 
的内容 （§2.6 节和 3.4.4 小节)有直接的关系. 

4. 由诙文的第二定理产生了混沌的第一个数学定义，即 Li - Yorke 定义.我们 
虽然不给出第二定理的证明，但读者还是可以由此对混池有一个了解.因 
为其中的关键概念恰恰就是 §3.6 节中的上、下极限. 

在1998年出版的数学分析教科书 [7] 中已经将与本节大体相当的内容收入 
教材，作为函数的连续性一章的最后一节.在同年出版的数学分析参考书 [631 中 
收入了更多的材料. Li-Yorke 原论文 [34] 的译文和该文的第一作者李天岩关于 
发现经过的一篇短文可以在数学译林的1989年第3期中找到. 


5.6.1 动力系统的基本概念 


现在很多论著中所说的动力系统是一个比较模糊的名词，实际上只要系统的 
状态随时间而变化,我们就可以说它是一个动力系统.但是这样一来,所有以时 
间为自变量的常微分方程，以及在自变量中有一个是时间的偏微分方程的理论 
都可以说成是动力系统的理论了.实际上在数学的学科分类中,微分方程仍保持 
不变，包含传统的稳定性理论、定性理论和解的存在性、唯一性等内容，而动力 
系统中研究的对象则主要是在20世纪六、七十年代之后形成的,混沌就是其中 
占有突出地位的一部分. 

关于混沌这门学科的诞生及其概况可以看 [16], 这是一本普及读物.它的作 
者是纽 约时报 的记者 t 他访问了开创混沌研究的许多科学家，然后用完全通俗的 
语言写成此书. 

这里我们主要介绍由迭代而生成的离散动力系统，它的一般形式就是在前面 
已出现多次的递推公式 


在动力系统理论中称之为一维选代动力系统(或离散动力系统) ■ 

先讲动力系统中的几个名词.从初值邱出发由迭代生成一个数列 
称为由初值吻确定的轨道.在轨道中占有特殊地位的是不动点和周期轨道. 

如果对所有 n > 0有= x n , 则称点叫也就是由它确定的轨道，为系 
统的不动点.这个概念在前面已多次出现. 
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如果对某一轨道 { x n } 存在自然数使 A +p = 对一切 n >0 成立，就称 
这个轨道是以 P 为周期的周期轨.周期轨中的点称为周期点.显然，不动点就是 
周期为1的周期轨.对周期轨来说，具有以上性质的最小 P 称为轨的最小周期. 
实际上在第二章的最后两个参考题中都出现了周期2轨. 

我们知道,从函数 V = /⑻的几何图像就可以直接看到不动点.实际上也不 
难从几何上看出是否有周期2轨（请读者考虑如何看出).但要从几何上发现是 
否有周期大于 2 的周期轨则并非易事. 

注在这里读者可以发现，虽然迭代动力系统的外表形式与第二章中迭代生 
成数列的递推公式并无区别，但实际上所研究的对象已大不相同.在 §2.6 节以及 
后来在 3.4.4 小节中介绍压缩映射原理时所关心的主要问题就是所得到的数列 
是否收敛,若收敛则极限是什么 * 而从以上的简单介绍中可以看到，我们已经将 
周期轨（和周期点）作为更一般的研究对象了.述应指出，迭代动力系统的主要 
研究内容是比周期轨复杂得多的混沌现象.这在下面讲了混纯的 Li - Yorke 定义 
后就会明白. 

5.6.2 Li - Yorke 的两个定理 

在李天岩和 Yorke 的论文[34】中主要有两个定理.我们先介绍第一个 - 

命题 5.6.1 ( Li - Yorke 第一定理）设了为区间，函数/ £ C ( I ), 且有 /(/) C 

/. 设有点 a , c , rf 属于区间 A 满足条件 

f ( a ) = ft , f { b ) = c , f { c ) ; d ， d < a < b<c (或 d ^ a > b > c ), 

则 / 有最小周期为每个自然数的所有周期轨- 


现在我们来诬明这个命题.为此先要做一些准备工作，证明几个引理.其中 
前两个引理恰好是关于连续函数基本性质的练习题. 


例腰 5.6.1 (引理 1) 设 J 为有限闭区间，/ e C ( l ). 如果有/⑴〕厂则/ 
在 I 中有不动点- 

证记/ = [ a , *],/(/) = [ cA ， 由闭区间上连续函数的值域定理知道 /( 乃也 
是有限闭区间，即有 c < a < d . 由连续函数的介值定理，存在^ e Ml , 使 
得/(0 = a /⑻=不妨设€ < »?• 构造辅助函数 

F { x ) = f { x ) - x . 


F 的零点即/的不动点，则有 

= /(0 - ^ = F (”）之 /(i?) ~r} = b-Tj^0. 

因此知道 

F(Onn) < 0 . 
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若€或 n 不是 F 的零点，则由零点存在定理可知在 itn ) c [^, 句中有 P 的 
零点，即 / 的不动点. 口 

注 与此题类似的是经典性的例题 5.2.4, 注意它们的证明相似而不相同. 

例题 5.6.2 (引理 2) 设 U 是两个有限闭区间，/ E C {1). 如果有/⑺〕•/， 
则在 j 中存在一个闭子区间 a 使得 nn = 

证设/ = = [ c ，4 由于 /( k&D 〕 [c，d]， 由介值定理知道有 e，n E 

[a，&]， 使得 /(0 = c，/(iy) = d 
先考虑 乏 < V 的情况.定义 

u = sup { s I f ( s ) = c } i ^ s < r]} y 
v — inf{ 1 1 f(t) — d f u 

我们断言： / h ) = Cj ( v )= d . 实际上， M 是数集 A = { s I f { s ) = c , ^ 5 < T ? } 
的上确界如有 W e A 则当然/ ㈦ = C . 否则，至少在集合 X 中存在数列收敛于 
U (参见例题3.1.3)，由/的连续性可知有/⑻= c . 同理有/⑻= d . 

由 u ， w 的定义可见 u < v : 而且在 ( u , v ) 中函数值/(3?)不可能取到 C 和 
从而一定有 f {{ u , v )) C ( c , d ). 这样就得到 

/([ w ， v ]) = [ c , d \ = J , 

因此即为所求.对于 C > ^的讨论是类似的. 口 

第三个引理是引理2的进一步发展，而且和引理1结合起来了.但是在这里 
要引进在迭代动力系统研究中使用的一个特定记号> 这个新记号就是将复合函 
数 nm ) 简记为尸化)，将 mm )) 简记为尸化)，…，一般地记 

广 ㈣ =/(/(…/⑷…… - f )( x ). (5.6) 

、一 1 II 〆 、 V * 〆 

«重 n 个 

例题 5.6.3 (引理 3) 设/是在有限闭区间4, Iu 4-1 上有定义的连 
续函数，满足条件 


/(io) 〕 hif(h) 3 ’2,… 〕 A ， 

则存在点无 o € / 0 , 使得 f n {^ o ) - X 0 , 且满足 f { xo ) G Ii , i = 1 ， … - 1 - 

证应用引理 2 于 /(/ o ) D / i t 知道存在闭区间 U C io , 使得 
从条件 f { h ) D h , 又有 ^(/ o 1 ) D h - 再次用引理 2 于区间#上的函数/ 2 , 
有闭区间苟 〔 g C / 0 ,使得 f 2 ⑻=于是有 
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/(4 2 ) c / i ,/ 2 (/ 0 2 ) = / 2 . 

这样进行下去就得到 ir 1 c 使得 

w 1 ) c wr 1 ) c / 2 ，… i n - 2 , fm = u-7) 

用最后一个条件 /(/„- i ) d/ 0) ^t r^r 1 ) d 对于区间了 r 1 上的 r 

应用引理 i , 知道 存在尸 的不动点邮 e i^- 1 c io, 使得 r (卻）二咖 
同时由于 (5.7), 可见 /( a ： 0 ) £ hJ 2 M G / 2 ,… ，尸 ^(吻） € □ 

命题 5.6.1 ( Li^Yorke 第一定理）的证明定义区间 L = [ a ,6], K = [&， c ], 则 
从定理的主要条件 

f(a) — b, f(b) = c , /( c ) = d , d a < b < c d ^ a > b > c), 


可以看出有 


f(L) D K, f(K) D I , f{K) D K. 


现在对毎个自然数 n 寻找最小周期为 n 的周期点.分以下几种情况分别讨论. 

(1)7^1.从/(/^〕欠和引理1即得. 

(ii) n = 2 .从 f(L) D K, f{K) D L, 和引理 3 , 存在点邮 e L ， 满足 
f(x 0 ) e K 和 p(x Q ) - x 0 . 如果点抑的最小周期不是 2 ,则吻就是/的不动点， 
即邱二 /( 抑).但从和 e i 和 fM e K , 而 L n K = {6}，因此只 能是邱 = 6- 
但已知 /(b) =c> 6,6 不会是不动点，引出矛盾. 

(iii) n > 3 .令/ 0 = i，h = / 2 = … = 这样就如图 5 . 3 所示构成 

了一个圈,图中所用的记号 J —— J 表示 /(/) D •/. 从 /( 幻3 K ， f{K) D K 
和 f(K) D L 可见这个圈是成立的，也就是说引理3的条件满足. 


L K -- K —— .— ^ K 



图 5.3 

对子所取的《个区间应用引理3,知道存在点吻€ 满足 

广( I 。）= z 。， P{ xq ) 6 = 1, * ■ - ,n - 1. (5,8) 

若 n 不是点抑的最小周期，则有 P ， 1 < P < n ，使得 f ^( x 0 ) = x 0 . 由于这时 
f p M e 而: r 0 G i ， 因此与 （ ii ) 一祥，只能有吻 = b . 但从条件 n > 3和 

f 2 ( x 0 ) = f 2 ( b ) - /(/( b )) = /( c ) = d < a 可见 / 2 ( t 0 ) fK ' 与 (5.8} 相矛盾. 口 
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例埋 5.6.4 在区间[0，1]上定义分段线性函数（其图像在图54上用粗黑的 
折线表示)： 

m = h^ ° 广 +; 

^2(1 - x), — < x < 1. 

则/对一切 n € N + 存在以 n 为最小周期的周期轨 - 

证取 a = 0, 6 = c 二 1，则有 /⑼ - y ,/ (+) = 1，/( I ) = 因此 
从 Li - Yorke 第一定理知道结论成立. 口 


注从图 ”可以 清楚地看出, f 中 
有周期3轨 {0 s y , l }, 还有不动点 | 和 

由组成的周期2轨,其中周期 
2轨还特地用粗黑线的方框标出.图 5.4 
中的箭头是按照第二章 §2.6 节中介绍的 
蛛网工作法作出的.由于命题5.6.1，在这 
样简单地由两段直线组成的图像上还存 
在无穷多个其周期取到一切自然数的周 
期轨，这完全超出了几何上的直观想像. 
在 [34] 发表之前很少有人能想到如此简 
单的函数会有如此奇妙的可能性. 



现在介绍 [34] 中的第二个定理.虽然我们在这里并不证明,但了解一下它的 
内容也是很有意义助.这里的主要预备知识就是在第三章中的上、下极限. 


命题 5.6.2 ( Li - Yorke 第二定理）在与命题 5.6.1 相同的条件下，在区间 J 
中存在一个不可列集 S , 使得以 S 中的任何两点 x , y { x ^ y ) 为初值的迭代生成 
数列{尸(4}和{/%)}具有以下三个性质： 


⑴ HE |/ n ( x ) - f n { y )\ > 0, (2) lim 『⑷一广⑻卜0， 

Tl —OC rt—^OO 

(3) EH IT ⑷ -r ⑻ 1>0 ， 

71■— ►OC 

其中 P 是/的任何一个周期点. 

根据我们对上、下极限的理解，可以看出，由 S 中任意两点出发的两个轨道 
(就是两个迭代生成数列）既会无限靠近，但又总会分离开.这样复杂的性态超出 
了过去的认识.因此就产生出 Li - Yorke 混沌的 定义： 

定义设/是区间/上的连续函数，满足条件 /(/) C i . 如果满足以下条件: 
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(1) /的周期点的最小周期无上界， 

(2) 存在 J 的不可列子集 A 对于* S 中的任意两点满足以下 要求: 

(i) ns ir(^)-r(i/)i>o ； (iojim ir(^-r(j/)i-o, 

则称由 / 迭代生成的动力系统力混沌. 

应当指出，混沛在数学上目前存在各种不同的 定义. 而上述的 Li - Yorke 定义 
是在数学上第一个可操作的混沌定义.对混沌有兴趣的读者可以从[ 2 1，3 4 ,38, 39] 
中得到比这里丰富得多的材料. 

§5.7 对于教学的建议 


5.7.1 学习要点 

本章在极限理论的基础上介绍连续函数（以及单调 函数} 的基本性质.这是 
进入微分学（以及积分学)前的最后准备工作. 


1. 怔明连续函数的基本定理和应用它们去解决各个问题不是一回事.实际上， 
由于这些基本定理反映了连续函数的深刻本质,因此它们将成为今后的重 
要工具.读者只有通过解题才能对如何运用这些工具获得直接的经验， 

2. 单调函数在数学分析中经常用到.本章对单调函数的基本性质作了小结.读 
者应当注意它们的基础是上一章中的命题 4 . 2 . 2 . 

3‘以 “周期 3蕴涵混沌”为标题的一节可以作为课外活动材料.由于已有不 
少数学分析的新书收入了同样的（或更多的）材料,因此在 [39] 中作者的希 
望，即将迭代动力系统的材料放到初等课程中去教，正在变为现实.相信读 
者只要浏览一下就会看到这些最新发现与数学分析有密切关系.注意其中 
的第一个引理(即例题 5.61) 已经成为数学分析教学中的基本题. 

4. 对习题课的建议函数在某点的连续性概念的基础是极限概念.习题课老 
师可以把两者联系起来讲.可通过若干例题或课堂练习题来巩固这些概念. 
当然，复合函数的连续性(包括复合函数的极限存在性)是需要作一定训练 
的.例题5.1.2, 5.1.4 和 5.1.4 小节(练习题）中的不少题等都是合适的材料. 

本章习题课重点在于连续函数的整体性质.从以往的教学经验看，学生对 
学 习零点 定理、介值定理、有界性定理和极值定理的兴趣比较大.这些定 
理也很直观.用本书所列举的材料已可组织起比较好的习 题课. 难点是一 
致连续性，应该安徘为某次习题课的训练重点 . 本章§5,4节给出了训练的 
框架供参考.比如可分为一致连续的概念，一致连续的判断条件,一致连续 
的应用三个层次来复习. 




5.7.2 参考驄 
第-组参考理 


§5.7 对子教学的建圾 


153 


1. 设非负函数/ € 且/(0) = /⑴= 0. 证明： 对任一实数 a e (0,1), 

存在; To e [0,1], 使得 Xo + a G [0,1], 又满足要求 f ( x 0 ) - /(吻 + fl ). 又问， 
如去掉函数/非负的条件，则结论还成立否？ 

2■设 / e C [0, 1]，/⑼=/( I ). 证明： Vn € N +, 存在 t 使得 /(《+ /⑹， 

3•设/ e C [0,1], /((0, tj ) C [0, 1]. 证明 ： y = /⑷的图像不仅与直线1/ = z 有 
交点,而且还与直线 y = l -尤 有交点. 

4. 设/ e C (0, +00), 又设对每个实数 c , 方程/⑷= C 至多只有有限个解.试 
分别给出极限 lim /⑷及版/ ㈤ 存 在的充分必要条件，并加以证明. 

i - H-oo >0+ 

5. 设 / e C (- oo , + 00 )，对于任意 H 满足 I / O )— /⑽矣 fc \ x - y \ (0 < fe < 1). 
证明： 

(1) 函数 b -/ ㈤ 单调增加， 

(2) 存在唯一的 （G (- oo , + 00 )，使 /(0 = I 

6■设 fn (^) = x n + x } n e N +- 证明： 

(1) 对每个 n > 1，方程九 ㈨ =1在（1/2, 1) 内有且仅有一个根， 

(2) 若％ G (1/2, 1) 是 f n ( x ) = 1的根，则存在 lim w 试求出极限值- 

71 ■W 

7 . 设对每个自然数 n ， 数集人 C [0，1]是有限集，而巨^ n A , = 0 Vije 
定义函数 



^ X € A n ] 

若 Z e [0,1】但不在任何1中. 


对每个 a € [0,1], lim f ( x ). 

8. 设函数 / 在区间 / 有可去间断点.定义沒⑷=证明: 

9 e C ( I \ —* 

9. 证明：若函数/在区间 [0,+ co ) 上连续且有界,则对任意给定的、存在一 
个_ { x „}, 满足要求：⑴ lim 4 = + 00 ； (2) lim [/( 人 +〜）—/( x „) 卜 0. 

n —— *oo n—+oo 

10. 设函数/在区间/上满足带指数的 Lipschitz 条件，即存在 M >0, a >0, 
使得当 U e / 盹成立 1/ ㈤ - /( 汕 （ ir . 证明：若 a > 1,则/ 
在/上是常值函数. 

11. 举出一个函数/，它的定义域为 10,1], 处处不连续,但它的值域为区间. 
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12. 若/ e C [ a ,6], 证明： 对毎个给定的 s > 0,存在区间 [ i , bl 上的分段线性函 
数 L { x ) 使得|/⑷一 L { x )\< e 在区间 Kbj 上处处成立 ■ 

13. 设 / G (^(-叫+⑺)，且 lim f { f { x )) = oo , 证明 ： lim /( ar ) = oo . 

x^oo x—*oo 

14 . 设 / € C (- oo ,+ oo ), 且存在 fc > 0, 使得对任意 x lf x 2 eR , 成立 |/( A ) - 
f {^)\> k \ x 1 - x 2 \. 证明： / 严格单调且值域为 (- 00 ,+ oc ). 

15. 证明： 不等于常数的连续周期函数一定有最小正周期.又问:如果将连续性 
条件去掉，结论还能成立否？ 

f ( nr ) 

16. 设函数/在区间 [ a , + oo ) 上满足 Lipschitz 条件,其中 a > 0. 证晛 ^ 
在 h + OO ) 上一致连续. 

17. 证明： 函数/在区间/上一致连续的充分必要条件是：对任何满足条件 

— 如）= 0的 { x n } C J 和 bn } c 厂都有 Jlim [/( a ： u ) - f ( yn )] ^ 0. 

is . 函数/在有限区间上一致连续的充分必要条件是：当 M 为基 
本数列时， { f { x n )} 也一定是基本数列. 

19. 设函数/在区间 [0,+ oo ) 上一致连续,且对任何 Z 6 [0, 1] 有 Iw ^ fix + n ) = 
0,证明 ： lim f ( x ) = 0. 

20. 设/在 {- oo t + co ) 上一致连续，证明：存在非负常数 a 和~使得成立 
|/(a；)| 

第二组参考题 

1. 用连续函数的零点存在定理解决以下“实际问题 "： 

(1) 一个煎讲，不论形状如何,必可切一刀，使面积二等分 - 

(2) 两个煎饼,不论形状如何，相对位置如何，必可切一刀，使它们的面积 
同时二等分(双煎饼定理》 

(3) 三个煎讲,不论形状如何,相对位置如何，能否切一刀，使它们的面积 
同时二等分？ 

(4) 一个煎讲,不论形状如何,是否能以相互垂直的方式切两刀，使面积四 
等分？ 

(5) 某短跑运动员用10秒跑完100米. 证明： 其中至少有一段长1为10米 
的路程恰用1秒完成. 

(6} 四只脚的方台在不平整的地上可能会摇晃.但如适当转动 的话， 一定 
能找到使它不摇晃的位置. 

(7) 给定平面上的一条光滑的封闭曲线.能否作一个包含这条闭曲线的正 
方形，并且它的四边都与曲线相切？ 
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(本题中出现的许多概念，包括区域、边界、面积、光滑曲线和相切等， 
在今后的教学中将会得到严格的数学处理 & 但是目前可以采取朴素的 
观点来对待题中的条件，因为在所有这些题中，主要的工具只是零点 
存在定理，再加上你的想像力 .） 

2. 设函数/在区间 [0^] 上连续,且有/⑼= /(n), 其中 n 是一个自然数.证 

明： 至少有 n 对不同的 (x,y) f 使得/⑷二 励， 同时 z 为非零整数. 

3. 设函数/在 [ a，6] 上 定义， 且处处有极限.证明： 

(1) 对每个 e > 0,在 »] 中使 | - /㈤ | > e 的点至多只有有限 

t—a? 

个， 

( 2 ) /在至多只有可列个间断点. 

4. 证明： 区间上的函数不可能以区间的每个点为它的可去间断点. 

5. 是否存在定义于 (-^,+00) 上的连续函数 A 使对于任何 c e R, 

(1) 方程/⑷= c 都恰有两个解？ 

(2) 方程/(4 = C 都恰有三个解？ 

6. 设 n 为自然数-求满足函数方程 f(x + y n ) - f ( x ) + ( f ( y)) n { x lV e R) 的 
所有解. 

7. 设 / e C[0,1], /⑼= 0, /⑴=1， f ( f ( x ))^ 证明： /⑷= 

8. 确定使得函数方程 f(f(x)) = kx 9 tE (-oo, 十 oo) 上有连续解时参数 * 应满 
足的充分必要条件- 

9. 设/是从 R 到 H 的一对一连续映射，有不动点，又满足 

f (2 x - f { x )) = a; V t G R, 


通明： /( x ) 三; r . 

10. 设函数 / e C[a,6], 定义 M(x) = max f(y), m(x) = max f(y). 证明：函 
数 M，m e C[a, b]. 

11 . 设 / 在闭区间 K&] 上单调增加, /(a) > a,/(6)<6. 钲 明： /在 { a , b ) 内必 
有不动点. 

12. 设/在区间[0, 1] 上满足以下条件： （1) /(0) > 0, /(I) < 0; ( 2 )存在一个函 
数3 6 C[0,1], 使得/ + fl 在[0, 1] 上单调增加. 证明： /在 (0,1) 中有零点. 

13. 设/!,/ 2 是分别以 T u T 2 为周期的连续函数，且均非常值函数.证明：若周 
期 T ,, T 2 不可公约，则 A + / 2 不是周期函数. 

14■设是周期函数，且有呻 [/ ⑷ ㈤1 = 0, 证明： /(尤）三 9 { x ). (注 意: 

v-*-too 

本题并不需要/和3为连续函数的条件 •） 
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15. 证明：函数/在区间 J 上一致连续的充分必要条 件是: 对每一个£ > 0,存 
在正数尾使得当 e 厂; c 尹发且 


/(^) - f { y ) 

x-y 


> N 


时，成立1/⑻- f ( y )\ < 

16. 设/在开区间/上连续，且于每点 X € l 取到极大值（或者于每点取到极 
小值).证明： f 为 I 上的常值函数. 

17. (本题是对上一题的进一步加强)设/在开区间/上连续,且于每一点 z e J 
处取到极值，证明：/为/上的常值函数. 

18. 若抑为函数/的极大值点（极小值点)，且存在一个邻域 0( 抑)，使得当 
x e O { x 0 ) 时满足不等式/(4 < f { xo ) { f { x ) > f { x 0 )\ 则称邱为/的严 
格极大值点俨格极小值点).证明：任何函数的严格极大值点 俨格 极小值 
点）至多可列，并举出同时有可列个严格极大值点和严格极小值点的例子. 

(在每个区间上有严格极太值和严格极小值的连续函数也是存在的.见美国 
教学月刊，90卷 (1983), 281-282 页和92卷 (1985), 209-211 页 .） 

19. 设 / € C (0, + oo ), 对每个 a :。 > 0,有 lim f { nx 0 ) ^ 0. 证明：呼 /⑷= 0- 
(本题可以与 Heine 归结原理对比 ， lim /⑷= 0的充分必要条件是对每 

3 C —»+ O 0 

个严格单调增加的正无穷大数列{心}，成立 Jim /(^)=0.本题表明，当 
/ € <7(0, +00) 时,上述条件只需对所有等差{^}成立即可 .） 

20. 设/是将区间映入自身的连续映射.从 [ a ,&] 内任一点 X 出发，用 

- x , x n+1 - f ( x n ) (n € N + ) 生成选代数列 { x n }. 证晛 {〜} 收敛的充 
分必要条件是 lim { x n+ i - x n ) = 0. 

n —► c » 

(这个出入意料的结果来自1阶 6 年在美 国敫学 月刊上的论文( 83 卷 273 页) ■ 
它至少有两方面的意义： （1) 给出了一维迭代数列收敛的一个充分必要条 
件.这时只假定选代函数连续,与第二章中依赖于单调性的几何方法完全 
不同.当然也与第三章的压缩映射原 理无关 . （ 2 )又可看成是 Cauchy 收敛 
准则在一维迭代数列中的特殊化，即此时不要求数列中下标任意大的两项 
之间的差任意小，面只要求前后两项之差任意小即可 ■) 


第六章导数与微分 

这是进入微分学的第一章.本章含有四节.在邠 .1 节中介绍导数概念、基 
本的求导公式和计算. §6.2 节介绍高阶导数及其他求导法则.一阶微分的概念在 
§6.3 节中讨论.最后一节为学习要点和两组参考题 - 

§6.1 导数及其计算 

6.1.1 内容摁要 

这里的要 点为： 

1. 导数就是变量的变化率.它在几何上来源于如何定义一般曲线的切线，而 
在运动学上则与中学物理中的瞬时速度的定义方式完全相同- 

2- 从导数的定义可以看出，计算导数就是要求 j 型的不定式的函数极限.这 

也就是在学习撖分学之前先要学习极限理论的理由之一.在 §4.3 节的两个 
重要极限以及许多例题都与此直接相关. 

3. 函数在某一个点是否可导，只与该函数在这点附近的性态有关.因此与函 
数的极限和连续性类似，函数的可导性是一种局部性概念. 

4. 函数在一点可导，则一定在该点连续.反之未必成立. 

5. 除了导数的几何意义之外，还要知道单侧导数的几何意义,以及在某一点的 
导数或单侧导数为无穷大时的几何意义- 

6 ‘ 导函数的概念.这直接导致高阶导数的概念. 

7. 导数的计算.初等函数的导函数仍是初等函数.这里的计算可以用求导公 
式按部就班地进行.对于分段定义的函数，在特殊点上要从导数定义出发 
直接计算. 

8. 复合函数求导的链式法则是导数计算中的基本工具. 

9. 对隐函数和用参数方程定义的函数的导数计算所涉及的理论问题将在以后 
学习,本章着重于学习用求导法则进行计算. 

初等函数的求导公式在数学分析的教科书中都有,本书不再重复.请初学者 
注意:求导数是数学分析中最基本的一项计算，而这必须通过做教科书中的大量 
导数计算题才能学会.否则连基本公式都记不住,还有什么技能可谈. 
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6.1.2 思考理 


1.设/ e C(a,b), 又在点吻 e (u,b) 处可导.在 ：i： /即时定义函数 


咖）= 


m - /( 邶) 
X — Xo 


问: 如何在抑处补充定义才能使得6 C(a,&)? 

2. 说明 /i (: T。） 和 f { x +) 的不同意义,并举出它们取不同数值的例子. 

3- /如 0 )和 （/( 吻) y 有无区别？为什么？ 

4. 验证下列三个函数 f(x) ^ sin 2 x, g(x) = - cos 2 x, h{x) = -y cos 2 a : 的导 


函数均相等.为什么相等? 


5.若 fixo ) 存在，求 lim 


f(xo- Aa ) - f(x 0 ) 
Ax 


e .若 [/ mi ' ，[尸⑷!，，证明 ：或者 /⑴ = 1，或者 m = o . 

7. (1) 在圆面积公式 S ( r ) = t 2 和圆周长公式〖(0 = 2航之间有微分学的 
关系： S f (r) = i ( r ), 请对此作出 解释； 

(2) 同样,在球体积公式 V{r) = y ? tr 3 和球面积公式 A(r) = 4 nr 2 之间有 
关系 ^( r ) = A ( r ), 请作出 解释； 

(3) 能否在所知的初等几何计算公式中再找出类似的微分学联系？ 


8- 设/ ㈤ 在 ( a, 6) 内可导. 


⑴若 tim + ㈤ = 00 ,是否可以推出 f(x) - oo ? 
( 2 )若 " lTm x f { x ) = oo , 是否可以推出/ ㈤ =( X )? 


9. 判断以下命题的真假，并说明理由: 


(1) 若/在 z = 0可导 ，且 /⑼= 0,则 尸⑼ = 0. 反之也 成立; 

(2) 若/在： r 0 可导,且在某0(邱）内/㈤ > 0,则 f r { x 0 ) > 0; 
⑶若/ 为卜 1， 1) 上的偶函数,于$ = 0处可导，则/ 7 (0) = 0; 
⑷若/为（-1， 1) 上的奇函数，于 : e = 0处可导，则 尸⑼ = 0; 
(5) 若/在 a; 卩可导，则|/| 也在列可导. 反之也成立； 

⑹若存在极限 

l: ... f{x 0 + As) - f{x 0 - As) 
llXIl A .. j 

Aar-^0 AX 

则于耶可导，反之也成立 ■ 


10. ⑴如果/⑷ 在点吻 既左连续，又右连续，问/㈤在吻是否连续？ 

( 2 )如果/⑷ 在点邱 既左侧可导,又右侧可导，问/(0在办是否可导? 
为什么？ 
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6.1.3 例題 

以下第一个例题的内容是联系导数与连续的基本结果. 
例题 6.1.1 证明：函数在某点可导，则在该点一定连续 . 
证1设 /( W 于点抑可导.根据定义,存在极限 

因此有 

- / f (aco) + o(l) (Ax 0). 

LAX 

两边乘以 At 得到 


Ay = / f (a ； o)Ax + o(Ax) (Ax —> 0), 


(6.1) 


由于 Az = a ： - xo , Aj / = y - j/o = f(x) - f(x 0 ), 上式可以重写为 
f{x) = f[xo) + f{xo){x - x 0 ) + o{x - xo ) {x -* Xq ). 
令 ;e — 吻，就得到 lim 八 a :) = f(xo). D 

if— 

注称 (6.1) 为有限增最公式. 它是微 分学中 的主要工具之一. 
证 2将因变量 y 的增量写成 

Aj / 




Ax 


- Ax, 


由于右边的差商当 A ^ r -0 时有极限，第二个因子是无穷小量，因此就得到 

Ay = 。 (1) (Aa ： 0), 

迭就是说当 I ―郎时/⑷— f ( x 0 ), 即/在勒连续. □ 

证 3直接用连续性的&<5定义来进行证明.由于存在极限 


lira 

X ™Ho 


/⑻- IM 

X — Xq 


/»， 


应用局部有界性定理，存在 M > 0,7? > 0,使得当0 < > - 邮 | < 时，成立 


/( X ) — / ( x 0 ) 


X — Xo 


< M . 


对给定的 s > 0,取 


“min 卜 +}. 
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则当 0 < |3 ； - 邱 | < 6 时,成立 

l/(x)-/(x 0 )|= f[x) ~ f{Xo) ^\x-x 0 \<M\x- Xo \^e. 

X Xq 

这样就证明了 / 在 : r 0 处连续 . □ 

注与这个基本结论有关的其他内容有： （1) 若/(4 在点; ro 存在某个单侧 
导数，则 / Or ) 在抑具有相应的单侧连 续性; （2) 若 /( 幻在点吻存在两个单侧 
导数（不论它们是否相等)，则 ㈤ 在吻连续 • （典型例子为/ ㈤= bUo = 0.) 

例鼷 6.1.2 举例说明函数在某点可导，但在这点外的每个点上可以不连续 . 

解定义函数/如下： 


/⑷= 



z 是有理数， 
z 是无理数 . 


则在 : r = 0 处尸 (0> = 0, 当然函数于该点连续 . 但在任何 x^Q 处函数/均有第 
二类间断 ( 证明细节请读者完成 ). □ 

若沒 =/(4 在点工 0 可导 , 则曲线沒 =/㈤ 在点（如 /( 邱 )） 处有切线 


"a:) = f{xo) + ~x 0 ). 


下一个例题刻画了这条特殊的直线所具有的局部最优性（见 [17]). 

例鹿 6.1.3 设函数 /&) 在点抑 可导^⑷定义如上.对于不等于彳 (4 的 
其他任何 L ( x ) = ox + &,存在5 > 0,使得当0 < |x - < 5时，成立不等式 


\f(x)-l(x)\ < \f{x)~L{x)\. 
证如图 6.1 所示分两个倩况讨论. 

" ri{x) 

(^o } yo\ 、 / 乙⑹ 


( 6 . 2 ) 


0 



Xo 


X 


⑴ 



(1) i ( xo ) ^ f{x Q ). 几何上这表明直线 L{x) = ax + b 不经过点（吻 ，如} ，其 
中如= /(^ o ) =〖(邱).由于 L ( Xo ) 笋如,利用 
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lim |/( ar ) - f ( ar )| = |/( ar 0 ) -咖 o)l =0< j /{ a ： o } - L (: r 0 )| = lim |/( a ：) - l ( a ：)|, 

x ― a?— 

和连续函数的局部保号性，存在5 > 0,使得当 | a : - x 0 \< 6H , 成立所要的不等 
式 (6.2). 注意：这时 z =邱是允许的. 

(2) L ( a ； o ) = f { x 0 ), 几何上这表明直线 L { x ) = ax + b 经过点 Od , 加)，即有 
i ( a ： o ) — /( a ： o ) = =⑽ d + b . 

改写 M 蚺为 

L { x ) = a(x — xq ) + f [ xo ), 

由于 L ⑷ / i ㈤ ，所以必有 a / / Vo ). 从导数 f ( xo ) 存在,即有(这就是有限增 
量公式 (6-1)) 

f { x ) = f { x G ) + f ( x Q )(x - x 0 ) + o{x - a ； o ) ( a ： ^ a ： o )- 


因此有 


f(x) — l(x) — o(x — a ： o) ^ 工 o). 


另一方面,既然 a / /如 0 ),因此有 

f(x) - l(x) _ 0(3 ； - Xp) _ 

f{x) - L{x) ~ {f{x 0 ) - a)(x - x G ) + o(x - xo) 

从而存在 6 > 0,使得当 0 < 卜 —< 5 时,成立 


= o(l) (x 怎 0). 


/( X ) - f ( x ) 

f(x)~L{x) 


这就是所要求证的不等式 (6-2). □ 

有限增量公式 (6.1) 可以加强为在下一个例题中更为有用的形式.（取自[1孔 
又参见本章第一组参考题 14.) 

例顯 6.1.4 设/⑷在点抑可导，则成立以下公式， 

Ay = f f ( x 0 )Ax + ut ( x ) Ax , (6.3) 

其中的函数 u ;( x ) 满足条件 lim oj { x ) = w ( x 0 ) = 0. 

ac—►aio 

证定义 A 

/ 、 f 士-作。)， 

iv ( x ) = < 

lo, X — Xq. 

可以看出 w { x ) 在点 a ; 0 处 连续. 因此公式 (6.3) 成立. □ 

公式 (6.3) 的另一个形式是 


fix') ― f {^o) **1~ f ( 工 0)(1 _ 工 0) + W( ； C ) (工 _ Z。)- 
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注公式 （ 6.1) 右边的第二项带有小 o 记号，因此并不是普通的等式，这使 
得它的使用不如 （6.3) 方便.实际上，在用 （6.3) 来证明一系列求导公式时，我们 
只需要作简单的计算即可.作为例子，我们将用它来证明反函数与复合函数的求 
导公式.这两个公式的证明对初学者往往有困难,在证明时也很容易犯错误. 

命鼸 6.1.1 (反函 数求导公式） 设 ; r = 在点如的某邻域上为严格单调 
连续函数，且有的如）/ 0. 若 y 二 /⑷是: r =冰/)的反函数，则/⑷在点 
xo = < p { y 0 ) 处可导，而且有 


f，{xo) = VM ' 

注在图 6.2 中显示了反函数求导公 
式的几何意义，其中同一条曲线代表了变 
量 Z 和 y 之间的对应关系.以沒为自变 
量 z 为因变量时即代表函数^ = < f ( y ), W 
以 z 为自变量V为因变量时就得到反函 
数没= f ( x ). 它们在点 (xa,yo) 的切线是 
同一条直线，而与两条坐标轴的交角的正 
切成倒数突系.这就是反函数求导公式的 
几何意义. 

证根据命题 5.5-4 (即单调连续函数的反函数定理)，/⑷ 在点吻 的邻近 
也是严格单调连续函数.从^ 在点如可导出发,应用公式 (6*3) 得到 

Ax = X — X 。= [/( 如） 十 ^{ y)]{y - 3/o) = l^(sto) + w(?/)]Ay, (6.4) 

其中满足条件 

lim uj{y) - uj(yo) =0. 

V—Vo 

现在用 y = /00代入等式 (6.4 ) 中的内.由于/⑷在列连续，而在 
如= /( x 0 ) 连续,从复合函数的连续性定理知道 4/00) 在抑连续，且有 

lim w(/(a:)) — lj( lim f{x)) - ii}(f{x 0 )) - w ( 如 ）= 0. 

X—Ho HO 

再利用条件 ^( yo ) + 0, 存在点邱的某邻域0(邱)，当I € 时，有 

曲 o ) + u ;(/( x )) + 0. 

因此当; r G 0(吻）时，可以从（6,4)得到 



Ay 1 

Aar 一 ^{yo) +u(f(x)) 


§6.1 导數及其计算 


163 


令: r — 仰，即 Aar — 0,就有所要的结果 


Ay 


11111 — 
Aai-+o Ax 

^ f { Vo ) 

注对这个结果的常见说法是从 

Ay _ 

1 

Ax 

一 Ax 

Aj/ 

取极限,就可以得到 

djf ^ 

1 

da; 

dx 

dj/ 


□ 


这作为一种启发或记忆方法是可以的，但要严格讲清楚的话并不容易-而在上面 
的证明中只要用公式 （6.3) 进行计算. 

命 S 6.1.2 (复合函数求导的链式法 _) 设1/ = P ⑷于吻可导，= /㈦ 
于如= (^(^o) 可导 f 则2/ = /(p(：E )) 于; To 可导，而且有 

[伽 ㈤ )] U 0 = (补) - 

证分别将有限增量公式 (6.3) 用于《 = ¥>卜） （ 在吻）和?/ = /(«) (在 《 o ), 


得到 


ip ( x ) - P(xo) = b’ho) + ⑷] Ax, 

其中叫(4在吻连续,且取值0,又有 

f ( u ) - /(wo) =[尸(砷)+ 


(6*5) 


( 6 . 6 ) 


其中 在如 连续,且取值 0. 

现在考虑复合函数= /(w(：c)). 在 （6.6) 中令 u = ifix ), 利用条件如= 
^(^o), 从而有 △« = P(a:) - < PM ‘ 然后再将 （6.5) 代入，就得到 

Ay = /(v(x)) - /(v?(xo)) = f , ( u 0 ) ip l ( x 0 )Ax + tj(a:)Aa:, 

其中 

i^{x) = /’(M 0 )Wi( ： E) +^(^0)^2(^)) +^l(^)W2(^)) 

根据和 w 2 (w) 分别在 ；E() 和 tio = 连续且取值0,又知道 p(;r) 在; E 0 
连续,就可以看出函数在吻连续 E 取值 0. 这样就得到 

lim ojfa:) — 0. 

r—►Xo 

现在只要写出差商 

- r ^- = /' (讧0 V (工 0) + ^⑷， 
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再令 Z — 吻，就得到所要求证的公式 

[/(♦))]“ 0 = VM . □ 
注关于复合函数求导法则证明的一个常见错误是从 


出发，令 Az — O , 得到 



^■y 

Au 

Ax 

An 

Ax 

dy 

— dy 

du 

da : 

du 

da ; 


(6-7) 


由于这里涉及对函数极限的基本理解问题，需要作些解释. 

在 (6.7) 的左边，按照极限定义有 Aa : / 0,因此无问题.但在右边的 

Au ^ U — lL(i^ (p{x) — ip(Xfi) 

完全可能取到 0 值（甚至有可能在 4 0 的过程中无限次取到 0 值)，因此等 
式 （6.7) 是不合法的.这里的〜是中间变量《 = < p ( x ) 的增量，它是由自变量 z 
的增量心决定的，没有理由加上的限制 . 

但在命题 6 - 1.2 的上述证明中不存在任何概念上的困难 t 只是有关连续性的 
普通计算而已.这就是用有限增置公式 （6.3) 代替 （6.1) 的优点. 

例熥 6.1.5 求函数 


/( 工 H 



当 t 峙 0, 
当 a ； = 0, 


的导函数,并讨论连续性(参见图 6.3). 

解在处可以用初等函数的求 
导法则，担在点 z = 0处则必须按导数的 
定义，先写出差商，再苯极限.根据/的定 
义，可得到/ ^0) - 0 (具体计算过程从略)- 
这里只写出所得的结果： 

f 2 x sin —— cos —, 当 ; e 嶙 0, 
)0 ， 当 i = 0. 



由此可见，函数/⑻处处可导，但导函数 f ( x ) 在点: r = 0处不连续.由于极限 
lim f ( x ) 不存在,因此 r = 0是第二类间断点. 口 
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注函数在某点的单侧导数和导函数在该点的单侧极限是不同的概念.初学 
者在这一个问题上容易把两者混淆.对本题来说,既然有 m - 0,因此在 z =0 
处的两个单侧导数均为0,即八⑼=/；(0) = 0.但从 f(x) 在: r # 0时的表达 
式可以看出，导函数在点 i = 0 的两个单侧极限，即尸(0勹和尸 (0+) 都不存在. 
(参见下一章的命题 7.1.7.) 

例题 6 . 1.6 确定在函数 


/ 0 )= 


⑽+ 6, 




a: > 1, 


中的使得函数 /( a：) 在: r = 1处可导 .. 


解根据函数在一点存在导数的充分必要条件是两个单侧导数存在且相等， 
我们将分别计算尺⑴和/；(1)^ 

左侧导数 /U1) 可以直接计算如下： 


/i(l) 


lim 

Aa ： — 0 _ 


(1 + Ax) 1 


Ax 


lim 


2Aa: + A 2 a: 
Ax 


右侧导数的计算有所不同.这里一方面涉及两个待定的数 a ，&,另一方面又必 
须保证函数在点； r = 1为右连续.由函数/在: r > 1的表达式邮+ 6和/(1) 二 1 
可见 a,b 必须满足要求 a + 6 = 1，否则4⑴就不可能存在. 令 b = 1 - a， 然后 
可以计算 如下： 


/二⑴= 


lim 


^2—0+ 


a(l + Ajc ) + (1 - a) - 1 
txz 


.. a Ax 

之 lim —r —— = a. 
Ax-*o+ Ax 


令广⑴ =/；(1), 得到 a = 2,从而 & = - 1 . 口 

注由于单侧导数与导函数的单侧极限是不同的概念,因此本题应当按单侧 
导数的定义 计算. 注意在求(单侧）导数之前先要看是否(单侧）连续. 

导数计算中的一个困难是求形式为 <^r {x) 的函数的导函数 ■ 

丄 

例题 6.1.7 汁算/(4 = a： x 的导函数‘ 


解用对数求导法.先取对数得到 


In / ⑷= In ( a : 1 ) = 


ln ^： 


x 


然后求导.在左边用复合函数求导法则得到 


[ W ㈦ 卜 


/⑷ ， 
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在右边直接计算得到 


—- Inx =——V lna; + = ^V(l - lna;). 

I x x s x 1 

这样就计算出 

f ( x ) = /( x ) * ^-(1 — In j ?) = a : * {1 - Iht ). □ 

注对数求导法在对乘积形式的函数求导数时也有用处.例如设有多硕式 

= ( x - xi }( a : - x 2 ) (x - x n ), 

且其中而，纟 =1,2,-■■ , n s 互不相等 ； 则为了求 P 的导数，可以先取绝对值，再取 
对数 t 然后将 

in 1^(^) | = In ] a : — xi | 4- In |ar — laj + • ■ • + In |x — x B j , 

对 t 求导,就很方便地得到 


P ㈤ . 



6.1.4 练习理 

1. 证明以下基本事实: 


(1) 可导的偶函数的导函数为奇函数， 

(2) 可导的奇函数的导函数为偶函数， 

(3) 可导的周期函数的导函数为周期函数. 

2. 已知偶函数/( I )在点 ; r = 0处可导，求尸(0). 

3. 确定 a 的值，使两条曲线 y ^ ax 2 ^y = \ nx 相切. 

4. 设函数在点抑均可导.证明 ：/㈣ 一 沒⑷= o(x — a : 0 ) ( a : — 吻) 
的充分必要条件是两条曲线?^ /(4与 y = +} 在 a ： 二吻时相切. 

5. 设函数/⑷可导，且/⑻无零点. 证明： 两条曲线 P = /⑷和 V = 
/㈨ sin a : 在相交处相切. 

fi . 设 Kit ) 是有 n 个实根的 n 次多项式,记它的相异根为 A ,…，办，其中根 
Xi 的重数为 n ; , i = 1，2,…, n , Tii + ri2 + * ■' + njt = n . 证明：成立 

p f ^= p ( x ) 

7, 设函数 

f , x r ., 以0， 
f(x) = l 1 + ^ l/x 
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研究/(岣的可导性. 

8.设 n 为自然数，在什么条件下，函数 


/⑷= 



^ 7 ^ 0 , 

a; = 0, 


(1) 在尤= 0连续， （2) 在 z = 0可导，⑶在 x = 0处导函数连续‘ 

9. 设函数/⑻满足函数方程八 z + y ) = f ( x ) - f ( y ), 且已知 f (0) = 1. 证明: 

fix ) 处处可导,且成立 f ( x ) = f ( x ). 

10- 给定函数 

、 [ o , z 为无理数， 

/(^) ^ < 

^ 为有理数， 


㈣ 



为无理数， 
为有理数， 


11. 设/⑷ 


讨论它们的连续性与可导性. 

^为有理数， 
x 2 + x y X 为无理数， 

⑴证明$ / 0时,/不 连续; （2) 计算尸 (0). 

12. 设在原点某邻域 0(0) 上有 |/㈤ K 15{^) I , J - ff ( O ) 


= ^(0) = 0.求尸 (0). 


§6.2 高阶导数及其他求导法则 

本节的内容为高阶导数的计算方法、隐函数求导法则和用参数方程给出的 
函数的求导 法则. 

6.2.1 高阶导数计算 

髙阶导数的计算,特别是 n 阶导数的一般表达式的计算往往会有困难■这里 
Leibniz 公式是主要工具： 

—)(»)= + ^卜- 1 )十 O 〜卜 2 ) + …+ 0(")，） 



由于这个公式在各种教科书中都有证明，这里不再重复 - 

在 Leibniz 公式的右边有 n + 1项,如果在⑽中有一个函数是低次多项式， 
则实际出现的项数就很少.这对于计算很有利： 
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例題 6.2.1 计算 {x 2 smxY S0 K 

解 用 Leibniz 公式和 （ sin;r)( 4 ) = sina ：， (cosz)( 4 ) = cosx, 就有 

( t 2 sinx )( 80 ) = i 2 ( siii ; t )( so ) 十 ( a; 2 ) / (sin a :)^ 79 ^ + (： r 2 )〃( sin ; r )( 78 ) 

= { w 2 — 6320) sin x — 160 a ; cos x , □ 




然后用 Leibniz 公式得到 

^ n+25 (l - x 2 ) + 仰 ( " +1) (— 2a；) + ^ y (n) (-2) - (;rj/ ft+1 ) + «j/ M ) = 0. 


整理后得到 
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(1 — x 2 ) y ^ n+2 ^ — (2n 4 - l)xy^ +1 ^ — n 2 j/( n ) = 0. 

现在用: r = 0代入，就得到递推公式 

一+2)⑼— Vyn ) ⑼= 0 

从 y(0) = 0即可知道 W：r) 在 z 二0的所有偶数阶导数都等 于零： y ^ 2k H0 ) = 
0,fc e N + . 再从 V ⑼ =1 出发用递推公式，计算出⑼=1, ⑼= 3 2 , 

〆”([))= 5 2 . 3 2 ,…，即可以总结出发叫+”⑼= [(2fc - I)!!] 2 , fc € N+. □ 

注在第七章学了 Taylor 公式后可以提出一种计算髙阶导数的间接方法, 
见那里的例题 7.2.1 解1后对本题的回顾. 

例题 6,2.4 设/卜）=| 6 35 ’ $ —' 证明产（见图 6.4). 

[ 0, z = 0， 



证这里的基础是对于任何 a 成立 


lim 




0 . 


fr+cso e 11 

先计算 f (0). 作代换后按定义计算，就有 


f(Q) = lim — - e 

>0 X 

然后求出0：笋0时的导函数表达式 

r (和 


lim — 0* 


2 


x 


3 


再按定义计算出 


r ⑼ =1 吨 


/' ⑷一 f ⑼ 


*0 X 

然后求出I/0时的二阶导函数表达式 


广⑷= 




4 怎 4 


1 


X 6 怎 4 
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可以提出猜测,即函数/的 n 阶导数在 x ^ O 时具有以下 形式: 


f in ) ( x ) = P n 


( 


X 


) 



) 


其中的 A 的意义是在变量 P 的多项式 Pn ( y ) 中用3/ = j 代入.由 

于我们只要求计算 f { n ) m > 而从前面的两次计算可以知道，我们不必去关心多项 
式 Pn ( y ) 的具体次数、系数和递推关系. 

用数学归纳法来证明这个猜测.已看到 n = 1，2时猾测成立，设/⑷(: U ) 已 
具有所说的形式，讨论严 +1) (砵通过对 f ^( x ) 求导,就有 





0 ‘(异〜(胖) 

■(加 績 U .， + 


I 


将第一个因子记为 Pk + i ( l / x ) 即可. 

最后，用数学归纳法来证明对于任意的自然数 n 有/<〜(0) = 0成立.在 
n = 1,2时已经 成立. 设在 n = fc 时已有 / w (0)=0 f 则对于 n = k + l 可以利用 
n = fc 和 ; r / 0时 f < k Hx ) 的上述特殊形式作以下 计算： 

i—*-0 丨 at— 0 x 

= iira 丄 i 5 ( 丄 ) -e 7 = 0. □ 

X—»0 X \ X J 


注这是在数学分析中的重要例子 .（1) 它说明一个非常值函数也可以在某 
些点上的任何阶导数等于0; (2) 幂函数 f (n > 2) 在 ; r = 0处直到 n - 1阶的 
导数均为0,当 a ： — 0时为 n 阶无穷小量.因此 f 的图像在原点附近随着 n 增 
加越来越平坦.但是与本例的函数相比，就大为不如.因为这里对所有 n 都成立 


lim 



— 0(0^) (x — 0). 


从图 6.4 可见这个函数在^ = 0附近的图像极其平坦 .（3) 在 Taylor 公式 (§7.2 
节）和 Taybr 级数(见下册）的理论中本例的函数有重要的应用. 
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下一个例题说明：上述例子不只是理论上的 1 精品”，而且有实际上的价值. 
其中的辅助函数在许多研究中有用. 

例题 6.2.5 将（-00, 0] 上的常值函数 4 r ) e 0和 [ l ，+ oo ) 上的常值函数 
v ( x ) = 1延拓为在（- oo ，+ oo ) 上的无限次可微函数，且使其值域为 [0,1]- 
解 先定义 

{ 0， X < 0, 

__ V 

e ' x >0, 

然后令 

} ~ g ( x ) + g ( l - x )' 

则就满足要求.（请读者验证 .）□ 

6.2.2 隐函数求导法 

从上一章的命题 5.5.4 和其后的两个例题中我们已经看到，函数的给定方法 
已经突破了过去的显式方法,而可以采用隐式方法.具体地说，再举那里的 Kepler 

方程为例，即可以用一个方程 

= a : — g sin a ： (0 < g < 1) 

来定义一个函数 z = x ( y ). 用第二、三章中的迭代生成数列的方法可以计算这 
个函数（的近似值)，在上一章我们能够确定这个函数是连续单调增加函数,而在 
本章则从反函数求导法则（即命题 6.1.1) 还知道它可导,且可以将导数/匕）计 
算出来(看下面的例题)- 

本小节的隐函数求导法则与多元函数的偏导数计算有美，它的一般形式将在 
多元微积分的隐函数章节中学习.在这里只介绍^个法则的基本思想,并计算一 
些较为简单的 问题. 

这里的要点是：如果一个函数?/ = 满足方程 

F(x,y) = 0, 

则将它代入后就得到恒等式= 0. 然后对 x 求导,就有可能将导数 
y ' ix ) 计算出来- 

可以认为隐函数求导法则是反函数求导法则的一个发展.实际上根据上述思 
想就可以导出反函数的求导法则如下. 

若 v = 和 z = I ⑼互为反函数，则可将1/ = 代入后者,得到 

X = x ( y ( x )). 

对 a 求导，就有 

1 = xXyix ^ y ' ix ), 
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这样就可以得到反函数求导公式 

其中 P 4由$ = 决定.（这不能代替命题 6.1.1. 为什么?） 

例题 6.2.6 设函数 z = ac ⑻满足 Kepler 方程汉 = ;c - gsina : (0 < g < 1)，求 

解1已知 jf = x - qsin ^ (0 < g < 1) 是以 (- oo , + co ) 为定义域和值域的连 
续单调增加函数，从导数/ = 1〜 qcosx ^ O 就可以应用命题6.1.1，知道反函数 
4双）可导,且得到导数 

/( y ) = ■ - = - 7 ~^~- 口 

j/’(a：) 1 - qcosa ： (y) 

解2将函数 z 二 z ⑻代入方程 y-x + gsim = 0中,得到以没为自变量 
的恒等式 

y - x { y ) + 5sinx ( t /) = 0* 

对少求导，得到 

1 一 x f ( y ) + geos x ( y ) - ^( y ) = 0. 

这样就可以得到 i 

X ⑼- 1 二 ^ cos^(j/) ■ 口 

注对这两个方法进行比第一神解法是严格的，反函数的存在是由命题 
5.5.4 保证的，而反函数的可¥与计算方法是以命题 6.1.1 为根据的.它的缺点是 
不能解决一般的隐函数的存在和求导问题. 

第二种解法的优点是可以用于一般的隐函数求导计算 • 但在这一章中对隐 
函数的存在性和可导性都还不可能建立严格的理论基础，这些问题要到多元微 
积分中才能 解决, 在那里会证明这电的计算方法是正 确的. 此外，在一般计算中 
上述恒等式只写成为普通的等式. 

现在举一个简单的例子，从中可以看出隐函数求导方法的一个优点. 

例题 6.2.7 设函数 y = WaO 满足单位圆方程 P + J / 2 = 1，用显式和隐式两 
种方法求/ ㈤ ，并作比较. 

解 从所给方程可以得到两个显函数 :记为 


j/i = y/l-~x^ 和奶 = -1 ^ a ： ^ 1. 


(6.8) 
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它们在 -1 < z < 1内处处可导.容易计算出 

另一方面，用隐函数求导法则，将 y 代入方程，有恒等式 

X 3 + y 2 { x ) = 1. 

对 X 求导，得到 2 a : + 2^( a ： y ( a ;) = 0,就有 

y ，{ x ) ^~ W )' (6,10) 

现比较这两个不同的方法.从前面的计算可见，方程+沪=1确定的函数不 
止一个,实际上,根据函数的 定义, 两个函数只要定义域不同,即使解析表达式相 
同，也应当看成是不同的函数.因此从这个观点看的话，方程 P =1所确 

定的函数就不是只有两个，而是多得不汁其数了.（这正是将来要学习的隐函数 
理论中的观点 .） 那么就产生了一个问题,即第二个方法所得的公式 （6.10) 中的 
y f { x ) 是指哪一个函数咖 ） 的导数？ 

这个问题的回答是:用隐函数求导法则所得到的导数公式对（由方程确定的) 
每一个函数同时有效.由于本题十分简单，只要在公式 (6-10) 中用公式（ 6 和中 
的奶 ㈨ 和 V 2{ x ) 分别代入，就可以分别得到用第一个方法计算出来的 M 和 
即公式 （6.9). 至于由单位圆方程确定的其他函数，它们的定义域都是卜 M ] 的 
于集合，因此只要可导 t 公式 (6.10) 同样有效- □ 

例麵 6.2.8 设"= 以⑷ 可导，且满足方程 V +邛+沪=1，求 
解 将; t 2 + 郎+ j / 2 = 1看成关于: e 的恒等式，其中 y 二对 s 求导得到 

2 冗十 + 项 ’+ 2 奶 /= 0 ， （ 6.11) 


就有 

! my 

V —- r—. 

x + 2y 

根据这个表达式可以直接看出，在函数 sKz ) 可导的假定下，只要分母$ +办 笋 0, 
二阶导数，一定存在. 

将 (6.11) (它实际上也是关于 Z 的恒等式)对: C 求导，得到 

2 + 2y f + xy" + 2y /2 + 2yy tf = 0 . 

由此可以计算出（请读者补充计算过程） 

6 

= "^+2^' 


V 
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从这个公式又一次推知，只要 : r +办/ 0,函数就会有三阶导数.对 f 的 


公式再求导,就得到 


y 


ift 


54 x 


(x + 2 y ) 1 


□ 



图 6.5 


注从平面解析 JL 何的二次 
曲线理论可知,如图 6.5 所示，本 
题的方程是一个以原点为中心的 
椭圆，但其主轴与坐掭轴不重合. 
这个椭圆与 直线： r 十2|/ = 0的交 
点处的切线平行于? /轴， 斜率为 
无穷大.当然可以从方程出发得 
到扒4的显式，但这时的显式表 
达式较复杂,计算并不方便.而且 
我们也不知道题意中的 2/(4 是 
哪一个.因而隐函数求导法则即 
使在能求出函数的显式公式时也 
有它的优点. 


6.2.3 参数方程求导法 

用参数方程给出平面或空间曲线的做法由来已久.从解析几何的发展开始， 
许多有实际意义的曲线都是这样给定的，如果一定要用！/ = jy 或^ 来 
表示它们反面会很不方便.这即使对于常见的圆也是如此.在中学里已经学过极 
坐标和用 P = />($ 来表示的曲线.若写出 

x = p {9) cos = p {0) sin 8 7 

就得到了以 e 为参数的参数方程. 

对于一般的参数方程 

在一定的条件下可以确定函数关系 y = (或工 = x ( y )). 这时对函数 v = 1/( 工) 

的研究完全可以从参数方程出发来进行,而不一定需要= J / b ) 的显式表达式. 
因为这样的显式表达式一般地说不一定存在,而即使存在也不一定有用.这里的 
情况与上一小节完全类似. 

命题 6.2.1 设； c = = ^( t ) 在区间 （a，6) 上处处可导，且/ 0 V i € 

(〜卟则有以下结论 成立： 

(1) ^ = < p ( t ) 是豉间 ( a , b ) 上的严格单调连续函数，因而存在反函数 f =办); 
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(2) 在; r = p ⑷和 j / =妒⑴之间存在函数关系= f ( t (^ 简记为 y = V 的 
⑶函数 y =况 ㈤ 可导，且有公式 


y '{^) = 


m 

#( t } 




证关于⑴的证明见注2的说明，在这里暂且先承认它.⑶是 （1) 的推论 - 
下面只对于 （3) 给出证明. 

由/ 0和（1)，可以用反函数求导法则（即命题 6.1.1) 知道 * = t (: r ) 可 
导，且有 

对?/ =训 f (: E )) 用复合函数求导公式，就有 


y » = <(*))■*» = 
注1以上法则可以写为 


冲） t=t{x) 


□ 


晉， 


因此是复合函数求导公式与反函数求导公式的结合‘ 

注2关于⑴的证明在此作个说明.由于在区间 K &) 上处处有 〆 ⑷ 〆 0, 
应用下一章的导函数介值定理 ( Darboux 定理),即例题 71.4 ,可见导函数 ip f ( t ) 
在区间上保号.然后再用第八章 §8.2 节中关于单调性的讨论即可. 


例埋 6.2.9 将例题 6.2.8 中的椭圆用参数方程表示为 


X — 


2 


cost, y — aini — 


—=■ cosf, 
%/3 


计算 y 对 z 的前三阶导数: 


解 由上面的注解，可以计算如下： 

= (sin t - -^=- cos t)^ = (sinf - cost)i - 1[ 


=(cost + —^r sint) 
v3 

y" = MXvDi 乂 = 


4 


~ Y ~ 


COt t 


X ： 


— csc ^ t , 


9\/3 cost 


8 sin 5 1 
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/o 

当然在三个答案中的 f 都应当理解为反函数力= t (：0 = arccos 同时只有 


当分母中的 sint / 0时公式有效，从;4 




可知这就是在推导法则时 


的条件.实 际上有 x + 2 y = 2 smt } 因此与例题 C .2 .S 一致. 口 


6,2.4 练习题 

1 . 对 y = arctan a; 计算 j /⑷⑼ . 

2. 对 = (arctan xf 计算以⑷⑼. 

3. 对汉 = (arcsinx) 2 计算友 ㈤⑼. 

4. 设以 = #-4 士， 证明： 没⑷一上丁 


x n 


工71 + 1 


-e 


5. 求下列函数的 n 阶导函数: 


(1) y 

■ 3 

=sm x\ 

(2)y = 

= e x sinx; 

my 

= 怎 計 i lnx; 

⑷汉 = iV; 

(5) y 

x n 


x n 

1 一工 ， 

\y) y - 

"(x + 1 J 2 1 

⑺汉 

二 sin ax sin bx. 




6. 证明：？/ = Ci^ ix + C2^ x 满足微分方程! /’ 一 (入1 十 + 入1、没 = 0. 

7. 证明： y = Ci sin(UJt 十 p ) + C 2 coe(ujt + tp ) 满足微分方程 / + = 0. 

8. 若曲线由极坐标方程 P = /(0 表示，则可得到参数方程 $ = f (0) cosB,y = 
f (0) sin & 求 y f { x ). 

9. 证明： Archimedes 螺线 p = aO 与双曲螺线 P = ^ -1 在相交处的切线正交 ■ 

10. 对下列参数方程求/⑷和?/如）（在⑷中假定/二阶可导)： 


⑴ 

I X = 

\/ i + 1, 

⑺ 

\y = 

n /1 - 1; 


⑶ 

1 X = 

a cos a t , 

a sin 3 f ; 

⑷ 

\y = 



x — ai cost, 
y = at sinf; 


x = /’ ⑷， 
y = tf ( t ) - /( f )* 


il 求出由方程 P + j / 3 - 3 卿 = o 确定的曲线上有水平切线的点- 

12. 是否可以利用函数 y = smx sin 3^ sin 5 a ; 的奇偶性计算 J /"(0)? 

13. 是否可以不展开乘积 J /= (6 + 5 a :)( 4 十 3 a ;) 2 (2 + ^) 3 就求出 j / 5 )(0)? 
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14.设/为7次多项式，若/⑷+ 1能被 （: r - I ) 4 整除，/ ㈨ — 1能被卜+ 1)4 
整除，能否利用导数工具求出 /. 

§6.3 —阶微分及其形式不变性 

6.3.1 基本概念 

1. 微分是增量中的线性主部.具体来说,考虑 S / = 在点耶由自变量的增 
量 Az 引起的因变量的增量 Ap . 若有常数 a , 使得 

Ay — aAx 4- o ( Ax ) (Ax 0), 

则称 Ay 有线性主部 aAt 这时称 w = /(4在点邮可微,并将这个线性 
主部称为?/ = /»在点邱的微分 • 

2. 函数 p = /0)在点恥可微的充分必要条件是2/二 />) 在办可导,而且 
这时的导数就等于上述线性主部中的系数《，即 /' (吻）二 a . 

3. 由可微和可导的关系 可知： 并非每个函数在某点的增量中都能分离出线性 
主部 ■ 

4. 上述微分的记号是办= f { x Q ) dx f 其中将自变量的增量写为如.这是 
因为，对于最简单的线性函数 V = A 确实有 

5. 如果不只是考虑某个点 x 0 处函数1/ = /⑷的微分,而是一般地考虑函数 
V = f ( x ) 的微分，则微分办二 f f ( x ) dx 实际上是二元函数.每当给定了自 
变量 I 的值和增量 Az 的值之后，微分如就有确定的值.如果 z 固定，则 
dy 必是如的线性函数. 

6. 由于历史原因> 有时会将微分说成是“很小很小的量' “小于任何给定量的 
量”等等.应当指出这样说是错误的.在如= f ( x ) dr 中伽只不过是一个 
自变量，当/如 0) / 0时,只要 Az = 如 取得足够大,微分如的值就可以 
取到任意大的值. 

7. 固定点 x 0 , 将微分办 = f { x 0 )dx 中的 dy 改写为 y - /( x 0 ), dx 改写为 
z %就得到曲线汉= / b ) 在点（邮， /( 抑 )） 的切线方程 

y -/( x 0 ) + / , ( a ： o )(^-3： o )- 

6.3.2 微分与近似计算 

由于微分是增量的线性主部，即有 Ay^dy + o (^ x ) ( Ax ^ O ), 可见当 At 
充分小时，可以用微分作为增量的近似值.这就是所谓的“一次近似” • 这种方法 
的效果有限，也不能作误差 估计. 但是在一些简单问题上还是很有用的工具. 
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例题 6.3.1 在没有数学用表和计算工具的情况下，求的的近似值. 

解若取你)=疯则有尸 ㈨ .这时有 

yfx ^ ^XO + d ^ X t 

其中第二项是 函数扣 在点邱的微分 

若取吻=1,则 Aa ; = 1，计算很简单，即 

1 + _L « 1,333. 

cJ 

但是这个近似值太差.问题出在 Ax = l 太大了.可以改进如下. 

取近似值的前两位1.3,计算 1.3 的立方，得到 I . 33 = 2.197. 因此可以取 

xq — 2-197, Ax = —0.197. 

再次计算如下： 

1 1 QV 2 

^/2 = L3 + ■ 《 _. 1 沪 .(-.197) — 1.3 - & & & 1-3 —^- = 1.3 — .04 = 1.26. 

实际上有奴^ 1.25992* 第二次的结果较好.原因是这次的增量 At 较小. 口 

注用微分代替增量,就是在有限增量公式知= f (^) A ^ + 0 ( Ax ) ( A ^ ^ 
0) 中将余项 o ( Ax ) 去掉.这种做法很简单.缺点是对于由此带来的误差不能作 
出定量估计.在第八章微分学的应用中将会对此作进一步的讨论. 

在测量问题中一般来说往往是测量一呰容易得到的量,然后通过计算得到最 
后结果.这时使用微分可以对于测董的绝对误差和相对误差作出估计 ■ 

mm 6 . 3 . 2 假定用测量球的直径来得到球的体积.为了所得的球体积的相 
对误差不超过1%,问测量直径的相对误差应如何才行？ 

m 从直径 p 计算球体积 v 的公式是 

V =三 D 3 . 

6 

因此有 

dV = ^jD 2 AD. 

我们看到，由于用了微分代替増量，公式就很简单，而且一定是线性的.这样就有 

dV 0 dr > 

t = 3 t- 

因此为了所得到的球体积的相对误差不超过在测量直径时的相对误差应当 
控制在0.33%之内. 口 
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6.3.3 —阶微分的形式不变性 


这是一个初学者不容易理解的问题.由于这个不变性在一元微分学中不起 
重要作用，更使它容易被忽视.但在多元微分学中的情况不一样，一阶微分的形 
式不变性将变得很有用处.因此作为基础，在这里应当 了解： 一阶微分的形式不 
变性的确切意义是什么？为什么叫‘形式”不变性？它会有什么用处？ 

为了讨论这些问题,先简要回顾教科书中的内容. 

若 y =女⑷可导，则有微分 


dy = (6.12) 

又若在女= V ⑷中的^并非自变量，而只是中间变量，即有$ =蚱), 这里的 t 
才是真的自变量.这时若假定也可导，则对于函数 y = y ( x ( t )) 有微分 


如 = El /( x ( t))]Jdf = y , x { x { t )) x f { t ) dL (6.13) 

从; c d ( f } 又可以写出微分 da ; = 将它代入 (6.13), 就可以将这个公式 

改写为 

= ^( x ( t )) dar = j /( x ) da :. (6.14) 

因此从形式上看,公式 (6-14) 与公式 (6.12) 是一样的.从而，不论在 y =好⑷中 
的 z 是否是真的自变量，一阶微分 (6.12) 在形式上是不变的. 

仔细考察以上论证过程就可以发现,这种不变性只是形式上的，而并非真正 
的不变性.这里至少可以列出以下几点： 

1. 在 (6.12) 中的如= Aa ;, 如将公式写成办= f f ( x ) Ax 也是正确的.但 
在 （6.14) 中的如=/⑷出一般不等于 Az . 我们知道它们之间相差一个 
o ( Af ) (At ― *■ 0). 

2. 在 (6.12) 中的 dj / 与 Aa ? 成比例,而在( 6 .1 4 ) ( 即 ( G .1 3 )) 中的如与 At 成比 
例.它也与 do ; 成比例，但并不一定与 Az 成比例，因为心一般不等于 Az . 

3. 在 (6.12) 中的如是; p 和如 （= 心)的二元函数，但在 (6.14) (ip (6.13)) 中 
的如是*和 df (= At ) 的二元函数,只不过在 (6.14) 中我们故意抹去了它 
与 t 和出的真正依赖关系，从而造成了形式上的不变性. 

既然我们关于一阶微分的形式不变性讲了这样多的那么学习这种不变 
性还有什么意义呢？先观察一个例子. 

例題 6.3.3 计算函数 J / = 的微分. 
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解1根据如= 〆㈤ 牦只要计算出导数 y > {x) , 根据复合函数的求导法则， 
可以得到 

[ y — *+叩= e mn (« x + b ) ,十别 

= e ain ( 虹 +b ) ■ cos{ao ： + &)-[(ax + 6)l ， 

= e sin ( 邮 + b ) , C 06 (tt：t + 6 ) - a 
=a cos(aa; + &) e sm ( ai + b ), 

因此有办 =a cos (似 + &) e Bin ( M + 6 ) 如- □ 

解 2 根据一阶微分的形式不变性，可以计算如下： 

d(e 如 (似+ 6 )) = e 加(⑽叫 . ^^(虹 + 6 )) 

= e sin (« …). ( c 08( aa ： + b ))- d (⑽ + b ) 

= 严 “…) .coefax + 6) - adx 
= a cos(cx + 6) e sm ( as+6 )d:t. 口 

注一方面，可以认为这两个解法没有很大的本质差别.从 （6.13} 到 (6.14) 
的推导可以知道，其中的主要工具就是复合函数的求导法则.因此从这一点来看， 
两个解法之间的羞别只是表面的，其实质是完全一样的. 

另一方面，一阶微分的形式不变性毕竟为一阶微分的计算提供了一种新解 
法.它的优点就是在每一步计算时不必考虑真正的自变量是什么.由于微分的定 
义是由真正的自变量的增童所引起的因变量增量中的线性主部，因此上述第二 
种解法确实含有新的思想. 


6.3.4 练习题 

1. 证明：若 /' (: c 0 ) / 0,则 lim 4^ = ! - 

厶 o dy 

2 . 设％ % w 均为 z 的可微函数，求的 微分: 


(1) y = uvw; 

u 

(4) y = arctan - ; 

vw 

3, 证 明：在 x/a n ^ 0 时有近似 公式： 

+ x ss a + 


(2) y = 


u 

1 

Vu 2 +v 2 +w 2 


- r ( a > o ) ‘ 


并用于计算 ：（1) 的； (2) ^80; (3) Vrn ； (4) 1 ^TOOO. 
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4 - 设通过单摆振动的实验，用公式= 4# i / r 2 求重力加速度 f 分别研究由 
( a ) 测量摆长 Ub ) 测量周期 r 时的相对误差对 S 的影响. 

5. 设要求测量值 Z 的常用对数，问1的相对误差会给结果带来什么影响？ 

§6.4 对于教学的建议 

6.4.1 学习要点 

1- 本章的重点包含： （1) 导数和微分的概念,⑺求导的计算能力. 

2. 在求导计算中，主要的错误有这祥几类： （1) 基本求导法则记不住, (2) 粗心， 
(3) 概念不清.由于一般读者都明白如何克服前两类毛病,因此本书在这一 
章中的内容主要是围绕概念来展开的.实际上在运用反函数求导法则和复 
合函数求导法则时的错误主要是対于这两个法则并不真正理解. 

3. 在一元微分学中,微分的概念从另一种与变化率完全不同的角度加深了我 
们对导数的了解.这对于今后在多元微分学的学习是必要的基础- 

4. 既然微分办是增量的线性主部,因此在 At 充分小时可以用微分作为 
增量的近似值.但这里不能对误差作出定量估计,因此这只是近似计算的 
初步方法,它是在以后学习 Taylor 公式的基础. 

5. 本章没有提到二阶微分和一般的髙阶微分的概念.但是应当知道,对于二 
阶微分以及更高阶的微分来说，不存在形式上的不变性. 

6 . 对习题课的建议本章内容不难理解.训练重点应当放在基本概念和基本 
运算能力上.在习题课上要对概念模糊和运算马虎的学生提出鲁告.同时， 
在第一学期数学分析的讲授中这一章的内容也是比较容易的部分，习题课 
教师可以利用这段时间处理一些前面的遗漏事项.初学者往往对微分不予 
重视 t 其实微分这神线性近似的观点是十分重要的.要重视有限增量公式 ■ 
这是进入下一章学习的重要基础. 

6.4.2 参考题 
第一组参考睡 

1. 利用导数的定义计算极限 ㈣ ^ + , 

2 - 设/⑷= 丄心 计算 f ( m (0), 要求相对误差不起过1%- 

「 ff a+ 

3.设/在点 a 可导，/⑷？^计算1^ n ； -- 

Ti OO I I ffm I 
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4. 设 a / 0, 计算/⑷=的导数并对结果作出 解释- 

cos a : — cos(j ： + a ) 

5. 设 /( o ) = 0,尸⑼存在.定义数列 

〜 = /( 去) +/ (去) +... + / (旮) WN +， 


试求 lhn a ：„. 

n—oo 

6 -求下列数列 极限: 


(1) lim (sin ^- + sin H - 

⑶ „^[( 1+ 去 )( i+ 去)…( 1+ 古)1- 

7. 设 = … 计算 ^( x ), neN + . 

— X 

8 . 设 /在 R 上有任意阶导数， 证明： 对每个 自然数 n 成立 


X 




(n) 


9- 利用 l + i + a ? 2 +… + rc n 的和,求以下各式之和: 


(1) l + 2 x + 3 x 2 + -*- + nx r,-1 ) 

(2) 1 2 + 2 2 x + S 2 x 2 + ‘ ■ - + n 2 a; fl ~ l . 


又问:不用微分学方法能否求出 （1) 与 （2> 中的和? 

10. 证明组合恒 等式： 


( 1 ) 

⑵ 


SK 3 = 


7i2 R "\n€N + , 


y ^ fc 2 0 = n(n + l }2 n ™'n € N +. 
fc=i 、 / 


11 . 证明： 由抛物线的焦点出发的射线经抛物线反射后一定平行于抛物线的对 
称轴- 

12. 证明： 由椭圆的焦点出发的射线经椭圆反射后一定经过椭圆的另一个焦点. 

13. 证明：在曳物线 ; e = a pntanj + cos^，y = asint 的每一条切线上从切 

点到与: r 轴的交点的校度为常数. 
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14. 证明： 函数/ 在点吻 可微的充分必要条件是/在: to 的某个邻域内可以写 
成为 /($) = fM + ¥?( ar)(x - x 0 ), 其中 p ( a ：) 于; r 0 连续. 

(上述充要条件称为导数的 Carath^odory 定义.若在教学中一开始就用它 
作为导数的定义,则有不少优点.这方面可以参考美国数学月刊上的两篇 
文章 (1991) 4 04 4 页， (1994) 332-338 % 还可以参考教材 [69] 在这方面的 
内容.本章多次利用例题 6.1.4 中的有限增量公式 (6.3) 的做法与此类似 .） 


15- 设 n > 2,函数 /㈤ = /(a：o) + ^?(x)(j ： -x 0 ), <p(x) 在某邻域 O(i 0 ) 中 n - 1 
阶可微，且一― 1 )⑻于办连续.证明：存在/⑷㈨) . 

16.设/㈤在区间 (a, 6) 上有 n 阶导数,且存在不全为0的 n + 1个常数 ao, 
ai， …，知，使得 


oo /( t ) + aif^x) + … 十 Onf^(x) - 0 . 


证明： /(4 在 (a, 6} 上存在任意阶导数. 

17. 设多项式 pO 1 ：} 只有实零点.证明： W ( x )} 2 - ^ 0 Vs e R. 

is - 设 / 在 [0, 1] 上 可微，且使得 { ^ e [0,1] | /{^) = o - f ( x )} ^ 0. 证明： / 
在 [M 中只有 有限个 零点- 

19. 对于 j/ = arctanx, 证明： （1) j/ n )(a:) = : (n — l)lcos n ^sinn(^ + 号）； （2) 

一⑷=■ 告錄 ，其中 P n - i ( x ) 为最高次项系数是 (-l) n - l n! 的 n - 1 
次多项式. 

20■定义 Mx ) = 1,九 + 1(疋）= xf n { x ) - /», n = 0,1，….证明：⑴ A ㈤是 
«次多项式; （2) 广⑷有 n 个不同实根，且关于原点对称. 

第二组参考题 


⑴求 ^ sin /ex 和 y ^ cosfca :; 

fc=l k=l 

n n 

(2) ^ k sin kx k coe kx . 


2. 证明：（例题 5.1.4 中的） Riemann 函数丑处处不可导. 


3. 若从点（邱，如）向抛物线 y = ax 2 + bx + c 能够作出两条切线,或只能作出 
一条切线，或不能作出切线 ，问: 在这三种情况中的（办，如）的位置与抛物 
线有什么关系？ 
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1 H tt 

4- 证明： Legendre 多项式 P n ( x ) = -^-―(^ - 1广满足方程 

< +1 ㈤-巧-办)=咖+ 1的(工). 


5. 证明： Legendre 多项式满足方程 


(1 - ⑷- 2xi^(a:) + n(n+ l)P n (a;) = 0, 

6. 分析三项式 ( u^v + w ) n 展开的系数规律 } 猜测并证明 （m™) (n) 的一般计 
算公式. 


7. 设 f { x ) = ax 2 + h + c , 当 | i | < 1 时 j /0 r )| $ 1. 证明： 当 间 < 1 时 

!/’(怎)1 € 4 ‘ 

8. 证晛对每个自然数 n 成立 


fe=0 \ / 


k T 


(-l) n n!, 


0 ^ m ^ n — 1, 

T7l —■ Tli 


f ⑷ ( 1 /n) 

9 -设 /( a：) = ：r n lna:,n e N +, 求 iim -:- . 

n—^oo nl 

10. 设 / 在 z = 0 处连续,且存在极限 Um n f{2x) ^ /(x) = A 证明： 尸⑼ =A. 

11. 设 y = (1 十 >/^) 2n+2 , 打 e N+, 求 ^ n) (l). 

12 . 设 /(a：) 在区间 J 上三阶可导， f ㈤ / 0, 则可以定义/(4的 Schwz 导数 
如下： 

,,,, rM. _ a ( 广 ( 工 M 2 = ( 尸⑷ V- 丄 (IMX 
(/ ’ ） 一作） 2 r(x)) - i nx)) 2 i r(x)) - 

证明： 


⑴若/⑷=(^ + b ) i{cx + d ), 即分式线性函数，则 5(/, X ) - 0; 

(2) 若 p ⑷是 Z 的多项式，且 r /{ x ) = 0的根都是互不相等的实数，则 
S { p , x ) < 0; 

(3) 若/, 9具有所需的各阶导数，则珂/。34)=扒/，5⑷ ㈤ ) 2 +%，砟 
⑷若 5(/, x )<0, 沒 ⑷㈤ < 0,则 S (/ u ) < 0; 

⑸若 S (/， a ;) < 0,又记尸= /。/?-。， ，则 S ( f n , x )< 0 . 

«个/ 



第七章微分学的基本定理 

本章是微分学的核心部分,主要内容是微分学中值定理和 Taylor 定理，将分 
别在前两节中讨论.最后一节为学习要点和两组参考题. 

本章的重点是基本理论,关于应用将在下一章中分专题介绍. 

从本章开始，在谈到函数性质时经常使用 1 连续 可微" 的用语.这就是指 
诙函数存在连续的导函数.为了避免误解，有时就说“有连续导函数记号 
/6 C fc [ a ,6] 表示函数/在区间 J 上 fc 阶连续可微,即有 fc 阶连续的导函数. 

如果说函数/在闭区间 [〜&] 上可微，则应当理解为/在 ( a , 6) 的每一点可 
导，同时又存在有限的单侧导数 4( a ) 和 JUb). 


§7,1微分学中值定理 

这里一共有四个基本定理: Fermat 定理、 Rolle 定理、 Lagrange 中值定理和 
Cauchy 中值定理.实际上后三个是一个比一个更一般的中值定理.中值定理名 
称的由来是因为在定理中出现了 “中值” f 虽然我们对中值€缺乏定量的了解, 
但一般来说这并不影响中值定理的广泛使用- 


7 . 1.1 基本定理 

由于 Fermat 定理是关于函数极值的基本定理，因此在讲这个定理之前，必 
须确切了解什么是函数的极值和极值点. 

定义 设函数/(4在点: r 0 的一个邻域 O (： t 0 ) 内有定义.如果对于每个 
: r e O(x 0 ) 成立不等式 

/⑷€⑶ /( 工0)， 

则称/ ㈨ 在点吻处达到 极大值（极小值)， 且称点吻为函数 /( 岣的一 个极大 
值点（极小值点). 辑大值和极小值统称 极值， 极大值点和极小值点统称极 值点‘ 

注 在这里必须了解函数的极值点和最值点的区别和联系.从极值点的定 
义中可以看出它必须是区间的内点.因此若某个最值点又是区间的内点,则必是 
极值点.当然，极值点不一定是最值点.又若最值点是区:间的端点，则不是极值点 
(有时也称为单侧极值点) - 

为了方便初学者，在这里将一般教科书中的内点定义重复一下.设$为 R 
中的一个非空点集. 称 ; c e S 为 S 的 内点， 如果存在点 z 的一个邻域 0(4 c 5. 
对于有限区间，开区间 （ A 6) 的每一个点都是区间的内点.是它的端点，但不 
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属于 { a,by 闭区间 [^6] 含有自己的两个端点 flA 它们不是这个区间的内点，但 
所有其他点都是区间的内点.对半开半闭区间和无限区间可依此类推. 


这里采取与多数教科书中不同的方法.先建立一个预备性质的结果.它不仅 
可以证明 Fermat 定理，而且还可以处理更一般的问题.它的证明也极其简单.这 
里有四种情况.我们只处理其中之一，即右侧导数为非负的情况（参见图 7.1). 

命题 7.1.1 设函数/在点吻存在右侧导数 /+{ a ： o )* 

(1) 若 /；( x 0 ) > 0,则存在 ^ > 0,使得当: c 0 < a ; < ar 0 + 5时,成立 /( a ；) > 

/( 怎 0); 

(2) 若有5 > 0,使得当抑 < s < x 0 + 5 时，航 f { x ) ^ /(邶)，则 f + { x 0 ) ^ 0. 
证 （1) 写出右侧导数的定义 

根据函数极限的局部保号性质,就知道当4(如）> 0时，存在5 > 0,使得当 
3! 0 < 3： < 利+ <5时，成立 

f ( x ) - /( xg ) ^ 0 

X — XQ 

由于 : r >邱,所以就得到/(4 > /(吻).对⑺的证明完全类似. □ 

这个命题有明显的几何意义.在下面的图 7.1 中显示了单侧导数大于0和 
小于0的4种可能情况.其中情况⑷就是命题 71.1 中的情况 （1). 应当指出, 
在命题 7.1.1 中实质上包含了比 Fermat 定理更一般的结论. 



y 

/ 

1 

1 

1 

y 

h 

， f\ 1 

i 

.1 

\ 

i 

i 

i 

o ^0 x c 

f xq x O x C 

Xo x 


⑷ (b) (c) (d) 

图 7.1 


下面给出 Fernrnt 定理的两个证明.第一个证明以命题 7.1.1 为依据,第二个 
证明则完全不同，它是用上一章的有限增量公式为工具- 

命腰 7.1,2 (Fermat 定理）若吻是函数/的极值点，且存在导数 f (xo), 

则一定有 尸 Uo ) = 0- 

证1不妨只给出如为极小值点时的证明.根据定义,存在6 > 0,使得当 
\x 一 a ： o | <在时，成立 


則 > /(xo). 


(7,1) 
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由于存在导数 f », 所以两个单侧导数存在且相等，即有 

= f .{ x Q ) = f + ( x 0 ), (7*2) 

从命题 7.1.1 之 （2) 和它对于 /：( t 0 ) 的平行结论,就有 

/+(x 0 } ^ 0, f_(x 0 ) < 0. 

与 （7.2) 合并，就得到 f f ( x 0 ) - 0. □ 

证2利用有限增量公式 (61), 可以写出 

f{x)- f{3 ； o) = f[x 0 ) - a ： o) + o{x - a ； o) (a ： -> x 0 ) 

^ LT (吻） + o ( l ) l(x - J ： o ) ( j ： 3； o ). 

用反证法■若 f ( X 0 ) 〆 0, 贝彳当 a : 与邮 充分接近时 ， [f Oro ) + 0 (1)]与尸(吻）同 
号，因此当变量 a ： 经过 抑时, / ⑷- f ( x 0 ) 变号.这与吻为极值点矛盾. 口 

注1以上两个证明方法都很重要.第一个证明的主要工具（即命题 7.1.1) 
还会出现在下面的命题 7,1.6 ( Darboux 定理）的证明中,第二个证明的方法可用 
于处理更为一般的极值条件（见命题 8.3.1). 

注2由 Fermat 定理知道，若吻是/⑷的极值点，则只有两种情况： （1) 
f ( x ) 在点抑处不 可导; （2) f ( x 0 ) 存在且等于零.因此在寻找函数/的极值点 
时，将/ _不可导点和导数为零的点统称为“极值可疑点”.当然这只是“可疑”, 
因为容‘举例说明条件 fM = 0成立时，函数/⑷并不一定在抑达到极值 • 

注3若 f { x 0 ) = 0,则称 a : 0 为驻点 (stationary point ), 或平稳点.这些名字 
的意思是说在这种点的附近,因变量/(4的值几乎不变.确切地说,从有限增量 
公式 （6.1) 和条件 f ( x 0 ) = 0就可得出 

Ay = f ( x ) - /( xo ) = o { Ax ) — 0). 

即当 Az — 0 时, Ay 是的髙阶无穷小.不妨看一个具体例子来理解这是什 
么 意思. 设《 = 3^ + 1，则; r 0 = 0是驻点， 3/(0) = 1. 当 a ; = 0.1 时 f y = 1.001，而 
当 a ; = 0.01 时，则 y = LOOO 001. 

第二个基本定理是 Rolle 定理，也可称为 Rolle 中值定理. 

命應 7.1.3 ( Rolle 定理）设/在 [ a , &] 上连续，在 ( M ) 上可微,且有/⑷二 
/( 叶则存在 S e 0， 6), 使得 f (0 = 0. 

证若/是区间上的常值函数，则在(«,6)的每一点上有 f ( x ) = 0.因 
此可以在 ( a , b ) 中任取一点作为 f 

否则，由有限闭区间上连续函数的值域定理知，/在 [«, &] 上取到自己的最大 
值 M 和最小值 m , 且有 m < M . 由于有条件 /( a ) = /(&)，因此在 m 和 M 中， 
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至少有一个与函数在端点的值不同.这就是说,至少有一个最值是在 （ a ，6) 中取 
到的.设这个最值点为 6) -由于在区间的内点处取到的最值也就是极值， 
而函数/又在 ( a , b ) 上可微,因此可以用 Fermat 定理，知道尸⑹= 0. 口 

注 1我们看到， Fermat 定理的证明只需要很少的函数极限知识，但是在 
Rolle 定理的证明中则需要用连续函数的一个基本定理——最值定理.回忆这个 
基本定理的证明方法，以及它所涉及的许多知识，可以知道 Rollc 定理看似容易， 
实际上是前面许多内容的结晶.而这还是刚刚开始.下面的其他许多结果都是直 
接或间接地建筑在 Rolle 定理的基础之上的. 

注 2在 Rolle 定理的三个条件中任意去掉一个或几个，定理的结论就不再 
成立.这些训练对于理解 Rolle 定理很有必要，在一般教科书中也都有,这里不 
再重复. 

注 3 Rolle 定理的上述证明即是一般教科书均采用的经典证明.它以闭区 
间上连续函数的最值定理和 Fermat 定理为主要工具.但是实际上 Me 定理和 
这两个定理并无必然联系.将这一点再延伸一步就可以说，本章从 Rolle 定理开 
始的全部内容都无须用 Fermat 定理就可以建立起来.支持上述观点的根据就 
是 Rolle 定理的新证明.其中所用的工具是连续函数的零点存在定理和闭区间 
套定理（见美国数学月刊，86卷（1979)， 4 S 4-486 7 JT ). 此外还有用覆盖定理和 
Dedekind 定理证明 Rolle 定理的工作(参见 [56]). 

证 2 ( R^lle 定理的 Samuleson 证明） 作辅助函数 

尸 ( X ) = f { x ) - f ^ X + . 

则可以从条件 / ⑷ = / ㈦ 得出 

作 )=/ ⑷ — / (平) ，和 p (平)=/■(乎 ) - /(& 卜 - F ⑷. 

在区间[〜+ &)] 上对函数 F 用零点存在定理，知道存在幻 e K ^-{a + b )] } 

1 

使得 F ( ai ) = 0.记心=化+ 了 (& — 吐则就有（参见图7,2) 

= /(^ i) t [ ai ， bi ] C [ a ,6], h — h = —(b — a ). 

将以上做法继续下去，得到一个闭区间套 {[ a n Mh 它满足要求： 

= git (6 一 tt )，/( a n ) ~ 几 € N +. 

应用闭区间套定理,存在唯一的点6它属于每个闭区间也就是说 
有不等式 

如 在 &nVneN + ， (7.3) 
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而且有 


lim a n = lim b n = f. 

71—^00 rt— 


(7.4) 


这里需要补充一点，即总可以使得《 e (a, b). 为此只要使得 {〜} 和 {&„} 不是常 
值数列就可以了.实际上，若有《 = W =句,则 


/⑷= IM = fM = f ( h ) = f { h ), 


可用代替 [ a 2l & 2] 进行下去.同样可以避免 {&} 为常值数列. 
由于/在点 S e (a,6) 可导，因此就有 

lim 巧 )- fM = 削 

K - a n v 7 

为此只要写出有限增量公式 

f(K) = f(0 + f(0^n -0+o(b n ~0(bn^0> 

f( a n) = /(0 + /'(^(知 一 C) 十 0 (如 一 《) (h — 


(7.5) 


代入 (7.5) 左边的分子,并利用 （7.3) 和 （7.4) 即可. 

由于 /M = f ( b n ) Vn e N+， 因此从 (7.5) 可见 = 0. □ 



注 以上证明的基本思想有两点 .（1) 
第一步是用 h 代替原来的区间端点 a 
和一方面保持了在两个点上的函数值 
相等，另一方而则使两点之间的距离缩小 
了一半.（关于这一步可以参考第5章第一 
组参考風2的内容 .） 以下就是不断重复， 
用闭区间套定理得到唯一的点$ ( 2 )利用 
极限 (7-5), 就保证得到尸⑹= 0. 在图 7.2 
中我们 显示了构造闭区间套过程的开始几 
步，即有 IM = /㈨)， h- ai = ^( b - a ), 
fM = f { h ), & 2 -a 2 = -^-(bi -ai ). 在图 
7-2 上似乎最后得到的点《是 / 的极值点. 


但实际上可以举出例子,使得在 Samuleson 证明中得到的 （ 可以不是极值点（作 
为思考 題).因此这个证明与前面的经典证明确实是完全不同的. 


将 Rolle 定理中的条件/⑷= /(&) 去掉后加以推广,就得到下而的 Lagrange 
中值定理.虽然可以说 Rolle 定理更为基本，但总的来说 Lagrange 中值定理的 
用处要大得多，因为它解决了函数研究中的一个基本问题——如何将自变量从 
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a 到 b 时所引起的因变量的增量与导数联系起来.从 Lagrange 中值定理的内容 
来说,也已经包含了 Me 定理为其特例.以下采用与多数教科书中的经典证明 
不同的面积证明方法. 


命 H 7.1.4 (Lagrange 中值定理的面积证明）设/在 [fl， 6 ] 上连续，在 { a , b ) 
上可微，则存在€ e 0,&)，使得 

m 


m - m 


b ^ o , 

分析 先在图 7.3 中的/的图 
像上任取一点(^,/(^)},然后将它 
同点(《，/&)), (&，/(&))连接成一个 
三角形（图中阴影区).记它的面积 
为 A(^). 如果让这个三角瑢的顶 
点(^, f ( x )) 平行它的对边移动（见 
图 7.3 经过该点的一条直线)，则三 
角形面积不变.这条对边就是连接 
(士/( 0 ))和（&,仲)）的直线段.由此 
町见，如果《是函数 A { x ) 的驻点 
(见 Fermat 定理证明后的注解3)， 

则/的图像在点（(，/(0)的切线就 
可能同这条直线段平行.而这就是定理中对点€的要求.根据这个几何分析就可 
以写出以下证明. 

证 用行列式构造辅助 函数： 



A ( a :) = 


a b x 

/⑷則 / ⑷ 


b - 1 a x ~ a 

烟一 /( a ) /( x ) - / ⑷ 


(7.6) 


(实际上这个 A(^) 的值等于图 7.3 中的三角形面积的两倍 .） 利用 A(a) = A(6) = 
0,从 Holle 定理知道有 （e (a, 5), 使得⑹= 0.写出 




1 1 0 j 

- L 1 

1 

b-a 1 

Gt v 丄： 

m /(&) 作) 


m - m m 


就可以从 m ) = 0直接得到所要求证的结论. □ 

注 1 Rolle 定理和 Lagrange 中值定理都有清晰的几何意义.在图 7.3 中作 
出了曲线/ ㈤在点化/⑹）的切线 f 它与连接点 （a,/ ⑷）和汍/( 6 ))的直 
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线段平行.： Lagrange 中值定理的经典证明就是从这个几何意义出发，将/的图 
像“减去”上述直线段来构造辅助函数.由于一般教科书中均用这个证明,本书 
不再重复.上面的面积证明也是以几何背景为出发点的，同时还利用了驻点所具 
有的特性.又由于三角形面积可以用行列式表示,从而证明过程带有更多的代数 
色彩.这种证明方法还可以用于证明下面的 Cauchy 中值定理（留作思考理 i ). 

应当看到,几何作图虽然很有用，但每张图都有局限性.例如，图 7.2 和 7.3 
似乎提示我们中值€是唯一的.实际上不一定如此.中值可以有多个，甚至无穷 
多个.此外,今后所遇到的许多问题并不一定都有几何背景.即使确实有几何背 
景，也不一定明显.因此我们在下面将介绍构造辅助函数的其他方法，它在许多 
问题中更实用一些. 

注2也可以从物理上来理解这两个定理的意义.例如，设自变量 I 为时间， 
因变量1/是质点作直线运动时从某点起算的路程.将 a 和&作为时间的起点和 
终点.则 Rolle 定理表明，若质点在起点和终点的位置相同，则一定有瞬时速度 
为零的 时刻. 这个时刻在 Rolle 定理的（第一个）证明中就是质点运动转向的时 
刻.同样， Lagrange 中值定理的运动学意义也很清楚.它表明一定存在一个时刻 
£，使得在该时刻的瞬时速度恰好是质点运动 ( A 时刻&到 b ) 的平均速度- 

注3 Lagrange 中值定理有下列各种形式，有时也称为有 限增董 公式： 


m 二 

■f ⑷ + f ( ⑽ -a), a<i<b- 

(7.7) 

/(&) = 

/(a) + f(a + 0(b^ a))(b 一 a)，0 < 沒 < 1. 

(7-8) 

A 没 = 

fixo + OAxyAx. 

(7*9) 


将它们与上一章中的有琅增量公式 （6.1) 或（ 6 .3)作比较，就可以看出这里已经 
前进了一大步.从今以后,我们有了与过去完全不同的有力工具，在本章以及今 
后所能解决的许多问题都是过去的“原始”工具所不能对付的- 

注4 Lagraiige 中值定理将函数的增量与函数在一个点上的导数值联系起 
来，这就为用微分学研究函数提供了基础.希望读者从今后的大量实例中体会引 
进导数(即变化率)的重要性. 


本节的最后一个定理是 

命麵 7.1.5 (Cauchy 中值定理）设函数/，？在 [ a ,*] 上连续，在 ( a , b ) 上可 
微， i 满足条件 

g ( b ) - g { a ) / 0,和尸 ㈤ + g l 2 { x ) /0 Vxe ( a , b ), 

则存在 $ e ( a ，6), 使得 

/(&)-/ ⑷ m 

p{&) - sH ^(0 ' 
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证引进记号 

, 則一 /⑷ 
s ⑼一 sM , 

我们的目的是要证明存在€ e (〜 &), 使得 

f ⑹- V (0 = 0. (7.10) 

这里要说明，如有 〆 ⑹= 0,则由上式可见也有 m ) = 0,这与条件 f 2 { x ) + 
g t 2 { x ) / 0 Va : e ( a , b ) 相矛盾 I 因此有了 （7.10) 之后,就一定有 g f {0 ^ 0,从而可 
以由它推出定理中所要的等式. 

由 (7.10) 出发试作辅助函数 


然后计算 


F ( a ) = f { a ) - 


/(&)-/ ⑷ 
g ( b ) - g ( a ) 


- M = 


- /(% ⑷ 
s ( P ) — g ( a )- ’ 


m = m - 


m - m 


g { b ) - g { a ) 


9 ( b ) 


f ( a ) g ( b ) - f { b ) g ( a ) 
g { b ) - g { a ) 


可见有 F ( a ) = F ( b ). 然后对 F ( x ) 在区间 [a，b} 上应用 Rolle 定理,就知道存在 
&(«，&)， 使得 F (0 = 0. 这就是要证明的结果 (7.10). □ 


注1容易看出，只要分⑷ s 就从 Cauchy 中值定理得到 Lagrange 中值 
定理.因此 Cauchy 中值定理是 Lagrange 中值定理的一种推广.由于它能同时 
处理两个函数，因此在今后的许多问题中起重要作用. 


注2与 Rolle 定理和 Lagrange 
中值定理一样, Cauchy 中值定理也有 
漂亮的几何 意义. 为此可以先将定理 
中的自变量改记为*，然后用参数方 
程 

x = g { t),y = f ( t ) 

定义在平面上的一条曲线.如图 
所示，曲线的两个端点是 ( 9 { o ) J { a )) 
和 { 9 ( b ) J ( b )). 定理中关于在 
[ aM 上连续和在上可微的条 
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件表明,这条曲线不但连续，而且在（除去端点之外的）每一点都有切线.实际上 
从参数方程的求导法则（命题 6.2.1) 知道，当 〆 ⑷# 0时,切线的斜率 

鱼= 尸⑴ 

cb g r ( t ) 

是有限数.同样可以知道，当⑴= 0但尸 W / 0时,切线将平行于轴.在 
Ouchy 中值定理中的另一个条件贞 6) - 3⑷笋0表明,联结曲线两个端点的直 
线段不平行于^轴，因此它的斜率 


m-f(a) 

g ( b ) - g ( u ) 

是有限数.这样一来就可以看出， Cauchy 中值定理的结论就是说（至少)存在一 
个参数值^ ( a ,6), 使得在曲线上的点的切线恰好与联结曲线两个 
端点 G ( a ),/( a )) 和 ( g { b ) J ( b )) 的直线段平行. 


注3 如果在 Cauchy 中值定理中的条件修改为 y ⑷ / OVa ; e { a , b ), 则可 
以用贞 a ：) 的反函数为工具，从 Lagrange 中值定理推出 Cauchy 中值定理.由于 
这个条件对于用参数方程给出的曲线增加了不必要的限制,排除了例如图7. 4 中 
那样的曲线，因此本书采用了较一般的条件.从图中可以看出，曲线上某些点处 
的切线可以与 轴 平行，曲线也可以有自交点， Cauchy 中值定理仍然成立. 

注 4如果在某点 f 0 S ( a , b ) 发生 f '( t 0 ) = g ^ to ) - 0,则称点 ( f ( to ), g ( to )) 
为曲线 x 二 的 奇点. 奇点有几种不同的类型.本书中将在第八章的 
例题 8-6.1 中介绍奇点中的“ 尖点” （参见图 8 . 9 ). 

7*1*2 导函数的两个定理 

本小节证明关于导函数的两个基本定理.第一个定理 { Darboux 定理）是说 
区间上的导函数一定具有介值性质,即使导函数不连续时也如此.第二个定理称 
为单侧导数极限定理或导数极限定理，由此可以推出导函数不会有第一类间断 
点.这两个定理都表明导函数具有特殊性质.因此并不是每个函数都可以是某个 
函数的导函数.这两个定理在今后，特别是在积分学中,要起重要作用. 


命题 7.1.6 (Darboux 定理）设/在区间 J 上可微，则 f 具有介值性质. 


首先说明定理的意义.在第五章中我们已经有连续函数的介值定理（即命 
题 5.2.2). 如果导函数 f e C ( I ), 则已不必再讨论.可见本命题的意义在于，区间 
上的导函数不论是否连续，一定有介值性质. 
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证1 (这是多数教科书中采用的经典 
证明.这里只作简述.甫要了解细节的读 
者可参考 [14] 一卷116小节 
仿照 §5.2 节，分两步进行. 

(1) 为确定起见，不妨设有 a,6e/ t a<&, 
使得尸⑷ < 0, f f ( b ) > 0.如图 7.5 所示， 
应用命题 7.1.1 知道存在5 > 0,使得成立 
a + 6 < b - 5 , 且满足 

f(a + S )< /(«), f ( b ~- 6 )< f ( b ). (7.11) 



因此在上/的最小值点 < —定是内点,即极小值点.应用 Fermat 定理就 
得到= 0. 

(2) 对于 f { a ) + f f { b ) 的一般情况.为确定起见,不妨设有 f { a ) < c < f { b ). 
构造辅助函数 

F(a?) = f ( x ) - C3C . 

就可以将问题归结为 （1) 而知道 r 能取到 c (细节从略). □ 

证2 与 Rolle 定理的 Samuleson 证明类似， Darboux 定理的证明并不一定 
要用 Fermat 定理.当然只需要修改证明1中的第⑴步.若有/⑷=/(&)，则用 
Rolle 定理即可.否则, 不妨只看 f ( a ) > f ( b ) 的情况（如图 7.5). 由于有5 > 0,使 
得 /(& ~ 5 )< f { b ) < /⑷,应用连续函数的介值定理，就知道存在 
满足/⑻=仲).在 [0] 上再用 RoUe 定理即可（见图 7.5). □ 

在上一章关于导数概念的讨论中,我们曾强调过不要混淆函数在某点的单侧 
导数和这个函数的导函数在该点同侧的单侧极限.这是两个不同的概念.但是在 
那里还没有条件提及事情的另一方面，即实际上这两者的值在很多情况中确实 
相等.例题 6.1.6 就是如此.这里的规律性就是下一个命题的内容.根据这个命 
题,今后对例题 6 . 1.6 类型的题可以有新的做法. 

命題 7 . 1.7 (单側导数极限定理）设/在 (a，b) 可微，又在点 a 右连续.若导 
函数 f %) 在点 a 存在右侧极限 f(« + ) = 4则/在点 a 也一定存在右侧导数 
/;⑷，且成立 

/+{a) = = A, 

即 fix ) 在点 a 右连续.此外，这里的4除了为有限数外，也可以为士〜. 


证 Ax ~ x - a , Ay = f ( x ) - /(a), 写出函数 / 在点 a 右側的差商 


△y 一 /(a + Ax) - /(g) 
Ax Ax 


其中 Ax > 0, 
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在闭区间 [a, a + Ax] 上应用 Lagrange 中值定理 (7.9), 有0 < 0 < 1,使得 
Ay — f(a + Az) — f(a) = f(a 4- OAx)Ax. 


因此在 Aac >0 时就有 


Aj/ 

Ax 


=/’(a + OAx), 


现设有 /(^) = 4 其中 >1 为有限数.则对 e > 0,存在5 > 0,使得当 
a < a： < a + <5时，成立不等式 

\ f ( x )- A \< e . 

若有 0< Ax^x-a<5, 则同时就有 a < a + OAx < x < a + 6 . 因此当 
0 < Ax < 5 H , 也就有 


Aa: 


- A 


=|/'(a + 0Ax ) - A| < £ :, 


这样就证明了函数 / 在点 a 存在右侧导数，且等于 A 对于4不是有限数的情 
况，证明类似,请读者补全. □ 

思考题 对于下列问题，如果肯定，请作出证明;如果否定，请举出例子. 

1. 如果在命题中将函数/在点 a 右连续的条件去掉，则结论是否还能成立？ 

2. 如果在命题中的 A 是无穷大量，而且不具有确定的符号，则结论是否还能 
成立？ 

3. 如果存在 /；(«) = A, 则是否存在 />+)? 为什么？ 


若不只是考虑单侧情况，就可以得到 


导数极限定理设函数/在点 a 的某邻域 0( a ) 内连续，在 O ⑷- { a } 内可 
导.若导函数在 a 存在极限， 则函数 f 在 a 也可导,而且 f ( x ) 在 a 连续 .■ 

注 由此可见，若导函数在某点有极限，则它就在该点连续.这里甚至事先 
不要假定函数在该点可导.回顾一般函数在某点存在极限时可以在该点不连续, 
可见导函数的这个性质也是很独特的. 


例題 7.1.1 设/在区间 （ a , 6) 上可微,则导函数 f { x ) 不会有第一类间断点. 

证 用反证法.设点 c 6 是 f(x) 的第一类间断点,则导函数尸在点 c 

存在有限的两个单侧极限 

尸 (r) 和 /V). 

又因存在尸⑷,所以/在 c 连续， 这包含了函数/在该点的两个单侧连续性- 
应用命题 7.1.7 的结论,知道成立两个 等式： 

= 广⑷和 f ( c + ) ^ r + ( c ). 
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然后再在 K 间 [ mM 上对 P 用 Rolle 定理，知道有满足要 
求 f 〃⑹= o . 这就是 no = X . □ 

证2也可以用 Cauchy 中值定理来证明.将要证明的等式改写为 


no = 


2/(均 

(x — o) (a: — &) 


( 7 . 12 ) 


记 K 间 [〜&] 的中点为 C = + &). 若 f ㈦ / 0,则 (7.12) 右边的分子和分母 

的导数不会同时为0,因此可利用条件/⑷=/(6) = 0在子 K 间 [H] 和 M] 
上分别用 Cauchy 中值定理得到 

2f(x) = fim) = f f M = f(m) - f r M 

( x - n)(x - b ) r}\ - c) rj2 - c ) m ~ V 2 ’ 

其 中饥和 氓满足要求 a <^ < x < r } 2 < b . 最后再用 Lagrange 中值定理，得到 
(仍，阳)，使 （7.12) 成立. 

若有 f ! ( c ) = 0,则对于 每个； c € («>&)，在子区间和 [ A&] 中至少有一个 
子区间上仍可用 Cauchy 中值定理并计算如下： 

vi ^) /⑻ _ /%)-/，） r(c) D 

(x — o)(x ― b) f] — C Tf — c 

注以上两个方法可以解决许多类似的问题.实际上如杲仔细分析的话 ，容 
易发现这两个方法并无多大差别，只不过在写法上略有不同而巳，其中第一个方 
法可以称为待定常数法，是作辅助函数的一种很有用的方法. 

在某些情况下,我们有可能对中值定理中的中值€有进一步的了解- 

例理 7.1:4 设函数/ 在点 a 处二阶可导，且 /"(a) / 0,则在 A 充分小时，成 
立 /(a + h) - /⑷= / f (a 十 9 h ) h , 而且其中的6> 具有性质 lim ^(/i) = 1/2. 

h — 

证由于存在 H 因此至少在 a 的一 t 邻域中/可微-当办充分小时，根 
据 h>0 或 h<0 可在区间 [a，a +叫或 [ a 十 h，a ] 上用 Lagrange 中值定理,得到 

/(a + 怂)一 /⑷=+ Bh ) h , 

其中0 < 0 < 1. 

考虑分式 、„、 

T /(a + h ) ~ f ( a ) - f ( a)h 

I= ^ - 

若令 F ( x ) = f(a + x) - f { a ) - f ( a ) x , G ( x ) - x 2 , 则上式的分子为 F ( h ) - F ⑼， 

分母为 G { h )~ G(0)， 用 Cauchy 中值定理，存在 i? 6 (0,句，使得 

二 fja + r })- fja ) 

~ ^ * 


(7.13) 

(7.14) 
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另一方面，将 (7.13) 用于 (7.14) 的分于，又有 

f(a + dh)h- f(a)h f(a + 0h)- f(a) 

~ ™ = - - 

等置以上两个表达式，并写成 

(r(a +Oh)-f (a) \ 尸 (a + 屮一 
V Oh ) ~ 2t? 

由于 OctfCl ， 々在《和《 + /* 之间，而且有条件 /" ⑷# 0,因此在上式两边令 
* — 0,就可以得到 Vim 9 ( h ) ^ 1 / 2 . □ 

从今后的一元函 i 积分学的角度来看，下一个例题无疑是重要的. 

例题 7.1.5 ^ 1 为区间，/ e C (/), R 在 g ； 间/中的所有内点处的导数均为 
0,证明：/为/上的常值函数. 


证1任取 a , b € I , 且设 a < b , 则可以在闭区间 [ a ，6] 上財用 Lagrange 
中值定理,知道存在€ e ⑷ &) ( C 几使得 

f ( a ) — fip ) = rg)[a — b ). 

由于 f (0 = 0,就有 /( a ) = f { b ). 这样就证明了函数/在区间 J 中的任意两个 
点上的值相等，因此/是区间/上的常值函数. □ 

注应当指出,不用 Lagrange 中值定理也可以证明上述结论（例如见 {49]). 
这就是下面的第二个证明，其中的方法是 Ubesgue 方法(见例题 3.5.2, 3.7.1 的 
证6和 5.2.3). 

证 2 任取 a , b e /,且设 a < &只要证明/在 h ，&] 上为常值函数即可. 

对给定的^>0,从条件 



/0) - /⑷ 
x — a 


= /；(«)-0, 


可见存在5 > 0,使得当 rr e ( a , a + 5) 时，成立 

/⑷-/⑷ < 
x — a 


在不等式两边乘以 （I - a ) (> 0)，可以得到 


|/( ar ) -/( d )| ^ e \ x - o \. (7.15) 


这里将不等号从“<”改为％”，可以使得 （7.15) 在 ; r = a 时也成立.此外，由函数 
f 的连续性可以知道， （7.15) 在 ; c = a + 6 时也成立.于是，就得到在 a ^ x^a + 8 
时成立的不等式 （7.15). 它也可改写为 


f(a) - s(x -a) ^ f{x) ^ f(a) +s(x-a). 


(7.16) 
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从几何上看,在 [a, a + J] 上？^ /⑷被夹在两条直线 y = /⑷土中 一 a) 之间， 
以下用 Lebesgue 方法证明不等式 （7.15)( 即 （7.16)) 在区间 [aj 上成立. 

定义数集 

5 = {£ e [a,b] I j/ ( 工 ) 一 /(a) I ^ erji - a| Va ： € [a,t]}. 

已知有 a + 5 g & 因此 S 是非空有上界的数集.根据确界存在定理，有 

= sup S'. 

由 S 的定义和 3为 S 的最小上界，可知这时有 [ a ，0 )<zS (请读者补充).在不等 
式 (7.15) 中令^ — 0-，利用/在0的连续性，可见卢 e 

还要证明 3 = 6. 实际上，如果/3 < 卜则从 f ! + m = 0,可知存在 n > 0,使得 
当/?<；!； <0 + 1? <&时，有 

i/Or) -/(/3)K 啪-外 
因此当 + 巧时就有 

\f{x) - /(a)) ^ |/(z) - f(P)\ + |/(^) - /(a)| ^ e(|a ； -/3| + |/3 - «|) = - a|. 

这就推出 P + veS ， 而与 (3 为 S 的上界相矛盾. 

于是我们已经证明对于区间 [a, &] 上的每 一个〜 不等式 (7.15) 成立.最后， 
利用 e > 0的任意性，就得到/ ㈤ 三 /⑷.因此/在 [ a, &] 上是常值函数.由于 
是区间/中的任意两点，因此/是I 上的常值函数. 口 

例题 7.1.6 (不定积分的基本 定理） 若1为区间， f , g ^ C(i), 且最多除有限 
点外已知有 f f { x ) = g f ( x ), 则存在常数使得在区间 J 上成立/⑷= 5⑷+ C, 
这就是说 /Or) 和 ff(4 的差是区间/上的一个常值函数. 


证作辅助函数 

F ( X ) = /( X )-咖)， 

并将区间按所指出的有限个例外点分成有限段子区间，然后对每一子区间上的 
函数 F 分别用例题 7.1.5 中的结论，知道 F 在每一子区间上为常数.最后从 
F € C { 1 ) 推出函数 F ( x ) 在整个 E 间 i ■上为常值函数. □ 

例题 7.1.7 ^ I 为区间 t € C(/), 且在/中的所有内点处可微.又设存在 
常数1 > 0,使得对/的所有内点 z 处成立|尸(力| < L ， 则/在区间/上满足 
Lipschitz 条件. 

证任取^1,^2 £/, a ^< T 2 , 在区间 [〜 刘上对/用 Lagrange 中值定 
理，就有 G (〜巧)，使成立 

- /(M)l = \f(0\ -Ixi-x^KLlxx-x 2 |. □ 

注在5,4,5小节的题1表明满足 Lipschita 条件的函数是一致连续函数.因 
此可知，导函数有界的函数具有良好的性质. 
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例题 T.1.8 设/ e C[0,1], 在 （0,1) 上可微，并且/⑼= 0, /⑴= 1. 又设 
k u k 2 r -， k n 是满足 h + h + …+ 4 = 1的 n 个正数.证 明：在 （0,1) 中存在 
打个互不相同的数 t u t 2 , …， t n , 使得 


ki A：a fcn * 

+ 十…+瓦^ 

证由介 i 定理知可以在 ( o ， i ) 中插入〜，〜■■■ ，使得 

0 = Xo < < X2 < . . . < a ： n-l < a：n = li 


(7.17) 


同时满足 

/(a ： l)= 夂 1, /( 吻 ） =fci + 友 2,… >/( 怎 n - 1)= 允 1 + A：2 + … + fen-1 ‘ 

在区间[而 - iJi ] (i = 1，2,…， n ) 上用 Lagrange 中值定理，有 LG ， …■，^ i ， 使得 

ki = f{xi) - - 工 i-i)，i 二 1,2,…， 


这样就有 

w + 7&r + " + 7fer = 卜 ―… +(n】) =L ° 

注本题的条件和求证的结论有什么意义？若一开始就从运动学的角度来 
观察本题，则就很容易理解，而且可以很自然地想出证明的思路.实际上，如在 
Lagraage 中值定理后的注解2中所说，将?/ = /&) 看成是质点作直线运动时 
的路程与时间的关系，则在等式 (7.17} 中左边的每一项可以看成是&除以6 
时刻的瞬时速度.因此，若将 h 看成是一段路程的长度，则从 Lagrange 中值定 
理的运动学意义，适当选择就可以使得这样的商等于运动所花的时间.由于 
心+ h +…+心=1，又有/⑼二0和/( I ) = 1，因此就可将全路程按长:度 
k u k 2 ,-- 分段，求出相应的时间 A , …， W - i , 然后用 Lagrange 中值定理即 
可.这就是上述证明背后的思想.当然也可从几何角度来考虑本题的解法. 

7 . 1.4 练习题 

1.用 Itolle 定理解决以下问题（在方程中出现的系数均为实数)： 


(1) 证明： 方程 e 1 = ax 2 + bx + c 的不同实根不多于3 个； 

(2) 证明：方程 iax 3 + 3 bx 2 + 2 ca ? = a + & + c 在 (0,1) 内至少有一个根； 

⑶若 /⑷= an^ n + + ••• + aia ： + a 0 = 0有 n + 1个（不同）实 

根，证明： fix ) = 0; 

⑷若 2 a 2 < 5 b ， 证明：方程 X 5 + aa : 4 + 6 a ; 3 + cx 2 + (fo + e = 0不可能有 5 
个不同的实根； 
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(5) 证明 ： Legendre 多项式 P n { x ) = l ) n ] ⑷在（― 1，1) 内有 n 

个不同实根； ' 

⑹证明： Laguecre 多项式心⑷=-。⑷有 n 个不同正根. 

(这里需要用 Rolle 定理的一个推广；见下面的题 6.) 

Z 若 f 在 la ， b ] 上满足在 Rolle 定理中的条件，且4⑷尺 ㈦ > 0. 证明： 
f ⑷= 0在 Kb ) 中至少有两个根. 

3. 设/在上连续，在 （ a ， i >) 上可微，且有0 < a < 6成立. 证明： 存在 
^ ^ { a , b ), 使成立 

/( b)-/ ⑷= hi 4 ■咖. 

U 

4. 设/在 K &] 上可微，证明：存在6 € ( a ,&), 使成立 

2 C [/(6) - /(«)] = ^ 2 ) m - 

(若应用 Cauchy 中值定理> 则要讨论其条件不满足的情况 .） 

5. 设 /， s 在上连续，在 （ a ，&) 上可微，其中在区间 （〜&) 中无零点. 
证明：存在 CeKb )， 使得 

尸(0 _ /⑹- /⑷ 

^(0 gQ >)-9{0 

6. 设/在 [ a ,+ 00 ) 上连续，在 ( a , + oo ) 上可微，且- f { a ). 证明： 
存在 C > a , 使得尸⑹= 0. " 

( Rolle 定理在无限区间上的推广 .） 

7. 设/ ㈤ 在 [0, + oo ) 可微，且 (K / ㈤ 0/(1 + /)■ 证明：存在 S > 0,使得 

1 一 f 2 

，⑹= 0 W * 

8. 对于⑴ /( J ：) = ^ + bx c {a ^ 0), (2) f { x ) = 1 /x (x > 0), 计箅在公式 
f{x + Aar ) - f { x ) ^ f\x + 沒 Aa ?) Aj ： 中的 A 并求极限 

(这些计算是检验例题 T . L 4 的结论.此外 (1) 与第二组参考题 9 有关 -) 

9. 证明： 当 ; c > 0时有 v^Tl - Vi = 2 彳 二 ㈣ > 其中 j S 吟 K ? 

且具有性质 t 

lim 6( x ) = —, lim ^( a ；) - — ■ 
x -^ o + 4 2 

10. 证明： 在区间上的导函数如果单调，则一定连续- 

11. 设/在区间 ㈨ &] 上可微.证明：若/⑷是/的最大值，则 /；{ a ) 在0;若 
/⑻是/的最大值，则 / i ⑻ >0. 
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12. 证明：在 H < 1/\/5中，成立2 arcsin x = arc 3 in (2 a ； v / l " z 2 ). 

is . 设函数 / 在区间 j 上二阶可微，且 r ㈤ e o . 问： /是什么函数？ 

14- 证明： 在有限开区间 ( a , b ) 上无界的可微函数的导数也一定无界. 

15. 设/在 (0, a ) 上可微,/(0 + ) - +00. 证明：尸 ㈤ 在点 a ; = 0的右侧无下界. 

爪设/在 [ M ] 连续，在 （ a , b ) 可微,/⑷=/(&)，但/不是常值函数.证明: 
存在 ee ( a ，&), 使則>0. 

17. 设/在[0，1]上连续，在（0，1)内二阶可微，又知连接点4(0,/⑼）和 
的直线段与曲线 V = /⑷交于点 C { cJ ( c )), 其中0 < c < 1. 
证 明：在 （0, 1) 内存在一点$使 m ) = 0. 

IS . 设/在卜，6]连续，在 ( a , b ) 可微，且 f ( x ) 无零点， 证明： 存在$ 1 


使得 


m. = # - 

f ! {v) b-a 


19 ■设 / 在 [0,1] 上连续，在 (0,1) 内可微， /( O ) = /⑴= 0, / = 1■证 

明：⑴存在 V e (1), 使 /⑹= T (2) 对任何实数、存在《€ (0,7?)，使 
m ) - um 一幻= 1- 

20.设/为区间/上的可微函数. 证明： f 为 I 上的常值函数的充分必要条件 
是/为线性函数. 


§7.2 Taylor 定理 

这一节包含两个 Taylor 公式 (也 称为 Taylor 展开式)，即分别带有 Peano 余 
项和 Lagrange 余项的 Taylor 公式,统称为 Taylor 定理.前者是上一章中的有限 
增量公式的推广，而后者是 Lagrange 中值定理的推广. 

Taylor 定理的内容和证明対初学者有一定的困难.仅仅从两个公式的复杂 
形式看，就有点使人望而生畏.因此我们将对它们的内容和证明做一定的剖析. 
实际上这里的根本问题就是怎样用多项式来逼近函数.但是从方法上来说，则只 
是上一节中已用过多次的方法的重复（参见例题 7.1.3 的两个证明). 

在以上内容的基础上,本节还要介绍带 Carney 余项的 T ^ tor 公式,在例题 
之后还将介绍 Euler 数和 Bernoulli ^以供读者参考- 
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7.2.1 基本定理 

这里要解决的基本问题就是用多项式来逼近一个函数- 
实际上，如果局限于一次多项式，即线性函数，则在前面已经讨论过这个问题- 
回顾第6章中的有限增量公式 (6.1), 可见它就是用线性函数 f ( xo )+ f ( x a )( x - x 0 ) 
来逼近/⑷.例题 6.1.3 则严格建立了这个函数在所有线性函数中在一定意义 
上所具有的最优性质. 

命题 7.2.2 可看成是公式 (6.1) 的推广.命题 7.2.5 则是例题 6. L 3 的推广 - 
为此先做一项准备工作，即证明在下列意义上于某点吻附近逼近一个函数 
m 的多项式如果存在,则一定是唯一的. 

命题 7.2.1 (唯一性引理）设/在耶的某邻域 0( 吻）中有定义， a 有 
f{x) = Co + c x (a ： - a: 0 ) + "• - ^o) n + o((x - a： 0 ) n ) (ar — : c 0 )， 

则其中的系数，〜是唯一确定的 • 

证 根据条件可以知道以下表达式右边的极限都是存 在的. 又根据极限的 
唯一性定理，可见所有这盛系数是唯一确定的. 

Cn = lim f(x), 

X — 


X — 


f{x) ™ [co + Ci(j? - Xo) + • ■ ' + C„_i(x - Xo) R_I ] r-| 

〜二-- ■ 口 

下面的第一个 Taylor 公式，即带有 Peano 余项的 Taylor 公式，肯定了当函 
数 /( 岣在点抑有 n 阶导数时，满足唯一注引理的条件的多项式是存在的，同时 
还给出了系数勿 , A ■■‘，〜的计算公式 ■ 

命题 7 . 2 .2 ( 带 Peano 余项的 Taylor 公式）若函数/ 在点抑 存在阶导 
数/ ( "七。)，则有 

/㈤= /(x 0 ) + /(x 0 )(a ： - ar 0 ) + ^ - 尤 o) 2 + … 

+ ’（） (x - a? 0 ) n + o(0c- 如 广 ） ― 抑 )- 


证 首先要对于条件有准确的理解.从函数/在点而> 有《阶导数可推出函 
数/在选个邻域中存在所有的 fc (< W 阶导函数，但是 / ( n ) ( 幻只在点吻 存在. 
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〜⑻=邮}十 


rM 

2! 


( a :- a ； o ) 2 +- - 


/ ( n ) (^ o ) 

n\ 


(: r，) n ，(7.18) 


和 


Ai(aO = / ⑷ 一 p n (>). 


(7.19} 


今后称多项式 Pn ( a ：) 为/ ㈤ 在点吻处的《阶 Taylor 多项式 ，称⑷ 为(第 n 
次） 余项, 即用多项式 Pn ( x ) 代替 />) 所带来的误差项. 

可以着出，证明的目的只不过是要建立以下的极限关系： 


lim 

5F— 


- 办产 


= 0 . 


(7.20) 


由上可见,余项的可微性质与/完全相同.直接验证以下等式(具体计算从略)， 
f«n(^o} = /U。)， = /’( 尤 0)，…= /(叫抑)； （7-21) 


就知道余项 r Tt {^ 满足条件 

h (工 0) = 0, ^(^o) = 0,… ,r (n) (a ： o) = 0. (7.22) 


最后反复使用 Cauchy 中值定理，就可以得到所要的结果: 

^7i (^) __ (*^) _ ) _ 

(a; - x 0 ) n (x - xo ) 71 - jto }" -1 

= 弘 l ) _ = r »(6) 

— n(^i - 吻产 - 1 一 — 1)(6 一 工 o) n_2 


HnH 邶） r^(xp) 

打 ! (6n-1 — 工 0) 


{x Xo)- 


这里依次利用了余项〜⑷所具有的性质 (7*22) 中的每一个等式.在反复使 
用 Cauchy 中值定理时得到的 “ 中值”匕，6, …，匕〜1 是在$与如之间的单调 
点列.例如当抑< $时,从上面的推导可以看出有 

XQ < ^ n -l < ' ■ - < 6 < ^1 < 

因此当 I — 韌时也有 e«-i — 邛 ■ 

还要注意最后一步与前面不同.由于只知道 r n { x ) 在点 邮有 n 阶导数，所 
以最后一步不能用中值定理，而只能用定义，也就是说,导数# ㈨ ） 是〜 ㈦ 的 
n - 1阶导函数 ㈤ 在: p 0 的导数- □ 
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注 1 称 r n ( x ) = o((x - : ro ) 71 ) (z — 抑）为 Peano (型）余项.容易看出当 
n = 1时带 Peano 余项的 Taylor 公式就是上一章中的有限增量公式 (6.1). 由于 
这样的公式并非普通的等式,而是反映了极限性质的渐近等式,丙此带有 Peano 
余项的 Taylor 公式在求极限时很有用处,对余项可以提供无穷小量的阶的估计. 
但是 Peano 余项并不能提供误差的定量估计.带 Peano 余项的 Taylor 公式的这 
些特点与有限增量公式 （6.1) 完全相同.因此可以将它称为局部 Taylor 公式. 

注2带 Peano 余项的 Taylor 公式的证明方法很多，例如，用数学归纳法、 
中值定理和下一章的 L ' Hospital 法则都可以给出证明. 


现在给出第二个 Taylor 公式.在其中的余项有确定的表达式.这就为误趋估 
计提供了理论依据.当然，其中也有不确定的因素，即出现了在每个中值定理中 
都有的“中值' 因此这个结果也可以称为 hylor 中值定理 I 读者可以看出，在下 
面的公式中若 n = 0,则就是 Lagrange 中值定理.如果将 Cauchy 中值定理看成 
是 Lagrange 中值定理在两个函数情况的推广，则 Taylor 中值定理就是 Lagrange 
中值定理在高阶导数情况的推广- 


命题 7.2.3 ( 带 Lagrange 余项的 Taylor 公式）若/在; r 0 的某邻域 O ( x 0 ) 
中 n + 1阶可微,则对 每个 ; r e 0( 吻 )， z /仰 ，在; tq 和； r 之间存在6使得 

f{x) — f{xo)+f r (xo){^—^a) + ^ ^ (a;-3 ： o} 2 + - - ■+ ^ ^ (a:—a? 0 广 +r„(3 ?)， 

其中 

心卜 dn 1 - 

证1可以与带 Peano 佘项的 Taylor 公式的上述证明几乎一样来做,即反 
复使用 Cauchy 中值定理，但在最后一次是用 Lagrange 中值定理.原因是在这里 
的函数/ ㈤ （因而 〜0 r )) 在邻域 O ( x 0 ) 中有 n + 1阶导函数，条件要强得多了. 
证明的主要过程如下： 

r n {^) = r„(a；) - r n (x 0 ) 二 4 ⑸ 

(a ： -a ； oJ n+1 _ (a: - J ： o) n+1 一 (n + l)(^i -a ； o} n 

從 ）— KM — 伽） 

(n+ 1)(6 - x 0 ) n (n + l)n(^ 2 - 抑产一 1 


fH ) -办 0 ) r ㈣ ⑹ □ 

— (n+l)!(^ n - a ； o) (n+1)! ■ 

回顾例题 7.1.3 的两种不同方法，可以知道用辅助函数方法也能成功.实际 
上，在那里已经分析过这两个方法，它们在本质上是完全一样的.下面就是用辅 
助函数方法证明第二个 Taylor 公式- 
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证 2 对给定的吻定义 

^ _ 〜(疋)(71+1)! 

( ic - xopT . 

于是只要证明在 : T 和叫之间存在6使得 

# +1 )(0 =人 

即可.不妨只考虑的情况.现在固定 A 在区间 [ xo , x ] 上构造辅助函数 

厂⑷= r Tl ( t ) - — h)! 。- x Q ) n+1 , XQ ^ t ^ x . 

可见只要证明存在6 e ( X 0 ^) f 使得 F (»+ 1 >(0 = o . 

从条件 （7.22) 和 X 的定义知，辅助函数 F 具有性质 

F(x 0 ) = 0, 泸 ( 吻）二 0,… ， F^{x 0 ) = T ) 和 F(x) = 0. 

在区间 [x {h x] 上对 F 用 Rolle 定理 t 有匕€ ( xo ^), 使得 ^(6) = 0- 然后 
由于泸(抑）= 0,在区间 [ xo ^ il 上对 P 用 RoUe 定理,有6 € 使得 

F ff ( i 2 ) = 0. 这样进行下去，在做了 n 次后，就有 

^>0 Cri ^ 6n-*l < “ < 石 1 〈尤， 

以及 F ^(^) = 0. 最后再利用 F ^( x 0 ) = 0,在区间[邱，匕]上对 f ⑻⑷用 
RoUe 定理，就得到 S 6 ( x a ^ n ) C ( xo ： x ) z 使得 F ^ +1 H ^) = 0. 这样我们就完成 
了证明. □ 

注 在上述命题中我们要求 z #吻.实际上在 z 时 Taylor 公式自然成 

立，这时的 中值纟 可以任取.此外，从证明可以看出，并不要求 / ( n +1) (^ o ) 存在， 
也就是说只要/在 O ( x 0 ) 中 n 阶可微，又在 O ( x 0 ) - { xo } 中存在/& +1 )⑷即 
可-这对下一个命题也是如此. 

以上介绍了余项的两种不同形式，即 Peano 余项和 Lagrange 余项.实际上 
还有很多不同的其他余项，其中对今后较为有用的是 Cauchy 余项和积分型余项. 
后者见 11.4.3 小节.下面是 Cauchy 余项及其证明 ■ 

命强 7.2.4 ( 带 Cauchy 余项的 Taylor 公式）若/在点吻的某邻域 O (; r 0 ) 
中 n + 1阶可微，则对每个 I e O ( xo ), a ： / 3：0,在抑和 i 之间存在％使得 

f (打) fajri ) 

f ( x ) = /( xq ) + /^(^ o )(^ — ^ o ) + . ■ ■ + - { x ~ 工 0 广 + r n (怎)， 

其中 ，、 

r n ( x ) 二—— "7^ ■(工 — ^ n ( x ~ 
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证固定 A 在余项 

r n ( 工） =/⑷ —Pn ㈤ 

= /Or) - lf(x 0 ) + fixoKx-xo) + ■■■+ /( ^ o) {X - x 0 )-| 


的右边将抑换为变量 t e [抑,4定义函数 

步⑷=/ (工） 一[/ ⑷十 -*) + ■■■+ (x - i ) ri ], 

可以看出有 


诊 ( 怎 0) = ^»(^), 少 (；£) = 0. 


通过直接计算可以得到 


穸⑴ 


n \ 


(卜 ty 


在区间[利,^]上对企⑷用 Lagmnge 中值定理,就有 u e ( x , xo ), 使得 


r n (x) = ^(x G ) - 步 ㈤ 二 - x). 


将 ^{ r }) 的表达式代入就得到所要求证的 Cauchy 余项. 口 

注用这个方法也可以得到其他余项形式（见 [14] 的第一卷 I 24 小节) • 


到此为止本小节已介绍了 Taylor 公式的主要理论.我们看到,若函数 /㈤ 
在点抑有 n 阶导数，则就有一个 n 次多项式( 7 .1卟即 Taylor 多项式，它与 /㈦ 
的差（即余项 （7.19)) 当 I — 吻 时是比 （ a ： -叫广更高阶的无穷小量.命题 7 . 2 .1 
肯定了这样的多项式是唯一的，命题 7.2.2 则解决了它的存在性.命题 7 . 2 . 3 和 
7.2.4 给出了余项的更为精确的表达式，当然这时对/要有更多的条件. 

可将例题 6.1.3 推广得到下列命题.它确切地刻画了 Tayloi ■多项式在局钿 


逼近方面的最优性质， 

命题 7.2.5 (Taylor 多项式的逼近性质）设函数 / 在点吻存在 / (tl) (^o), 
p n { x ) 是由公式 (7.18) 定义的 Taylor 多项式.对于和 p ri (i) 不相等的每一个不超 
过 n 次的多项式 PN , 存在5 > 0,使得当0 < 卜 一 ：!： 0 | < J 时,成立不等式 

|/( x )- p „(^)| < |/ ㈤ - P ㈤ 卜 

证先将给定的多项式转换成用卜-邱）的方幂表示的升幂多项式： 
p ( x ) = aq + ai (i — 邮） + … + a n (x — a ： o ) n - (7.23) 

根据命题 7.2.2, 可以将 p (： r ) 看成为那里的 f ( x ), 然后用公式 (7.21) 直接求出 
a ^ p ^ ixo ), i = 0，1，…， n . (当然也可以用代数方法计算,这里从略 •） 
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将（ 7 . 2 3)与 Taylor 多项式 


〜⑻=/(仰)十 - 怎 0) + ~ f Q - (3； - : to ) 2 十…+ ( x —邱 广 

进行比较.如果勿笋 /( 如)，则同例题 6.1.3 的情况⑴完全一样，证明是容易的. 
否则，根据送两个多项式不相等的假设条件，两者又均已表示为以 b -利）为幂 
次的升幂多项式,因此一定存在一个自然数 fc f 满足0 < < n 和 

00- /( 邱 ),… ,a fe -i = /(d ( 邱)，但是叫 / f w (x 0 ). 

利用命题 7.2.2 (即带 Peano 余项的 Taylor 公式)，有 


/( 工） 一 Pn ㈤= o((a; - x 0 ) n ) (x a; 0 ), 

/(a:) - p{x) = [/(x) - pn(as)] + bn(^) - P ⑷] 

= (/ w (x 。）— a*))(x - x 0 ) A + o ((z - x 0 ) fc ) {x a; 0 )* 


其中的项 0 (( 1 -抑广）是对于在多项式 \p n {x) - p(x)] 中次数 i > fc 的所有 
- ^ o )* 项和余项/(工） - Pn { x ) 之和的一个刻画. 

于是有 

f(x)-p n (x) =_ 0 (|>-O _ ^ 

f{x) - p{x) ~ {f w M - - + t>((x - x 0 ) k ) V ‘ 


由于 / [ fc ) (^ o ) / a * 和 A ： < n , 可见 


/⑷ _ P » ⑷ 
二 


= o ( l ) ( a ： — : r 0 )‘ 


从而存在 <5 > fl , 使得当 0 < b -吻 I < <5 时，成立 


f (々 一 P ⑻ 


这就是所要求证的不等式. 口 
在图 7.6 中可以看到函数 e 以 
及它的1次到4次的 Taylor 多项 
式的图像.其中粗黑曲线是/的图 
像.又为清楚起见，在每一个 Taylor 
多项式的图像两端都用记号 Pn ( x ) 
作了标记.这里的 & ㈨ 是 #的第 
n 个 Taylor 多项式： 
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我们看到，对于 n^3 t 4, Taylor 多项式在㈣不很大时已提供了对#的较好的 
逼近.但是当 M 足够大时,情况完全不是如此.例如，当 n 力奇数时 P n ( x ) 都有 
零点.关于的 Taylor 多项式的一般性结论可参看第八章的第二组参考题 4. 


7.2*2 例題 

当 Taylor 公式中的:= 0时，由于历史原因也称为 Madaorin 公式.在 
各种微积分教科书中都要介绍几个基本初等函数的 Madaurin 公式，其中包括 
sina: f cosa :, arctana ^ e ' In(l + z )，(1 + a ;) 11 (a 〆 0) 等，这里不再重复. 

在求以上几个基本初等函数的 Madaurin 公式时，一般的方法是直接计算函 
数在 z = 0点的 n 阶导数的通式,送样就可以得到带 Peano 余项的 Madaurin 公 
式.为了得到带 Lagrange 余项的相应公式，则需要得到 n 阶导函数的表达式，这 
就困难得多了.在上一章中关于高阶导数的不少训练与此有关. 

在本小节介绍求 Taylor (或 Maclaurin ) 公式的间接法.这在很多求 Taykti ■公 
式的问题中有效，且具有很大的灵 活性. 实际上, ln ( l +: c ) 和 axctanz 的 Maclaurin 
公式也都可以用间接法得到.但是间接法是以若干个已知的 Taylor 公式为基础 
的.如果连基本的 Taylor 公式都不知道，也就不可能用间接法. 

在本小节中除了 Taylor 公式的计算外，还将介绍 Taylor 公式的其他应用，特 
别是不能归入下一章的一些问题. 

在下面有关 Taylor (或 Madaurin ) 公式的计算题中,如不另作说明，则均指 
带 Peano 余项的公式. 

例鼷 7.2.1 计算 /(： r ) — arcsin $ 的 Maclaurin 公式直到 x 5 项 ■ 

解1对/求导,并利用二项式展开公式，就有 

f’(x) = (1 — x 2 ) 2 = 1 + ^ c 2 + -^-a： 4 + o(ar 5 ). 

2 8 

根据上一小节的唯 Hi 引理和带 Peano 余项的 Taylor 公式，可见上式就是 f ( x ) 
的 Madaurin 公式.利用 Taylor 公式中的系数公式，就可以从上式右边的已知系 
数反过来求出/如）在 z = 0的值和各阶导数值： 

1 = /'0)，0 = /"(0), y = -£^-,0 = / ⑷⑼，吾 = ^5 )-,o = /⑹⑼. 

这样就求出所需要的前6阶 导数： 


/，⑼=1，/八0) = 0， n 0} = 1，/ (4) (0) = 0，/( 5 )(0) = 9，/⑼ (0) = 0. 
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再利用/(0) = 0,就得到所要的 Maclaurit ! 公式： 

1 9 

arcsin x = a ： + — a ： 3 4 - -^- x 5 + o ( a ; 6 ) ( a ? —> 0) 

3! 5! 

=z + 去 x 3 + + o(:t 6 ) (；r —> 0). □ 

注 若将以上的解法发展 一步， 就可以写出 arcsinx 的一般的 Makurin 公 
式而无须求出这个函数在$ = 0处的任意阶导数值.再往前一步,我们可以提出 
求髙阶导数的一种间接计算法.从= arcsine 的导函数出发,计算 

f { x ) -(1- x 2 )- 1 / 2 

n (—丄 )( 一…■(一丄 —Jt + 1) 

= 1 + 5 ^ 2 2 fc! --(- X 2 )*+ 咖紐） 

k=l 

- i+E ( H #++朗 ） （怎 — 0), 

k=l ^ 

就可以对任意自然数 fc 得到 / (2fc) («) = 0和 

严 +，) = {2k)l (U! ! ; [(2fc - l)!!] 2 - 

这就是在例题 6.2.3 巳经得到的结果. 

请读者试用这种新方法计算 arctan a ; 和 hi (1 + 4的 Maclaurin 公式和它们 
在 I = 0处的任意阶导数值. 

解2由于 /( z ) = arcsin x 是奇函数，又有 尸 (0) = 1,因此它的 Maclaurin 
公式的形式如下： 

arcsin x = x ~\- ax A + bx 5 + c ( x 6 ) (: r — 0), 


这里只有两个系数 a 和 & 需要确定*利用 arcsin $是 sin a : 的反函数，又利用 sin a : 

的 Maclaurin 公式，就有 
x = sin(arcsin a ;) 

1 1 

= arcsin x - (arcsin x ) 3 + ——(arcsin ar ) 5 + o ( x 6 ) ( a ： 0) 

b l^U 

=(x + ox 3 + 6^ 5 ) - + ⑽ 3 ) 3 + + °(^ 6 ) (z — 0). 


120 


比较两边同次幂项的系数，就有方程 


卜 T = ° 5 b l . 3 a + m ， 0 . 


这样就可解出 




40 


□ 
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例题7,2,2计算/⑷= \/2 - cosx 的 Madaurin 公式直到 a ; 5 项， 
解1将根式内的表达式写成1 + (1 - cosx ), 并利用 

x 2 x 4 

1- cos：r = 了-瓦 + o(x s ) o — o)’ 

就可以计算 如下： 

f(x) = ifi + (1 - cos a：) 

, 1 - cos x (1 — cos a：) 2 〜 

=H ------ —— L + 0{{1 一 cost ) 3 ) ( a : — 0) 

o y 

= i + 

二 1+ 1 - 吾 +0(3： —0). 口 

解2利用/为偶函数,因此所要求的公式的形状已可确 定力： 

f(x) = 1 + <M ! 2 十 b ； E 4 + 0 (T 5 ) {x —> 0). 


~6 


x 4 

12 


) 


x 

~36 


+ o(ar 5 ) ( a ； —^ 0) 


为确定 a 和6,只要将上式代入 

[/ ⑷ l 3 = 2-cosx = 1 + + o{i 6 ) (j? 0), 

就得到关于待定系数的方程 

3a = j ， 3& + 3a 2 = -去. 


从中解出 


a 


、b 


24 


□ 


sma : 


例题 7.2.3 计算 f { x ) = In ——的 Madaurin 公式 直到； r 6 项.这里 f { x ) 


x 


在: T = 0 的值用函数在该点的极限值 0 来定义. 


解从正弦函数的展开式开始，有 


sinx = x —— — x 3 + - gj - a ： 5 —— — x 7 + o ( a ： s ), 


就有 


sma ： 

x 


1_ ^ 2 + ^ 4_ ^ 6 + ° (；1：7)， 
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记 y = + — + o(;r 7 ) ， 则沒 = 0( 工 2 )( 工 — 0 ). 然后有 


, sma : ,,, . 

In -= ln(l + y) 


x 


y ~ Y y2 + T yS+0 ^ 

(- P + i ^ 4 "^ 6 )-216 

x 6 + o(x 7 ) (x —^ 0). □ 




a: 6 ]+o(a: T ) 


6 180 2 835 

例匾 r , 2 A 设已知函数(参考图 4.1): 


丄 


/㈤ 


(1 + a:) ^ , x ^ 0, 


e, x = 0, 


在 z = 0无穷次可微,计算 /&) 的 Madamin 公式 直到: r 4 项. 
解在 x /0 时将函数/写为 

/0) = exp ( ln /( ar )), 


然后写出 


In 制 


In (1 + a:) 


x x 2 x 3 冚 4 


1 一^ r + 


x 


. + -r- +o{x i ) {x -> 0). 
4 o 


将上式右边记为 1 + y , 就有 


f{x)^ e 1 竹 = e.d= e (l + ?/+| + ^~ + D+ o(^ 4 ) h — 0 )， 


其中 


分别计算出 


y 




> 2 » 的， 


y 3 = --g-a; 2 + 了 3=4 + °(^ 4 )* 


' X 4 + o ( x 4 ), 


16 


代入前面的表达式中，最后得到 


/⑷； e 


H 


11 2 
2 X + ^ 24 X 


16 X3 + 1 ^ X4 ) +0{X4){X 


0 ). □ 
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注在上面两个例題中都没有验证函数在抑= 0处存在任意阶导数.这是 
在使用间接法时经常会遇到的问题.实际上这里涉及到与幂级数（或解析函数） 
的四则运算和复合运算有关的一些理论问题，在学幂级数之前作讨论是比较困 
难的.因此在例题和练习题中我们将注意力集中在计算上,而将有关的理论问题 
留待以后解决.此外，这里还从 sinx 和 hi (1 + ar ) 的 Maclaurin 公式出发除以 

得到函数_和 ln(1 + J ) (在 : t = 0处由极限定义）的 Maclaurin 公式，这 

X X 

里的理论根据可在下一章得到解决（见例题 8.1.9 的第二个注解).（对此有兴趣 
的读者还可以参考中对于这些问题的严格处理 .） 

例® 7.2.5 设/在 （0，+ oo ) 上二阶可微，且已知 

M 0 = sup {|/(^)| I x e (0,+ oo )}, 和 M 2 = sup {|/"( ar )| I a ; e (0, + oo )} 

为有限数.证明吣二 sup {| f ( x )| I ^ 6 (0, + oo )} 也是有限数,并满足不等式 

Mi ^ 2\/MqM2, 

证写出 ~ 

/(^ +t)=m + f(x)t + 

其中; r ，*>0, ee (ij + f ). 由此有估计 

\ tf ( x )\ ^ \ f(x + t )- f ( x ) - ~ r ( OK 2 M 0 + | m 2 . 

这样就得到 

\f( x )\ ^ ~~y~ + Y tM ^ 

这对每个 ; C e (0，+ oo ) 成立.取上确界,就有 

(7.24) 

因此恥为有限数.由于这对每个 * > 0成立，为了得到最好的估计，可以取 
t = 2 ^/ M ^ jM ^, 使右边的和达到最小，即有 

Mi ^ 2 \/ □ 

注本题有许多推广和研究.在后面的参考题中也收入了这方面的题.比较 
详细的资料见 |30 j 的 363-365 页， 
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例應 7.2.6 设/在 [ a ，*] 上二阶可微. 证明： 存在 f e («，&)，使得 

m - 2/ (早) + f ( b ) = }( 卜 

证写出/ ⑷，/(6)在点^■的 Taylor 展开式： 




)( 土 


b \ 1 - j // . f b ^ cl 


/( , ) = / (^± l ) +/ (^)( A ^) + | rM 


b — a 


然后将两式相加,就有 

f(a) - 2/ ( 01 : ) + f(b) — —(ft - ^) 2 [f r> (f}i) + /"(氓凡 
对广用 Darboux 定理（即例题 7.1.6), 即有 C e 使得 


/" ⑸二 T [/" 加)+ /〃(％)]. □ 

注本题的证明方法彳艮多，除了用 I ^ ybr 公式为主要工具的上述证明外:这 
里再简述两种 证明： 


令 X 


/(«) + f(P) - 2 / 卜 

(6 - a ) 2 


a + b 


构造辅助函数 


Fit) - f(t) + f(a) - 2 / 


t + a 


X 


(艺一 a) 2 


以下与例题 7.1.3 相同. 


2- 作辅助函数 


咖 )=/ & ° ) - f ⑻， 


2 


然后考虑差 


T.2.3 Euler 数与 Bernoulli 数 

在初等函数的 Taylor 展开式中有几个例子，如 sec x 和一般难以求出 
通式.原因在于其中出现了著名的 Euler 数和 Bernoulli 数. 
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例题 7.2.7 计算 seca; 的 Maclaurm 展开式. 


解由于 secx 是偶函数，可以假定有 

sec a; = cq + c 2 x 2 + c 4 t 4 + - ■ ■ + c 2 n x 2n + o(a: 2n+I ) (x 0). 


现在令 


写出 


C 2 r = (- l) n 


(2 ri )! 


， n € N+, 


secx = E 0 - 香 x 2 + ~- x A + ■■■ + (-l) n ^fX 2n + o ( x 2n+i ) { x ^ O }, (7.25) 

并将公式 (7-25) 和 cost 的 Maclaurin 公式 一 起代入恒等式 cos x sec x e 1 中，就 
可以得到确定数列的递推公式： 


41 

Eo = 1, E2 + Eq 二 1 ， E4 + = 0, 




^2 n-i + … + 五0 = 0. 


从而可以得出 


E 2 = = 5,E 6 = -61,^8 - 1 385, E 10 - -50 521, 


例如，这样就可以写出直到前6项系数的公式 

t x 2 5 4 61 6 277 8 50 521 10 t llw 

2 24 720 8 064 了 3 628 800 卞、八 W 

称力 Euler 数.当 》 力偶数时,£； 2 „力正奇数,且除外,其个位数字都是 
5;当 n 为奇数时, f 2 n 力负奇数,其个位数字都是 1. □ 

注1又有 


sech a ; 


2 


+ e_i 


Eo 


B2 


■ x 2 + ■■■ + -^ rrrx 2n + o ( x 2n+1 ) (x ^ 0). 


㈣ ! 


其中的函数 scchx 称为双曲止割. 

注2令 五 2 „ = (-1广艮，也有将艮称为 Euler 数的. 


Bernoulli 数是 James Bernoulli 研究前 n 个自然数的 p 次方幂之和 

lP + 2 p + 沪 + ■ ■ ■ + # 
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的计算公式时得到的（其原文见 [35] 的299^502页).对于 p -1,2,3 的公式，学 
生在中学里都已经知道 . J . Bernoulli 的目的是要对一切自然数；)求出一般的计 
算公式.他发现 


l p + 2 P + ■ ■ ■ + n p 


p + 1 


■ n p+1 + 4 rn p + ^ rArf - 1 + 


p ( p - l )( p -2) 


Bn p ~ 3 


p(p - l){p - 2 )(p - 3 ){p ~ 4) 


Cn p ~ 8 + ••- , 


其中右边的项直写到 n 或 V 项为止.公式中出现的常数 






30 ,C = "42 _> 


就是 Bernoulli 数. 

以下采用目前的标准方法来引入 Bernoulli 考虑计算函数 

f J 

/⑷ 




-， x^l 


x 


的 Maclaurin 展开式.令 


/(^)=执 + 鲁 $ + 鲁 3:2 + ‘ ■ ‘ + 告 w 十咖 ” (I - 0)， 




并将它代入恒等式 

/ ㈤. 6 ~ 1 = /⑷ (i + 吾 

中，就可以得到确定数列 { B n } 的递推 公式： 

丑0 = 1，去丑。+ 执二。， -4 r^o + -^ r^i + ™ b 2 = 0, 


x 2 x n ( n ^ 

T + … + l ^ W +0( ， 


3! 


2 ! 1 ! 


2 ! 


( o ) Bo + ( l) Bl O + ‘ ■ ■ + 0™ 1 = 。， 

从而可以得出 

Si = -去，执= h B4 : -士& = +，氏=-去， 

n 5 D 691 D 7 

历 0 如 = —TW’ Sl4 = ? 

当 n 为大于1的奇数时 B n = 0. 

注令氏二（-1广 (n > 1)，也有称 I 为 Bernoulli 数的.注意所有 
B n > 0 . 
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例 JB 7.2.8 计箅 j : cot a : 的 Madaurin 展开式,在 : r = 0 处的函数值补充定 
义为 1. 

解以下运算越出了实数的范围，还用到了 Euler 公式0 = cosx H - isinx , 
其合理性将在复变函数论中得到解释. 


^ cos a ; . e 11 + e -iar . 2 ix 

X cot X — X ' — . . = UE - - 7^- = IX + 


sin a ： 


e 1J = — e _ 


㈣ 一 i 


ia ： + 5 0 + 寻此 + 鲁 (2 Uc ) 2 + ■ ■ • + (此产 + °^) 

^l^ + B 0 + ~^~ 跑 + ^-{2\zf + … + -^r{2ix) 2n + o{x 2n ) 


1! 


2 ! 


1 


Bx 2 2 


■X 


2 B 2 2 4 4 . B n 2 2n 


2! 4! 

写出其前 5 项的系数，即有 


■ ar 4 + ■■■_ 


㈣ ！ 


(2 n )! 

■ x 2 n + q ( x 2 f ,+1 )( a ：^0). 


x cot X — l 


2 


■ar 


■x 


■ar 


■ x 8 + o ( a ： fl ) ( j ： —» 0). □ 


45 945 4 725 

例题 7.2.9 计 算函数 tanz 的 Madaurin 展开式. 

解利用恒等式 tana : = cotx -2 cot 2 T } 当; r = 0时将右边取其极限 0 .这 
样就有 


tana ; 


x cot x — 2 x cot 2 a : 


x 


Bx (2 2 - 1)2 2 B 2 ( 2 4 - 1)2 4 


2 ! 


■x 


+ 


否 U 广 ，— 1+o (，) 卜 0) - 




17 


- x ' 


62 


- x 9 + o ( x 10 ) (x —^ 0), □ 


写出其前 5 项的系数，即有 

t 厲 = o ： + 去: + 315 - ' 2 835 

这祥的例子述有很多，例如在 xcscx , In cos x , ln ( siiix /； E ) 的 Madaurin 
公式中都出现 BemoulB 数.此外， Bernoulli 数坯出现在以下无穷级数的求和公 
式中 

B k {2n) 2k 


n=I 


2 ( 叫！， (7 ' 26) 

其中 & 为自然数.这个公式可以从例题 7.2.8 的结果得到（见数学译林 ， 10 (1991} : 
348页).从第二章 2.3.2 小节的题 6 已经知道，无穷级数 


1 1 

+ ~f - H 


2 p 3^ 


nP 


+ . 
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在?> > 1时收敛.公式 (7,26) 给出了当 p = 2 A : 为偶数时的求和公式.它是 Euler 
发现的. 

当 fc = 1时就可从公式 (7.26) 得到数学分析中的一个重要 结果： 

f 1 11 1 Jt 2 

= 1 + T + ¥ 十 … + i + …二 i. 

n=l 

求这个级数和就是所谓的 Basel 问题.在 Euler 之前没有人想到它的答案中会出 
现圆周率1有兴趣的读者可以从 [12 j 的第九章中了解与此有关的故事 • 

在积分学的积分近似计算和 Stirling 公式中我们还会遇到 Bernoulli 数（见 
11.3,2 和 11.4.2 小节). ' 


7.2.4 练习题 

1, 计算 xcsci , In cos In ( ) 的 Maclaurin 公式. 

2. 能否用 I ^ ylor 公式作如下 计算： 


smx 


lim 

2—0 


r — ^0 X 

1 — cosx 

X 2 


^ lim 

i-fO 


X + o{x 2 ) 
X 


1， 


lim 

a ：—0 


1 一 （1 一 -r^ 2 +o(a; 3 )} 


工 2 


为什么？ 

3* 试对函数 /( a ；) = (：r + a) rt (a / 0) 和抑 = 0 计算它的 Taylor 多项式，从而 
得到二项式展开定理的一个新证明. 

n 

4. 设/在 x D 存在 / ⑷ ( 邱 ), 且有 /㈤= E a fc (x- 抑产 +o((n 0 r) (：r — 吻)， 

k =0 

71 — 1 

证明： f r (x) = y^(fc + l)afc + i(：i - ;r 0 ) fc + o((x - a ； o)” _1 ) — Zo). 

&=Q 

5. 用间接法求函数/⑷ = v^ain x 3 的带 Peano 余项的 Maclaurin 公式，要求 
写出直到#项的系数.然后利用这个公式计算出函数/⑷在点$ = 0的 
直到13阶的各阶导数值. 

6. 计算 arcsine 的带 Peano 余项的 Maclaurin 公式， 

7. 计算 /($) = ” 05111 : 的带 Peano 余项的 Maclaurin 公式. 

yl —工』 

8 - 估计下列近似公式的绝对误差： 

( 1 ) e x ^ I + x + + …+ 当 0 € 工 < 1 ; 
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(2) sinx ㈣ 一 +，当 MS 如 

a ；3 

(3) tanic Ps x + 当 |ar| S 0.1; 

2 

(4) ^/ T+x ^ 1 + y - 当 0 矣 ar < 1. 

9. 若函数 / 在某点邱的任意阶 Taylor 多项式均为0,是否可推出/(岣三0? 
(参考例题 6.24 的结论 .） 

10. 设/在[一1， 1) 上有任意阶导数，/⑷⑼ = 0 VtzGN +) 巨存在常数 O 0, 
使得对所有界 e N + 和 a : e 卜1，1]成立不等式 |/ ( n ) ( x )| 笔 证明: 
f(x) = 0 . 

11. 设/在 K &} 上二阶可微，且 f ( a ) - /'( b ) 二 0. 证明： 存在$ £ ( a , b ), 使得 
成立 

12. (1) 设/在 (a t b) 上可微.试问对每个点 f e (a,b ), 是否一定存在两个点 

xi , x 2 e ( a ,6), 使得 


/⑹- /㈤ =, 

X 2 -Xi ' 

(2) 设/在 ( a ,&) 上可微,且在某点 s e iaS 处有 r ⑹ > 0. 证明： 存在 
两个点 Xi , X2 ^ ( o , i ), 使得成立 


/ ㈤ - fjxr ) ^ 削 

X 2 - 


13,设/在 [a t +oo) 上二阶可微，且 /( a ) 3 0, T ( x ) ^ 0, 证明： 在 z > a 时 

/’(工）> 0. 


14.设/在（—1， 1) 内 n + 1阶可微,广十 1 )⑼/ 0, n € N +， 在0< 1上有 


/ ㈤ =/⑼ + f ( Q)x + 


产 - I ) ⑼ /⑷㈣ 

(n — 1)1 n [ 


x f 


证明： lim (? 

x— ^0 


n 


15. 证明： 在 | a：K 1 时存在 0 e (0,1)， 使得 arcsine 


x 


"7^- (&xy 


.，且有 


lim $ 

r —0 


vT 


16, 设 / 在 O 6 ( x 0 ) 中 n 可微，且 f ,f (x 0 )= … =/(”—”( 邱 ）= 0, f n \x 0 ) ^ 0. 
证明：当0 < | h _| <； 5时，成立 f { x Q + h )- f ( x 0 ) - hf { x 0 + 仙)，0 < 没 < 1, 


且成立 

lim 6 — 
h -— +0 
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§7.3 对于教学的建议 


7.3*1 学习要点 

1. Fermat 定理看似简单 ， 但却是求函数的极值和最值问题的理论基础. 

2. 中值定理使我们将函数在两个(可以相距很远）点上的函数值之差,也就是 
函数的增量,与函数在某点的导数值联系起来.从上一章我们已经知道函 
数的导数是一个局部性的概念，但通过中值定理，就可以用导数研究函数 
在大范围上的性质.用与不用中值定理是完全不一样的.读者只要对比例 
题 7.1.5 的两个证明，就可以明白这一点.其中第二个证明的复杂恰奸衬托 
出中值定理的有力. 

3. Taylor 公式是一元微分学的顶峰.公式表面上似乎复杂，但它所面对的问 
题却是重要的实际问题.这就是如何用多项式来逼近函数.这里只需要加、 
烕、乘三种运算.实际上从中学开始就清楚，除了多项式以及开平方等运 
算之外,一般初等函数的计算都不可麁宜接手算，而是一定要用某些工具, 
如数学用表、计算器或计算机，才能实现.所有函数计算，在电脑中总是归 
结为多项式计算，而 Taylor 公式就是这些计算的基础. 

4. 两个带有不同余顼形式的 Taylor 公式（即命题7.2. 2 和 7.2.3), 分别是上一 
章的有限增量公式和本章的 Lagrmige 中值定理的 推广. 注意它们分别代 
表了在微分学中两种基本的思想方法.前者注重于当 a — 如时余项作为 
无穷小量的阶的估计，后者则要将余项用高阶导数表示出来（每管其中仍 
有不确定的中值)- 

5. 仅仅从所得到的结果就不难看出 f 在多次应用中值定理的基础上所得到的 
Taylor 公式大大扩展了我们对可微函数的把握和使用.选两个公式当然有 
极其广泛的应用.本章的训练只是为理解公式本身面安排的. 

6. 在教材⑺的第一册第 2 30页中作者有一段关于 Taylor 定理的评价，写得 
很出色.我们原封不动地引在下面： 

“我们不想把话说得太绝对，但至少可以说：凡是用一元微分学中 
的定理、技巧能解决的问题，其中的大部分都可以用 Taylor 定 
埋来解决.掌握了 Taylor 定理之后，回过头去看前面的那些理论， 

似乎一切都在你的掌握之中,使你有一种‘会当凌绝顶，一览众山 
小’的意境.从这个意义上说 ‘ Taylor 定理是一元微分学的顶峰’， 

并不过分.，， 

7. 对习發课的逢议中值定理的基础是 Fermat 定理与 R^lle 定理，包括它们 
的证明思想.这在§ 7 .1节中已作了比较多的说明.如何根据情况使用这钱 
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有力的工具，例如什么时候用 Lagrange 余项，什么时候用 Peano 余项等等, 
这应该作为习题课训练的一个重点 - 

应用中值定理的另一个难点是作适当的辅助函数，这也能体现一个学 
生的数学综合能力.第一组参考题4是个很有启发性的题，讲解此题后可 
进一步介绍下一个题： 

设/在 K6] 上存在 n + 1阶导数，且满足 

/^(^ = /^)(&) = 0, k = Q , l , 2 r -, n , 

其中/⑼⑷=/⑷，/(。)(&) = /(&). 证明：存在€ G ( a , b ), 使得/(0 = 
户 +1 )(0. 

证 （1) 当？ ？ = 0 时 + 令 h { x ) = e _ a 7(3 ；) f 则 

“(a:) = e’f ⑷ 一 /㈣. 

由于办⑷= M&) = 0,故由 Rolle 中值定理，存在€ e (^,6), 使得 h ! (0 = 
am - m \ = o .由于 > n o, 从而 /⑹= m ' 

(2) 当 n > 0时，令㈣=亡/⑷⑻，则 ⑷ =沿)，且 

5⑷— 9 \^) = f {^) - 产 +1 )(工)， 

由⑴，存在 e e ( a , b ), 使得 wo .即 /(e) = / (n+1) (o- □ 

Taylor 展式可以解决很多数学问题 } 技巧性较强.选择什么余项，在哪 
一点展开，是展开一点的值,还是展开多点的值进行复合都很有讲究.但在 
初学阶段的习题课还是要贯彻”少而精”的原则.对一般的学生而言，能用 
合适的余项展开 Taylor 公式就已达到基本 要求. 这部分内容也是考研的复 
习重点.我们在两组参考题中为此提供了必要的素材. 

7,3.2 参考題 
第一组参考題 

1. 设有《个实数…，满足 

ai-y«2 + -*' + M^ 1 ^rr =0 - 

证明：方程 cos x 4- 02 cog3a? + … + cos(2n - l)x = 0 在区间 (0, j) 
中至少有一个根. 

2. 设 c / 0,证明：方程 re 5 +⑽ 4 +心 3 + c = 0至少有两个根不是实拫， 
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3. 设 a / 0,证明：方程;+ a 2n = {i + a) 2tl 只有一个实根 a: = 0. 

4. 设/在 [〜&] 上连续，在 (a, 6) 上可微，且满足条件 

/⑷ /(&) > 0, _ (牛) < 0， 

证明：对每个实数 t 在 K&) 内存 在点匕 使成立 f {0 - km ) = 0. 

n 

S ■设/ ㈤ =其中 n 为互异实数，〜…，〜不同时为 a 
证# /的€^个数小于 n . 

6 - ⑴设/在 10， lj 上可微，/{0) = 0, /㈨/ 0 Vx e (04), 证明：存在 
㈣，1)，使成立 

o m f(l - 0 

m 一 / { i-o ' 

⑺设/在 [ M] 上可微，/⑼二0, /⑷/ 0 G ( a ， b ), 证明：对每个 

a/0, 存在 （€(£i,b)， 使成立 


a 


m ra - o 


m ) m - o 


7 .设 / 在 [ a，6] 上连续，在 （a，6) 内可微,但不是线性函数， 证明： 存在 m e 
&), 使成立 

/'⑹ > > m - 

S - 设/在上二阶可舞/⑷二/⑻= 0,且在某点 c e (a，fc) 处有 /(c ) > 0, 
证明：存在使/〃⑹ <0. 

9. 利用例题 7.1.3 的方法(或其他方法）于以下问题： 

⑴设/在 [«,&] 三阶可微，且有/⑷= ria ) = m = 0, 证明： 对每个 
X ^ [«, &], 存在芒 e (a, &)，使成立 

no 


/⑷ 


3! 


(x — a) 2 (x — b ). 


(2) 设 / 在 [0 ，lj 上五阶可微，且有 /(1/3) = /(2/3) = /(I) = f(l) = 
/"(I) = 0, 证明： 对每个 a: e [0,扎存在 C £ (0, 1)，使成立 


/ ㈤ = 


') i X 


(x - l) 3 . 


(3) 设 / 在 h&l 上三阶可微, 证明： 存在€ e (o»&), 使成立 
m = f(a) + y(b- a)[f(a) + f(b)\ 
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⑷设/在[〜句上二阶可微， 证明： 对每个 c e 有$ e Kft ), 使成立 

1 , t(n _ / ⑷ . f(b) f(c) 

~ 2 J （ d - 力卞 (6- c )(6- a ) ( c - a )(^-6) * 

10 .设 0 < a < &， / 在 [0] 可微, 证明： 存在 e e K &), 使成立 


a — 


a b 

f(a) m 




11 .设 / 在区间 [ a ，& j 上连续，在 hA ) 上 n 次可微，设 a =灼< a <…< 
x n - b, 证明：存在6 e (a, 6), 使成立 


A = 


^0 ¥ 

t * » ■ 

, - * 

* * * 

^r 1 工 r 1 … ^r 


f {n ne 

n\ 


- 広 j). 

i>j 


/ W ) / ⑹… fM 


12 ■设 / 在 h + oo ) 上可微 ，且 lim f ( x ) = tx > ? 证明【 / 在 K +™) 上非一致 

； C—► + QO 

连续. 

13. 设/在 {0 : a ] 可微，又存在有限极限 liin (^),证明：/在 （ M ] 上一 

s— +0 十 

致连续甲 

14-设/在 [ a , + oo ) 可微，且 lim /⑷= 0,证明： lim = 0. 

方 一 + + 0G 3C—++O0 X 

is . 对分别满足以 t 两个条件的/,设已知/⑴=1，求 m - 

(1) xf(x) + f{x) = 0 V a: e R, 

(2) xf{x) — f(x) = 0 Vx > 0 - 

16 . 设 / 在 [0,2] 上二阶可微，且|/(邱< 1 ，|/〃⑷ K 1，证明： If ⑷ K 2. 

17. 证明： 若在例题 7.2.5 中的区间从 (0,+ oo ) 改为 (- oo ,+ oo ), 则可以得到更 
好的估计< V 2 M 0 M 2 . 

18. 设当 : r s [0^1 0 t 有 I/" ⑷ I S M . 又已知 / 在 (0 f a ) 中取到最大值. 证明: 
ir(0)| + !f(a)UMa. 


第二组畚考醣 

1■设/在 [〜&] 上可微，在 (a.b) 上二阶可微，证明：存在 S 6 {a t b ), 使成立 




(注意：这里没有假定 f^C[a t bl) 
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2. 设/在 R 上无限次可微，/ (+) = 计算/ ⑻ (0) Vfe e N +. 

3. 证明： 方程 ~ 2 x 2n ~ l + Sx 2ti ~ 2 - 2 ns + 2 n + 1 = 0 无实根. 

4 . 设 / 在 （- oo ，+ oo ) 上二阶可微，且有界, 证明： 存在《，使成立 /" ⑹= 0. 

5. 设/在 [ a , 6] 上可微，尸⑷=尸(&), 证明： 存在€ € («, b ), 使成立 

6 . 设 / 在 [ tai 上连续，在 K 6) 上可微，又有 c e ( a y b ) 使成立 f ( c ) = 0,证 
明：存在满足 


m = - 

7.设/在 K &1 上连续，在 （ a ， b ) 上可微, /( a ) = 0, /⑷ > 0, 证明： 对每个 
Ct > 0,存在 Xi , X 2 G ( a , b ), 使成立 

/(A) _ a f f M 
f(xi) ~ f(x 2 ) * 

&设/在 (- oo,+oc) 上二阶连续可微， | 八1,且有[/⑼! 2 十 [f(0)] 2 = 4, 
证明： 存在 t 使成立/⑹+ no = 0- 
9.设/在 (- oo, +00) 上二阶连续可微，且对所有€ R 成立 

/(X 十 M — / ⑷ = hf(x + y), 

证明： f ( x ) = ( M 2 + bx + c . 

10* { Schwarz 定理）定义广义二阶导数 


严 ㈤ =*+ 


f(x + 2h )- 2f { x ) + f { x - 2h ) 


若/ e CM 同时/[ 2 ]⑷在 (a,&) 上处处等于0, 证明： /为线性函数. 

11, {Gronwall-Bellman 不等式的微分形式）设/在 [0, +oo) 上可微，/(0) = 0, 
a 有正常数 c > 0,使成立 

1/(^)! ^ cj/( x)lVze [ a , + oo ), 


证明： /(4 e 0. 

12 .设 / 在 (-1,1) 上有各阶导且对每个 n > 0有 \ f ( n ) { x )\ ^ n ! | x |, 证明: 
f ( x ) = 0. 
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13. 设/在 (™ oo f +00) 上有任意阶导数，且存在常数 C ^ O , 使对所有 n 6 N + 
和 z G hoc , + cc ) 成立不等式 \ f ^( x )\^ C , 又有 /(1/ n ) = 0 Vn e N + 成 
立，证明：/⑷三 0- 

14. 设/在点邱有 n 阶导数， 证明： 


广知。)=鰓去 t- 1 广 *0。+ 叫 ■ 

fe=o \， 


15. 设/在 (-oo, +oo) 上 n 阶可微， 


M fc = sup {|/ f ^( x )| I x e (- oo , + oo )}, A : = 0,1, •■ - , n , 


证 明：若 M ), 私 为有限数 ，则 M U M 2 , … , M 〜 都是有限数. 
16.设/在[0, + oc ) 上 n 阶可微，且存在有限极限 

lim /( I )和 lim f n ) { x ), 

X ― I- + 0O I— 4+00 


证明： 对每个 fc = 1，2, …， n 成立/ ⑻⑻ = 0- 

17. ⑴设/在 (0 f + oo ) 上二阶可微， f fr ( x ) 有界，且存在有限极限 

证明 ： lim f ( x ) = 0. 

JC—»+oo 

( 2 ) 设 / 在 [ ft , +00) 可微，且存在有限极限 

( i ) 举例说明邮/ V ) = 0不一定 成立； 

( ii ) 证晛 若尸在 h + oo ) 上一致连续,则一定成立 fix ) = 0. 

18. 设/在 ( a , b ) 上任意阶可微，且对每个自然数 n 有 f (n) {^) > 0和|/卜)| < 
M ， 证明： 对每个 a ； e ( a , b),r >0, a ; + re ( o 1 &), 成立关于导数的估计式 


严 V ) < 


2 Mn ! 

^•Tl 


Vn S N +. 


19. (Bernstein 定理)设 / 在 ( a , b ) 上任意阶可微,且对每个 n 成立 /(")( 工）会 0, 
证明：对 每个; e 0 € (a, 6) 存在 r >0, 使得当 a: e [ x 0 - r, + r] C (〜&) 时， 


成立 


n 

f(x) = lim 

n—+oo ^ 


/ ㈦ ( 邱 ) 


{s -吻 产. 



第八章微分学的应用 

有了微分学中值定理和 Taylor 定理后，我们在函数研究方面就有了强有力 
的工具.木章将分专题介绍这些工具是如何应用的.虽然其中多数问题可能在过 
去已经遇到过，但只有在有了微分学的知识之后,我们才有条件来讨论解决这些 
问题的一般性方法. 

§8.1 节介绍求函数极限的两个主要方法 —— L ’ Hospital 法则和带 Peano 余 
项的 Taylor 公式 • §8.2 节是用导数判定函数的单调性. §8.3 节是用微分学方法 
求函数的极值和最值.在 §8.4 节中对于凸函数的基本性质作较全面的介绍. §8.5 
节的主题是用各种不同的方法证明不等式. §8.6 节为函数作图.沾.7节是以方程 
求根为中心的近似计算.最后一节为教学要点和两组参考题. 


§8.1 函数极限的计算 

8.1.1 L’Hospital 法则 

从数学分析一开始,极限计算就是一大难题.这种状况在有了 L ’ Hospital 法 
则后才可以说有了根本的改变.由丁这个法则将求不定式极限归之于简单的导数 
计算 ，而旦 （在条件满足时）可以连续使用,许多看似复杂的问题就可迎刃而解. 
关于 L ' Hospital 法则的叙述、证明以及应用时的注意事项等在数学分析的教科 
书中都有详细的介绍,其基本思想又与 §2.4 节完全相同,这里不再重复.因同样 
的理由，也不准备举很多常规性的例题和练习题. 

这里只强调指出一点，即虽然 [ Hospital 法则确实是计算极限的强有力工具， 
但毕竟“一花独放不是春”,初学者要学会将 I / HospiUl 法则的使用与其他工具相 
结合,这样才能有更好的效果.这里所说的其他工具包括在前面各章中已经介绍 
的多种方法,如等价量代换法、变量代换法、不定式因子的分离、各种恒等变换、 
有限增量公式等,也包括在下一小节将要介绍的带 Peano 余项的 Taylor 公式等. 
总之，若初学者在用 L ’ Hospital 法则时出现复杂的计算或甚至失败，原因往往不 
是 L ’ Ho 印 itai 法则不好，而是你对于它的认识有误.不要认为既然 L ’ Hospital 法 
则这样有力,那么其他（已绶学过的）方法都可以不要了- 

先看下面几个简单问题，它们在第四章中很难解决，现在用 L ’ Hospital 法则 
来做就成为容易的问题了（回顾那黾的例题 4.4.5). 但从下面又可看出，这里也 
需要与其他 X 具的结合. 

例题 8.1.1 计算极限 ㈣ ) S =; $ ， 
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解用 L ’ Hospital 法则可计算 如下: 




smx — x 


x 


3 


lim 

a :— 0 


COSO ： 


最后一步利用了已知的等价笑系 l-cosrr 

x — taaa; 


3a; 2 6 1 

- (a; — > 0). □ 


例题 8 . 1.2 计算极限 
解 1 不用其他工具，连用 3 次 ^Hospital 法则就可以解决问题: 


lii 






sec 2 x 


, — lira. 

3a: 2 卜 0 oi 

2 sec 2 x tan 2 1 + sec 4 a: 


-2 sec 2 1 tanx 


□ 


解 2 实际上用一次 L^ospital 法则就够了: 




x - tana: 


x 


3 


lim 


1 — sec 2 x 
~~ 3^ 


lim 

I —>0 


— tan 2 x 
~ 3^ 


1 

一 T. 


□ 


再举一个有多种解法的例子. 

1 — cos X 2 

例题8丄3计算 ㈣ ] 


smar 


解1 直接用 L^Hospital 法则三次,得到 


lim 


cos X 1 - 


lim 


2sinr 


a：—o x 6 sm x 工 —o 3x sm x + x cos x 


lii 

□：— 


Ax cos x 2 


icoax 2 - 8x 2 sin x 2 


— l^o (8 - a; 2 ) cos x — 7x sin a; 2 

解 2 实际上不需要微分学知识，用等价量代换即可解决: 


(3 — x 2 ) sin a : + 5 x cos x 

1 

□ 


, 1 - cos a? 2 

a A — 


2 sin 


lim 

SF—+0 


lim 

x^O 


~2" 


x 3 

n 2 


sm 


x m 


2 


x ‘ 


(士) 


2 


□ 


解 3 若利用当 x ^ 0时成立 cos ^ 2 = 1 - 




+ o (( a ^) 2 ) 和 smas 


X + o ( x ), 则就有 


11 m 


1 — cos x 2 


x 


lim 


+ o (3 t ： 4 ) 


lim 


x * 

飞 


+ o{a： 4 } 


x—g a; 3 sma: x~^o a? 3 (x + o(x)) ^-+0 + o(x i ) 


lim 

x -^0 


+ «( i ) 


+ o ⑴ 


n 
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下面是在 队 5 节计算数 e 时留下的问题，即证明公式 (2.15} 中的等价关系. 

例题 8.1.4 设心 = e — (1 + 丄)，计 算极限 lim 

\ 71 J n-yoo 

解根据第四章的 Heine 归结原理（即命题 4.2.3 ) f 只要计算函数极限 

丄 

e - (1 + 工 )7 


lim 

2：— 0+ 


X 


0 


这是 i 型的不定式问題.用 L'Hospital 法则，得到 


lim 

: E — ^0 + 


e - (1 + a：) 


/ 


x 


X 


lim 




l + x 


In (1 + x) 




x 


—e - lim 
cc—►o 


—e - lim 

sc—►O 


1 + 


lll(l + x) 


1 

X 

1 + a; 2 

1 + a: 


—e 


■ lim 


2x 

-1 e 


. □ 


1 ). 


2{l+x) 2 2 

注实际上本題的答案就是例题 7.2.4 中的函数/⑷的导数尸⑼（乘以 

用 L’Hospital 法则可以对带 Peano 余项的 Taylor 公式给出新证明- 
例题 8.1.5 用 L'Hospitai 法则证明：若/在点仰存在/ (n) (^), 则有 

f{x) - f{x 0 ) + - J?o) + ^ - ^n) 2 + 


2! 

+ ’(: 广 ) (r -xo) n + o((x- 邮广 ） Or 


吻）. 


证如在第七章的 (7.20) 那样引进余项 


/〃 W ) 


r n (x) = f(x) - [/(aro) + ( 邱 )( 工 - 邮 } + 2! 

/⑷(工 0 ) 


(x - xo) 2 + … 


+ 


( x - a ； 0 ) R ], 


它满足以下的 n +1 个条件： 

〜 ( 怎 0) = 0, ^ 0, ■ ■ ■ ， 1^")( 吻 ）= 0. 


(8.1) 
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只需要证明= 0,选是！型的不定式■用 L’to— 法则 如下: 


11 m 
a?— j-io 


r n (^) 

(x - x 0 } n 


=lim 

S—KCo 


4 ㈤ 

n(x - a ； o) n_1 


，- =lim 

ff—HO 


rjT ”( x ) 
n[ (x — ;eo) 


在以上的 n - 1 次应用 L'Hospital 法则中，利用了 (8.1) 中的前 n - 1个条件. 
从条件 ^{^) = 0 可见上面的最后一式仍然是 | 型的不定式.但这里不 

能再用 I/Ho Sp ital 法则.与命题 7.2.2, 中一样 t 从导数定义出发，即可利用条件 
r ^( x 0 )= 0 得到所要求证的结果. □ 


8.1.2 Taylor 公式与极限计算 

先介绍用 Taylor 公式对错误使用等价量代换法进行分析的一个例子 


例题 8-1.6 根据实际教学情况，在用 L’Hospital 法则计算例题 8.1.4 中的极 
限时 t 很多学生在最后一步不再用 L’Hospital 法则,而作以下 计算： 




X A 


=lim 

55—^0 


x - {1 + x)x 
(1 + x ) x ^ 



但正确答案却是 - 问题当然出在不恰当地使用了等价董代 换法. 因为根据 
4.4.3 小节，应当按照 （4.8) 或 （4.9) 的方式才能用等价量代换， 

用 Taylor 公式迸行分析就可一目了然，分子的两项可用 Taylor 公式写出 


为: 


—— —= x — X 2 + o(x 2 ) (a; ^ 0), 

1 + k 

In (1 + x) = a ： — ~ —x 2 + o(x 2 ) (a ： —v 0), 

可见这两项相减后， ^ 的一次项恰好对消，因此起作用的是在两个展开式中的 


项的系数.正确的计算为 




x 

\-\-x 


—ln{l + x ) 


lim 

a ;— ?0 


(a ： - x 2 ) ~(x- + o(x 2 ) 



由此可见，前面的错误原因在于用I替换 In(1 + 4时太粗植了，丢掉了在该问 
题中起关键作用的二次项. 

从 TUylor 公式的应用来看,问题是在每一个具体场合究竟应当写出多少项? 
当然这需要 尝试. 再以上面的分子为例.将 In(1 + a;) 写为 a：+ o(a;) (a; — 0), 这也 
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是 Taylor 公式,并没有错误.如果将第一项也 写为 : r + o ( x ), 就会发现仅仅写出 
一次项的系数是不够的. 

以上错误还说明，学生在刚学了 Tlaylar 公式后一般还不会在求函数极限时 
加以使用,在计算时仍停留在使用有限增量公式的知识水平上.解决这个问题的 
方法是实践和教师的引导. 

带有 Peano 余项的 Taylor 公式在求极限中有广泛的应用是不奇怪的，因为 
Peano 余项本身就是对于无穷小量的一个 刻画. 下面是应用 Taylor 公式求极限 
的第一个例子（为清楚起见用 exp [ t ] 表示 

例题 8.1.4 的解2用 Taylor 公式作下列 计算： 



可见 lim = 4. □ 

n—oo Z 

注例题 7.2.4 已经提供了本题的一种解法 t 实质上与此相同.此外，本章第 
一组参考题6又提供了另一 t 解法. 

在用 L’Hospital 法则时,如果逐次求导运算会使表达式变得很复杂，则往往 
不如用 l ^ ylor 公式或结合其他工具为好. 


例題 8.1.7 lim 


(COSiE) S 


解写出分子的 Maclauriii 公式 

1 - (cos $ 严 z = ；[ 一 〆 

=1 — [1 + sinx In cost + o(sin a; la coa a;)] 

=- sina; In cos a: + o(sin a; In cos x) (a: ^ 0), 
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就可以看出如下计算即可: 


x 


lim 

s— +0 


sin x In cos ^： 
a; 3 


bicosa: 


H 


lim 

a?—0 


時 + (— + + o (/))] 


: r 2 




lim 

X ― 


2 


+ o{x 3 ) + o{x 2 ) 


X 2 


1 „ 

- T ' D 


在下一个例题的几种解法中我们可以看到各种工具的结合使用. 

例睡 as 求极限 c _ . 

解1可以看出只要计算分子的 Madaurin 展开式直到 〆 项 即可： 

cos(sin x) —cosx — 1 —— 十 -^-( sma :) 4 - ft — ~- a ; 2 4 - + o ( t 5 ) 




X 




x l + + y x2 
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4 - o(x s ) 


x 


-x n 


-x 2 4 - o(x^) 


—x^ + o{x b ) (x 0) 
6 


□ 


解 2 在写出 cos(aina;) - cost 的展开式后,可以看出只要计算如下: 
cos(sin^) — cos x 


lim 

x^O 




lim - 
x^o 2 

2 x—*^c 


x 2 — sin 2 x 


x 4 

a: + sin 丨 a: - sin a: 


x x 3 6 

解 3 利用分子的特殊形式 t 应用 Lagrange 中值定理即可得到 
cos(sinar) — cos x = - siu^ (sina; — x), 

其中 《在: ^ 与 S in z 之间.因此就可以计算 如下： 

cos(sin ^) - cos a ： .. - sin 石 (sinar - 尤） 

lim - : - - = hm 


□ 




x— +0 


X H 


H (平)⑸(午 )=+. 


□ 


解4本题也可以用三角函数的和差化积公式来做，计算如下: 


cos(sm^) — cos x 
lim - 1 - *： - 

27-^0 x q 


iim — — * 

jc— +0 


2 sin 


sm x — x 


am 


gin x + x 


-2 lii 


1 / sinx — x 3 mx + x 


x 


lint 


smx — x 


x 6 6 

注意这里使用了多次等价量代换，使问题太大简化了. 口 



232 


第八幸徽分学的应用 


例趣 8.1.9 设函数/满足条件/(0) = 0,且存在/〃⑼,证明：函数 


咖）= 


( /(^) 


^ ^ 0 , 


U ⑼，^0 


的导函数 〆 在: T = 0连续，且 ^(0) - +/"(0). 

解这时/在 : r = 0 的某邻域内可微，因此当时可按定义求出 


( 8 - 2 ) 


余下只有一个问题，即证明 〆 ⑼=|广⑼且 lim ^( rr ) - ^(0). 

应用 7. X .2 小节的导数极限定理，只要证明：⑴众在^ = 0连续；⑺ 〆 在 
x -0 有极限，并求出此极限.（若不用导数极限定理，则需另行计算 y ( o ).) 

⑴从5的定义即可得到： 

= ’) :綱=作)= _■ 

⑺利用带 Feano 余项的 Maclaurin 公式 

f(x) = f F ( 0 )x + 去广 (0)/ + o{x 2 ) (x^O), 

f(x) = /(0) + /"( O ) a : + (文— 0)， 


将它们代入 (8*2), 就在 : r / 0 时有 




( f (0) + f F { 0 )x)x - (/'(()> + 4*/"(0); e 2 ) + 0 ( d ) 




2 


/ r / (0) + o ( l ) (x 0). 


因此存在极限 lim /⑷ = 去广⑼，再应用导数极限定理即得所要的 结论.口 

x — >0 i 

注1比较/和9的 Maclaurin 展开式 


f{x) = /’(0 )；C + 丄^^ 2 + °( x2 ) ( x -* °)' 
s(x) = 广 (o) + + ^ °)^ 

可以发现,后一个公式可以由前一个除以 Z 得到， 恰与 Z 一 0时的贞4的定义 
一致.但在证明 3(0) 二/'(0)和 〆 (0) = yr (0) 之前，当然不知道由这样的形式 
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运算得到的结果是否是 S 的 Maclaurin 展开式.因此可以汄为，本例题的意义就 
在于对这样的形式运算作出了严格证明. 


注2这个例题的结论可以推广.只要多次应用导数极限定理,就可以证晛 
若/⑼= 0,且存在 / ( n +1) (0), 则上述 0 ⑷的 n 阶导函数 〆 …在 a ： = 0连续，迀 
3 ⑷⑼二/(-+!)(0)/(71 + 1).(这将作为本章的第二组参考题 2.) 


注3应用上述推广,就可以为上一章的例题 7.2.3 和 7.2.4 中的计算提供理 
论根据 • 这里的结果可以简述为：如果/⑷满足/(0) = 0,又存在严 +1) (0)，则 


如下定义的函数: 


9 (^) = 


，/(^) 

^ 工 

lm 


， S ^ 0, 

a: = 0, 


在 a : = 0存在 3 fnJ ( 0 ) ? 且有 Maclaurin 展开式 


咖卜尸 ( 0 ) + r(0)x + + …+ + - 0 ). 


因此，形式上这个展开式可以从/的 Maclauhn 展开式除以^ 得到. 在例题 7.2.3 
和 7.2.4 中对于和 In (1 + a :) 就是这样做,但当时没有能够证明其合理性. 

下一个例题与例题 2.4.2 类似，但需要用到 Taylor 公式的知识才能解决 . 


例题 8.1.10 设邶 e (o, y ), x n = sin ^_ i , ii € N +1 证明： x T , 



证数列 { x n } 为严格单调减少数列，收敛于0 (请读者补充证明).以下用 
Stolz 定理计算： 



在其中用了 = Silllfi — 3；^ — + 0(3^) .口 


注在图上用蛛网工作法（见 2.6*2 小节 } 作出了数列的前几项.可以看 
出数列收敛于0 —定 很慢. 本题的结果对此作出了渐近的 刻画- 
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8. 令 /( x ) = lim n a 


*( X > 


n+1 


1 十 


i + 




n+X J \ n 
9. 设 A > 0, : En+i = In (1 十 : c n )， n e N +, 证明 ： lim n ； E rt = 2 ‘ 


，确定其定义域和 值域. 


♦ qsO 


10 . 设 a: 0 = lna，a > 0, ;c n = Zln(a — 叫 )， n 6 N +， 求 lim x n * 




§8.2 函数的单调性 

设函数 / e c (/)， 在 / 的内点处处可微，则有以下结论. 

1. /为区间/上的单调函数的充分必要条件是导函数不变号. 

2. /为区间 J 上的严格单调困数的充分必要条件是除了导函数不变号外， 
还在集合 { xei \ f ( x ) = o } 中不包含任何长度大于零的区间. 

证明的方法是用 Lagrange 中值定理.这在教科书中都有,不再重复. 

从数列极限和函数极限的学习开始,单调性就一直起着重要的 作用. 现在以 
导数为工具，给出了判定单调性的新的有效方法，可以说解决了函数研究中的一 
个基本问题.搞清了函数的不同单调区间，也就知道了函数图像的上升与下降， 
这对解决许多问题都是有帮助的. 


8.2.1 例题 


虽然函数的单调性与导数有如上所说的密切关系，但仅仅由一个点上的导数 
符号不能得出单调性.请将下一个例题与命题 7.1.1 联系起来考虑这个间题- 

例理 8.2.1 问： 由函数在一个点上的导数符号大于（小于 ） 0能杏推出函数 
在该点的一个充分小的邻域内为单调？ 

解答案是不能.举例如下:令 

( X + 2 a : 2 sin — , x / 0, 


(0, x = 0. 

则易求出 f ⑼=1 > 0. 又可以求出当 x 參0 时的导函数表达式为: 

fix) =； 1 + 4xsin— ——2 cos 丄 ‘ 
v x x 


取 z 


n 7 t 


则有 



= 1-2(— 1广 
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只要观察《是否单调即可判定其符号.计算得到 


u'{x ) = 


a + (2a - l)x 
x 2 (l + x) 2 


可见当 a > +和 i > 0时有 u ^ x ) > 0,因此 u 为严格单调增加函数 t 所以当 

1 1 
IE > 0时 < 0成立.这保证了 /在 X > 0时严格单调减少.当 a < y 时，则 

至少在; E 充分大0、丨 〆 ⑷ < 0,所以有 U (： T ) > 0. 这_保证了 /在: T 充分大时严格 

单调增加. 口 

将单调性分析与连续函数的零点存在定理相结合，就可以确定方程的根的个 
数.以下是在一维动力系统的研究中出现的一个代数方程. 


例級 8.2.4 证明： 对每个自然数 n , 方程#+ 2 - 2, - 1 = 0只有唯一正根. 

证记方程左边的表达式为/(4从/(\/2) = -1 和 /(+ oo ) = +00可见方 
程有大于^的正根.为了知道/的单调性，求导后得到 

f[x) = (n + 2)^ n+1 - 2nx n ~ 1 -(n + Q# -1 (x 2 _ - 

因此函数 / 在点 



的导数为0.函数/在区间 [0 j 上严格单调减少,而在区间[匕+00)上严格单调 
增加.又从/(0) = -1，就知道/⑷= 0除了上述大于 W 的一个正根外没有其 
他 正根- □ 


例题 8.2,5 设 a > 0,确定方程 f ( x ) = ax -\ nx ^0 恰有两个正根的条件. 

解从 f f ( x ) = a - l / x 可见在 （( U - 1 ] 上/严格单调减少,而在 [ a - l ,+ oo ) 

上/严格单调增加.又由于 

, 、 / In \ 

/(0+) = +oo, /(+oo) = lim x fa -- 1 = +oo, 

可见方程 /( 功= 0有两个正根的条件是 



由此可以确定 a 应当满足条件 a <+ .口 
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8.2.2 练习題 

L 问:单调函数若可微，则其导函数是否也单调？反之又如何？请举例说明. 

2. 证明： 函数 (1 十去)在区间 （ -00’ - l } 和 （ 0, +00) 上单调增加 ■ 

3•设/在 [0，+ oo ) 上可微，/⑼= 0且 f 严格单调增加，证晛^■在 
(0, +00) 上也严格单调增加. 

4. 设在 [0， a ] 上连续，在 (0, a ) 上可微，/⑼=抑）二0,尸 ,〆 > 0,证晛 
如果 fig ' 单调增加，则也单调增加. 

5. 设/在区间 [ a , + oo ) 上二阶可微,并且满足条件:⑴/⑷ > 0; (2) f ( a ) < 0； 
(3) 在 a ： > a 时 r ( x ) < 0, 证明： /⑷在 K + w ) 内有且只有一个实根. 

6. 设/ € (7[ a ， + 00 )， 且当 ; c > a 时成立 f ( x ) > k > 0,其中 k 为常数， 证明: 

若/⑷ < 0,则于区间 Ka - f ( a )/ k ) 内方程/ ㈤ = 0有且只有一个实根 ■ 

x 2 

7. 设 a > 0,证晛方程 a # = 1 + $+ 只有一个实根. 

8. 证明： 方程/(4= ■一 1)1 ht -1 h 2 十 hi ( l + P ) 二0在开区间（0，1)内 
只有一个实根. 


§ 8.3 函数的极值与最值 

关于极值与最值的基本事实如下： 

1. 根据定义，极值点必须是函数的定义域中的内点.这就是说，极值点必须有 
一 个邻域在函数的定义域中. 

2 . 若函数 / 在点抑两侧（邻近)均为单调，且具有相反的单调性，则和为极 
值点. 

3. 根据 Fermat 定理，函数的极值点或是函数的不可导点（包括不连续点)，或 
是函数的导数等于零的点. 

4. 若函数/在点处二阶可微， f f ( x 0 ) = 0, /〃(吻）# 0, 则吗 一定是极值 
点.此时，若/〃(吻 ） > 0, 则: r D 是极小值点,而若 /" (吻）< 0,则吻是极大 
值点. 

5. 若函数/在点吻 处为 n 阶可微 ， f ( x 0 ) - /〃( 邱）=…= /^( xo ) =0, 
但 f ( n ) M ^0 } 则有以下结论（证明见例题 8.3.1)： 

(1) 若 n 为奇数，则卻一定不是极值点， 
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⑶若 n 为偶数，则知一定是/的极值点■若 / (n) (勒） > 0,则句是极小 
值点;若 广 \吻）< 0,则邱是极大值点. 

6. 以上 2 f 4,5 三项所列出的条件都是充分而非必要的条件.目前还不知道函 
数在某个点达到极值的充分必要条件是什么. 

7. 若函数/在点吻有任意阶的导数,而且所有这些导数值都等于0,则函数 
仍然可能在点邱处达到或不达到极值.前者的例子见例题 6-2.4 ,其中的 
函数在点$ = 0的任意阶导数为0,又在该点取到极小值.后者的例子可以 
从例题 6.2.4 中的函数经适当改造后得到（留作思考顯). 

8. 若函数在内点达到最值，则同时也达到极值. 


9. 在闭区间或半闭半开区间上定义的函数的最值点位置只有两种可能：⑴端 
点， （2) 极值点.这是寻找函数最值点的基本原则， 

8.3.1 例题 

例題 8.3.1 若函数/在点即处 n 阶可微,且满足条件 

f\x 0 ) - /" ( 抑 )=…= 严 _ 1} (邮 ) = 0, /(")(x 0 ) 〆0， 

则有结论：⑴若 n 为奇数，则吻一定不是/的极 值点； （ 2 )若 n 为偶数,则当 
/ w (^ o ) > 0(< 0) 时，抑是函数/的极小值点（极大值点). 

证这时/在帥的 Taylor 公式为 

f{x) = /(xo) 4-去 / (fl )(a；o)0K _ 工 o) n 十 — x 0 ) n ) (x -+ t 0 ). 

将它改写成 

f ( x )~ f ( x 0 ) - i [/ ⑷ W + o ( l )] [x - x 0 ) n (x ^ x Q ), (8,3) 

由于 / w (^ o )/0, 则存在 J > 0> 当 a : e Os { x 0 ) 公式 (8.3) 右边的方括号中的 

表达式的符号完全由 f { n } { xo ) 确定. 

若? I 为奇数，则可以从 ( S .3) 看出当 z e (抑 - S , x 0 ) 和 ; r e (吻 ，抑+ 时， 
f (^)~ f ( x 0 ) 异号，因此列一定不是极值点. 

若 n 为偶数，则公式 （8.3) 表明，当 a : e O 5 {x 0 ) - {xo} U, /(^} - /( 抑）与 n 
阶导数 /(")( 恥）的符号一致.因此当/⑷(砷）> 0时，韌是/的极小 值点. 反之， 
若 /W (吻） < 0,则抑是/的极大 值点. □ 

注 n = 1时这就是 Fermat 定理（即命题 7.1.2), 即从/'(邱）# 0可推出抑 
不是/的极值点.上述证明就是那里的证 2. 
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例親 8.3*2 证明： ；c = 0是 f ( x ) ^ e x + e- x + 2 cost 的极小值点. 

证计算得到 f (0) - /〃⑼= (0) - 0, /( 4 )(0)二 4. 用上一命题的结论可 
见 ; r = 0是 / Or ) 的极小值点. □ 

现在可以解决在说.5节中引进数 e 时所提出的一个 问题： 

例題 8,3.3 已知正数 a ， 把它分成若干部分，如果要求各部分的衆积选到最 
大， 应诙怎样分法？ 

解设将 a 分成 n 份，然后相乘.由平均值定理知道，若给定 n , 则应将 a 分 
成为相等的《份最为有利.这时所得到的乘积为 



问题是如何取 n 才能使这个乘积最大. 

令 S = 土，则上述乘积为卜+广因此所提的问题和求函数 
n 

丄 

f ( x ) — a ： T ,x > 0, (8.4) 

的最大值有密切关系. 

求/⑷的导数，得到 

f (^) =/($) ■去 ( l - lnx ). 

\ Jir J J-* 

可见导函数 fix ) 只有一个零点 从导 
函数的表达式可见，在 (0, e ) 上/严格单调增 
加，而在 （ e ，+ oo ) 上/严格单调 减少. 因此 
^ = e 是函数/的最大值点（见图8專 

由于在一开始时令 n a / n ， 所以荽求 a / z 为正整数.如果 a / e 不是正整数， 
则应当取 n 为多少？ 

若0 < a < e ， 则可以看出 n = 1. 也就是说不分比分好.若 d / e 史 N + 且 
a > e , 则总可以找到一个自然数 n ， 使得 

a a 

- -<e < — ■ 

n + 1 n 

然后比较/ (^~)和/ (吾)的大小，决定将 A 分成打 份还是打+1份. □ 
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注1另一个与此相关的问题是，若 a e N +, 且要求所分成的每一份都是正 
整数，则应当如何分才能使乘积最大？ 

这个问题的答案是:首先每一份应当不是2就是3,也就是说与数 e 尽可能 
接近.一旦知道这个结论后，可以用数学归纳法来证明它，并不需要上述微分学 
的知识.然后，由于2 + 2 + 2 = 3 + 3,但< 3 2 ,因此在将自然数 a 分成若干个 
2与3之和时，2最多出现两次.这样就将分法完全确定下来，并保证乘积最大. 

最后将分法小结如下:设 a € N +. ⑴若 a 是3的倍数,则每一份为3; (2) 
若1 (mod 3), 则取两份2,其余均为3;⑶若 (mod 3), 则取一份 2 ,其 
余均为 3. 

注2在 （8.4) 中的函数的最大值也可以从不等式 

e w > 1十缸 

得到，其中仅当^ = 0时成立等号.这从带 Lagrange 余项的 Taylor 公式（其中 
0 < ^ < 1 ) 

e w = 1 + u H - - ^ X + u 

就可以得到.然后令 

X — e 

u =- 

代入,略加整理,即可得到不等式 i ^ 

当且仅当 z = e 时成立等号. 


例题 8.3.4 问: 能通过图 8.4 的直角河道的最长船身是多少? 


解 在图上我们看到宽度为 a 和6 
的河道成直角相接.现在设想将船简化 
为一个直线段.在图上经过河岸的突出 
角作出一条斜线段.以图示的角为 
这个线段位置的参数，0 < 0 < + TC . 可 
以看出,能通过直角河道的船身长度在 
任何情况都不会超出这个线段的长度 
1(0). 由于这对每个#成立，因此能通 
过这个河道的最长船身不会超过 



min 

Q<6<-^ 

另一方面,可以看出，在用一个直线段来表示船时，只要船身不超过这个最小 


值，船就能够通过这个直角河道.所以求最大船长的问题就转变成为求函数 K 内 
的最小值问题,这里自变量沒的定义域是(0, y )- 
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容易写出函数〗 ( W 的表 达式： 

f( 沒 ） = asec0 + 6csc0,O<^< 

求导得到 


印）= 


asintf 
cos 2 9 


bco&B 1 

sin 2 $ sin 2 沒 cos 2 8 


(a sin 3 9 — bcos 3 0). 


由于当沒从 0 变到时最后一个因子 asm " 6 - bco ^ e 的值从一&到 a 严格 
单调增加，因此;切)存在唯一的零点 




= axctan 


A 


从 GW 的符号变化可见％是函数〗(0)的最小值点. 
最后计算 出狀） 的最小值 

胸 = ( a + +&+) +， 


这就是能通过所示直角河道的最大船身长度.由于我们无法考虑各种船的具体 
形状，而是将船简化为一个直线段,因此所求出的数值只有参考价值.但是过个 
值肯定是能通过的船身长度的一个上界. □ 

8,3.2 练习题 

l 设/ e C(i), I 为区间,证明：若吻 e J 是/的唯一极值点，则邱一定是最 
值点; 又若抑是极小值点（极大值点),则它也是/的唯一最小值点（唯一 
最大值点). 

2. 求出方程#+辦+ 9 = 0有三个不同实根的充分必要条件. 

3. 求出方程 j+JXT + g = 0 有三个不同实根的充分必要条件. 

4. 证明： / ㈤ = a 2 e ^ + ( a , b > 0} 存在与入无关的极小值. 

5 ‘ V = 若$数，会有极值‘ 

6. 比较（一^和的大小 ■ 

7. 考虑下列几何极值问题（能用初等方法做就不一定用微分学工 具)： 

⑴在面积为定值的三角形中，什么三角形的周长最小？ 

(2) 在周长为定值的三角形中,什么三角形的面积最大？ 

(3) 在椭圆| + | = 1的边长平行坐标轴的内接矩形中,面积最大的 
矩形的长和宽为多少？ 
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2 2 

⑷在椭圆 | = 1 札 边平行于坐标轴的内接矩形中，周校最大的 

矩形的校和宽为多少？ 

s - 考虑给定边界值的二阶线性非齐次微分方程 

v" + p{x)y' + q(x)y ^ /'(a：), a< x <b, y(a) = A, y{b) = B : 

其中 P . q . r 是给定的函数，匁和 B 是给定的数 t 又设咖） <OVxe K&), 
证明： 如果这个微分方程在闭区间 [ a , 6] 上存在解，则必唯一. 

注前面与极值问题有关的材料还有 5.3.3 小节的题9, 5.5.2 小节的题5和 
第五章第二组参考题16 18. 


§8.4 函数的凸性 

凸函数是有广泛应用的一类重要函数.它与凸集的研究一起已形成为一个 
专门的方向——凸分析.有关凸函数的试题经常在考研试卷中出现，有时在高考 
试卷中也会出现.本节将介绍凸函数的基本事实.关于用凸函数为工具来证明不 
等式则将在下一节的 8-5.2 小节内介绍.与积分有关的凸函 数性质 见第十一章中 
的 1 L 2.1 小节“凸函数不等式”和部分参考题. 

8.4.1 基本命题 

定义设函数/ 在因间 /上定义.若对每一对点 XX, e /, X ! ^ ^ 2 ,和每 
个 le ( o ， i ), 成立不等式 

/(^i + (1 - 人)別）< 人/(怎1) + (1 - X ) f ( x 2), (8.5) 

则称/为区间/上的下凸 函数. 又若在 （8.5) 中成立严格不等号，则称/为区间 
I 上的严 格下凸函数. 若函数_/为下凸函数（严格下凸函数)，则称/为 上凸函 
数（严格上凸函 數).下凸函数和上凸函数统 称为凸函数. 

注请读者注意：下凸函数和上凸函数的名称在我国的数学分析教学中使 
用已久，它们与向下凸和向上凸的直观说法一致，方便 易记; 但也有很多教科书 
和其他文献使用凸函数和凹函数的名称，因为下凸函数和上凸函数在英语中分 
另 f J 为 convex function 和 concave function . 

凸函数的定义有明显的几何意义.在图 8.5 中我们看到下凸条件 (8.5) 表明， 
连接函数图像1/ = 上任意两点的直线段应当在相应的曲线段的上方.在下 
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一个命题中我们将对条件 （8.5) 作进一步的发掘,从而得到更多的等价条件，这 
在研究凸函数时非常有用. 


命题 8.4.1 函数/在区间/上为下凸的充分必要条件是对于区间 J 中的任 


意三点 a <巧 < 成立不等式 

/(Z2) — /(^l) < /㈣- f{^l) < /(❿） - / ㈤ 

X2 - Xj ^ X 3 - Xi ^ X3 - X2 


( 8 . 6 ) 


又如在不等式中的不等号％”都改为严格的不等号“<”，则就是严格下凸的充分 
必要条件. 


分析在证明之前先分析条件 (8.6) 的意义. 



如图 8.5 所示，将坐标平面上的三个点 
( a ； i ,/( a ： i )), { x 2 J ( x 2 )), { x 3 J { x ^)) 记为点4 
B , C , 又用表示直线 
段 AB , BC , AC 的斜率，则可以将条件 (8.6) 
改写为 


k ( XB ) < k ( AC ) < k ( BC ). (8.7) 
但这个条件实际上含有三个不 等式： 


图 8.5 


k ( AB ) ^ k ( AC ) : k ( AB ) ^ k ( BC) t 
k { AC ) ^ k ( BC ). 


( 8 * 8 ) 


利用行列式计算容易得到下列 等式: 


1 1 1 

X 2 — Xi — Xi 

rT 'I fT i fT 'I /(^2)~/(^i) 

/( 工 1) /(工2) /( 工 3) 

I 

X2 — 工 1 Xs - X2 

/(〜) - /( 工 1) /( 工 3) - /( 幻） 

X 3 — X\ X 3 — X 2 

/( 工 3)-/(3 ： 1) /(❽)-/㈣ 

由于三个二阶行列式非负的条件恰好分别对应了 (8.8) 中的三个不等式，因此这 
三个不等式相互等价 ® . 这样在下面命题 8.4.1 的证明中只需要证明下凸函数 
的定义和这三个不等式中的某一个等价即可- 


© 用向量代数中的外积和混合积可对以上四个行列式非负的条件给出几何解释.这里从略. 
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命埋 8.4.1 的证明 （只写出下凸函数的证明，关于严格下凸函数的证明从 
略 -) 由给定的 n < A <以可以汁算出 

义 _ _ 尤 2 

X 3 -Xi 


它满足条件 0<X<1 和等式 

x 2 = Xa；i + (1 - X)xs- 
先证必要性.由于/下凸，有 

f {^ 2 ) ^ 夂/(工 1) + (1 - >■)/( 怎 3). 

将X的表达式代入，再加整理，就得到 

(工3 - 工 1) [/(A) — ^ {^2 -工 1)[/(抑）- 

这就是 k ( AC ). 

再诬充分性.任取一个不等式,例如 k ( AB )^ k ( AC ), 就可以改写为 

f ( Xx ! + (1 - 九)0：3) < 入/(怎1) + (1 - 入)八工3). 

由于^1 < ^2 < 同时它们又是区间/中的任意三点，因此就证明了 /在 J 上 

为下凸函数.口 

命® 8.4.2 开区间上的凸函数必是连续函数. 

分析先作几何观察.不妨只讨论下凸函数.设/为开区间/上的下凸函数, 
点吻 e /. 如图 8 .6所示，在开区间/中于邛两侧取 A <邶 < 叫记坐标平面 
上的点 （A，/(a；i)) t (a：ci,/(：tQ)),(；E2，/(Z 2)) 为 C . 先从几何上分析如何可以 
证明/于点邱右连续. 



图 S -6 


取邛< a: < “，并在图 8.6 上 
标出三个点 aAc } 它们分别是在坐 
标平面上过点（工 ,0) 而平行于 y 轴 
的直线与直线段曲线 W = /㈦ 
和直线段^的延长线的交点.容 
易看出，在; r — 4时，点 a 和 c 沿 
直线趋于点氐若能证明点 b 确实 
在 a, c 之间,则钲明就完成了.以下 
即是将这些几何上的观察翻译成分 
析语言. 


证 对邱 < z n 和$1， a：Q t $分别应用命题 S.4.1, 就得到 


k(Bc) ^ k(Bb) < k{Ba). 


(8.9) 
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由于办< A 不等式 ( S .9) 等价于在 A &， c 三点的纵坐标之间的下列序 关系: 


X — Xq 
Xq — Xi 


UM - /Ui)] + f{x G ) ^ f(x) ^ -^^Lf{ Xo ) + 

工 2 —工 0 ^2 ^0 


令叫+，用夹逼定理，就得到 


lim f { x ) = f ( x 0 ). 

a; 一 

关于 / 在点抑为左连续的证明完全类似，从略. 口 

注若凸函数的定义域不是开区间，则在端点处可以不连续.例如 


/⑷ 


1， j ; = 0,1， 

0， 0 < x <1 


在闭区间[0，1]上是下凸函数，但在端点处不连续. 


命题 8-4,3 若/为开区间/上的下凸函数，贝 IJ 

(1) / 处处存在有限的两个单侧导数，而且成立不等式 f -{ x ) ^ f + ( x ), x € J ; 

(2) 对任何 x,y ^ I 7 x < y , 成立不等式 f f _{ x ) ^ f + { x ) < f _{ y ) ^ 由 

此知道广和 A 均为单调增加函数. 

证只要利用不等式 (8.6) 和图8.5, 8.6 就够了. 

(1) 利用 （8.8) 中_一个不等式 t 在图 8.6 上有 _)< k ( BC ), 而且可以 
看出当 x — 4时， _) 单调减少，同时又以 k ( B ~ c ) 为下界,因此一定有极限. 
这就证明了 /； W ) 存在.类似地可以证明 f - M 的存在性- 

(2) 观察图8.5,利用 (8.6), 再分别令心— 碎和: r 2 — 由于在⑴已经 
证明了两个单侧导数的存在性，因此就得到^ k ( W )^ / i (吻).将^，: c 3 
改记为即可. □ 

注由于命题 8.4.3 的证明不需要用命题 8.4.2 的结论，因此很多文献中将后 
者作为前者的推论得到，即从两个单侧导数存在推出连续.从命题 8.4.2 的证明 
可见，直接证明连续性也是容易的. 


命题 8.4.4 ^ f 在区间 J 上可微，则 

(1} /在/上为下凸函数的充分必要条件是 f 在 I 上为单调增加函数， 

(2) /在/上为严格下凸函数的充分必要条件是尸在/上严格单调增加. 

证先给出 （1) 的充分性部分的证明.利用命题 8-4.1 和它的注解，可见只需 
要证明 k ( AB )^ k ( BC ). 
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设尸 在区间/上单调增加.取$1，^2 e / ji < x 2) Xe (0, l ). 引入 

JJJl — Xxi + (1 — X ) X 2^ 

写出我们所关心的差值 

fM - - (1 - >-)/(^)=- fM ] +a -wm - /mi 

并对两个方括号中的表达式分别用 Lagrange 中值定理，就有 

Ci e ( xi , xO , 6 € ( m )， 

使得 

f(x\) - f{xi) = -Xi} = /(6)(1 - 人 )($2 H )， 

fM_ f(x 2 ) = - X2) - - ^2) - 

由于^ < 利用 条件尸 为单调增加，因此有 

mw ⑹. 


这样就得到 

f{xx) - - (1 - k)f(X2) = 入 /’ ⑸ ( 取 -^1) + (! - 入 )(A - 工 2) 

= X ( 1 - X )( x 2 - X 1 )[ f { i 1 )- /' ⑹ K 0. (8.10) 

(1) 的必要性部分可由命题8. 4 . 3 之⑺得出. 

关于 （2) 的证明只概述如下：充分性部分可从上面看出，由于尸严格单调增 
加,因此从6 < C 2 得到尸(心）< f (6), 这保证了不等式 （8.10) 成立严格不等号. 
又若尸 单调增加但不是严格单调，则在区间 J 上存在点 A < %使得 /' ㈨ 在 
子区间 [ x ^ x 2 ] 上为常值函数，从而/在区间 [^1^2] 上是线性函数，而不可能是 
严格下凸函数.这祥就完成了必要性的证明. 口 

命® 8.4,5 若/是区间 J 上的可微下凸函数，则经过点 fM ) ( x 0 6 /) 
的切线一定在曲线?/ = /⑷的下方，即成立不等式 

/( a ：) > /(工。）十 /'(吻)( 0 ； - xo ) Vi € /. 

又若/严格下凸，则上述不等式成立等号的充分必要条件是 z =抑. 

证 将上述不等式的右边移项到左边，然后用 Lagrange 中值定理，就有 

f ( x ) - J ( xq ) - /’( a ： o )( 工 一 io ) = (/' ⑹一广(工 0))0 — 吻)， 

其中 e e (^0,^). 用命题 8.4.4 可见上式非负，而在/为严格下凸时， f 为严格单 
调,因此仅当 a : = ^ o 时为 0. □ 


命睡 8.4.6 设函数/于区间/上二阶可微，则 
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(1) /在2上为下凸函数的充分必要条件是在^上处处有 f ， r { x ) ^ 0, 

(2) /在 J 上为严格下凸函数的充分必要条件是在/上处处有 f \ x ) > 0,而 
R 在任一正松度的子区间上厂 ㈨ 不恒等于零. 

这个命题可以从上一个命题 8.4.4 的结论直接 得出， 但也可以证明如下. 

证（只证明⑴.） 

先证必要性.对区间的内点 x , 取 /I > 0充分小 f 就可以由下凸性推出不等式 

/0) < [/( 冚 - M + /0 + 打)]. 


这保证了下列极限非负， 

lim /(m 喂 = r ⑷. 

h — 1 ^0 ft 

对端点可由 Darboux 定理推出. 

再证充分性.重复命题 8.4.4 证明的充分性部分，对心 < 心和0 < ?1 < 1有 

/(^1 十 （1 〜入拉2) — - (1 - 入)/(工2)= 入(1 - X )( X2 - Zl) Wl) — /’(6)]， 

其中 3 ：i < < ^2 < x 2 . 再 对/用 Lagrange 中值定理,存在0 e (^1,6)： 使得 

/ 如 1 + (1 - X)X 2 ) - >1/(^0 -(1- 入 )/( 化） = 人 (1 - X){X 2 - XI )(6 - 《 2) 广 0?) d 

这里利用了心<&和 /" ⑻ a 

命题 8.4*7 (下凸函数的 Jensen 不等式）如/为区间/上的二阶可微下凸 
函数，则对任何工1, 办 …， A e J 与满足条件入 i + h + … +Xn = 1的 n 个正 
数人:，、，…，；^成立不等式 

+ ?^/( a ：2) + …+ " KxfiXn ) ^ /( 义 1工1 + ^2 + …+ (8- H ) 


又若 f 严格下凸，则上述不等式成立等号的充分必要条件是 


it = j ：2 = * ■ * — 工 ti . (8.12) 

证记无=+ X2X2 + ■ ■ ■ + XnX n (即数3：1，工2,…，疋 n 的力 P 权平均值)，并 
写出/(^) (* = 1,2, ■• - , n ) 在点至的带 Lagrange 余项的 Tsiylor 公式 

f{xi) = f{x) + fixjixi -x) + = 1 ， 2, … ， n. 

将这"个公式分别乘以 H 后相加，利用条件 h +^ + -- + K^l 
和二阶导数非负,就得到 Jensen 不 等式： 
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〜 /( 巧 )+^/(^)+…+ Kf{x n ) > m) + r(x)(x — 旬 =/㈤ ， 

以下讨论当/严格下凸时，在 Jensen 不等式中成立等号的条件. 

若在上述不等式中成立等号，则由于每个\ > 0 (i = I , 2 ,…， n )， 从以上证 
明过程可以看出只能是对每个 t = 1, 2 ,… W 成立 

f{x,) ^ f(x) + /’㈤ Oi - 亍 ). 

用命题 8.4.5, 可见只能有 A =瓦 

反之是明 显的. 若条件 (8.12) 成立,则对每个 i = 1，2, . 有〜二 心因此 
在上面的不等式中成立等号. 口 

注 命题中的二阶可微条件并非必要（作为下面的练习题 1). 但从应用来 
看，用二阶导数来检验凸性较力方便.这在 8-5-2 小节中有很多例题可供参考‘ 

以下是一个与凸性密切相关的概念，它在许多方面有应用. 

定义 称曲线1/ = /(4上的点 (^ o ,/(^ o )) 为拐点 （或 变曲点)， 如果在诙点 
两侧邻近的曲线具有不同的凸性. 

关于拐点的基本命题见下面练习题的最后几个题. 


8.4.2 练习题 

X . 在不假定函数/可微的条件下，证明 Jensen 不等式 (8.11) 仍然成立， 

2. 设/是区间上的上凸函数，且/(工）>0,证明：函数1//是区囘 （ a ,&) 
上的下凸函数.又问:若在上题中将/的上凸条件改为下凸，则有何结论？ 

(本题的变型是对/加上一阶可微或二阶可微条件 -) 

3. 设是 （ a ，6) 上的下凸函数，证明： max {/( a ：),^ r )} 也是(％6)上的下凸 
函数. 

I 设/和 S 均为区间/上的单调增加非负下凸函数，证明/ ■ 3为区间 J 上 
的下凸函数. 

5. 设/在区间 J 上为下凸函数,证明：厂 ㈦ =也是下凸函数 ■ 

6. 设/和为 （- oo ，+ oo ) 上的下凸函数，问：复合函数是否一定是 
(- oo ,+ oo ) 上的下凸函数？ 

7. 设/为 (- oo ,+ oo ) 上的下凸函数，证明：或者/为单调函数，或者存在点 
c , 使得/在 {- oo , c } 上单调减少，而在 [ c ,+ oo ) 上单调增加. 

8. 设/在 (- oo ,+ oo ) 上有界 f 且 r ( x ) > 0, 证明： /只能是常值函数. 

9. 设/在 ( a , b ) 上 n 阶可微 （n > 2)， f ^( x ) > 0,又有吻 e Kfc }, 使对于 
fc = 1,2 ,…， n — 1 成立 / w ( a = o ) = 0,证明： 

(1) n 为奇数时,/在 ( a . b ) 上严格单调增加； 
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(2) rt 为偶数时,/在 K &) 上严格下凸. 


10- 设 / 在开区间 ( c ， d ) 上为下凸函数，则 / 一 定满足内闭的 LipsdiiU 条件.（这 
就是说对每个有界闭区间 ㈨ C ( c , rf ), 存在 M > 0,对所有 x u x 2 €[ a,bl 
成立 \ f ( xi ) - /( a ； 2 )| < M \ x-i - X 2\-) 

11. 证明： /在开区间/上为下凸函数的充分必要条件是对每个 c e 厂存在 a , 
使得在区间 ^ 上成立不等式/⑷9 + - c ) + /( c )- 

12. 设/在 [ a , + oo ) 上为下凸函数， 证明 ： lim —定有意义. 

r 一 +oo x 

13. 设/在 （_ oo ,+ oo ) 上为下凸函数,又有证明：/是常值 

函数. X_+ M 

14. 设/是 [ a ， b ] 上的凸函数，如果有 c € ( a , b ) 使得/⑷= /( c ) = /(6), 证明: 
/ ⑷是卜&]上的常值函数. 

15. 设 a < 6 < c <毛证明：若/在 [ Ac ] 和 [&, 岣上是下凸函数，则/也是 k 岣 
上的下凸函数. 

16. 证明： 不存在三次或三次以上的奇次多项式为 (- oo ,+ oo ) 上的凸函数 ■ 

17. 设/在区间 ( a , b ) 上二阶可微 ； 保号， 证明： 对该区间内的任何两点 
a < X !< x 2 <b 用 Lagrange 中值定理得到 /卜 1 ) 一 /(工 2 ) : f (0 (^i -^ 2 ) 
时，其中的中值 （e ( x u x 2 ) 总是唯一的. 

18. 若曲线 y = / ㈤ 以（吻， /( 利 )） 为拐点，且存在/〃(邱)，证明： f r M - 0. 

19 . 问: 若已知有 / 〃(邱 ） = 0,则点 (x Q J(x 0 )) 是否一定是曲线 V = /⑷的拐 
点？ 

20. 设/在点: r 0 处 n (n > 2) 阶可微，且满足条件/"(邮）=…= f ^ K ^) = 
0,但^ 0,请参考命题 8.3.1 写出点 ( x 0 ,/( x 0 )) 是拐点的充分必要 
条件并作出证明. 


§8.5 不等式 

不等式在数学中十分重要,内容极为丰富.在本节中我们用导数为工具来证 
明一些不等式.其中用凸函数为工具的例题则在 8 .5. 2 小节中作专门介绍.与积 
分有关的不等式见 § u . 2 节.这方面的部分参考书为[ 2 , 22 ,邪， a , 59 , eo ]. 

8,5.1 例题 


第一个例题是用 Lagranger 中值定理证明不等式的典型例子•在图 8.7 中显 
示了不等式的几何意义- 
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例躔 8.5.1 证明： 在> -1 ， z 一 0时，成立不等式 


x 


1 + a 


< ln(l + a ;) < x . 


证 记/⑷ = 111(1 + ^ 从中值定理得到 


ln{l + jj) = /(a:) - /(0) 


x 


0 < 0 < 1 . 


1 +知 

对 t >0 和 - l < a ;<0 分别讨论就可以得到 

X X 


< 


< X. 


□ 


+ x 1 + Ox 
注回顾第二章中的不等式 （2.16), 即 





图 8.7 


n 


可以看到它只是本例题在工= 1/ n 时的特例.当时的不等式 （2.16) 来自于对数 
e 的研究，在那里只用了一个工具——平均值不等式 • 

Cauchy 中值定理在证明不等式中也有应用 * 

例题 8.5.2 证明： 对0 < a < 6 < 成立不等式 

S 111& 


sina 

a 


> 


证这等价于证明函数 - 在区间 （0, 上严格单调减少.（该函数的 

图像见图 4.2( a ) 和 S .8 ( b ).) 这里用 Cauchy 中值定理来作出证明■令 /㈤ = 
sim ff ( x ) = sin ( fe/a〆 从 Cauchy 中值定理知道存在€ G (0, 使成立 

siaa ^ /( a ) - /( Q ) = /’(0 
sin & ’ g { a ) - p (0) 5'(0 ’ 


由于 f (0 ~ cos ^, 5'( C ) = 土 cos 土 《，而 cosu 在 0 < 紅 < 号 上严格单调下降， 
因此就得到所要的结果 "" 江 


sma a cos ^ a 

- =—■ - j- — > —. U 

sm & b t > * o 

cos — -c 
a 

注这个例题的证明方法很多，这里再举出两个 ■ 

(1) 在区间 (0, Jt /2] 上定义辅助函数 F{x) = sinx / a :, 求导即可， 

⑵利用 8.2,2 小节的题 4 ,在 [0,7 t /2) 上取/⑷= ar ， 众⑷= sin % 由于 
f ㈨ / 〆 ⑷二 sec 3：单调增加,因此 x / sinx 也单调增加. 

利用单调性证明不等式的例子很多.一个典型例题就是 
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用数学归纳法.在《 = 2时已知成立.现设平均值不等式对 n 已成立，讨论 
打+ 1 的情况. 

构造辅助函数 

/ T^n+1 \ n+l ri+1 

并将 ^ n + l 看成是自变量， V 是因变量，求导得到 


d ^ n -4 -l 


n +1 




可以看出这个导函数是(& +1 的）严格单调増加 函数. 求出它的零点 


心+ 1 


n 

= - ^ a + (几 + 1) 
t=l 



(8.13) 


可见 W 在该点取到最小值.记这个最小值为叫则可以计算出 




n + 1 


n 

n 而 

i=i 

n 


n〜l + n 


- 作 ( a 


2^ 


对最后一式的第二个因子 用归纳假设，可见最小值因此得到 y ^ m ^ O , 
即已经得到了所要求证的不等式 - 

若在 n + 1的平均值不等式中成立等号 f 则有 J / = 0, 从而有 y 二 m = 0.从 
m 的表达式和归纳假设可得 Xi ^ X 2 = - = x n - 又由 W = m 可见 x n + i 满足等 
式 (8-13), 从而有 ^ n +1 ~ = ' ' ' = 口 

下面的 Jordan 不等式是关于正弦函数的一个基本不等式.图 8.8( a ) 是该不 
等式的几何意义，在图 8.8( b ) 中怍出了证1中的辅助函数 sinar/z 的图像. 


_ 2 

例题 8.5,6 ( Jordan 不等式）设0 S z 则成立不等式 sins ^ 

it it 

证1在; r = 0时不等式已成立.对0 < a : < Jt / 2 可以引入辅助函数 


作）= 


smx 

x 
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从例题 S .5.2 知 F ( ar ) 在 (0, ic /2] 上严格单调减少，从而在0 < a : < rc /2 时成立 

这等价于所要求证的不等式. □ 

证 2构造辅助函数 2 

0(cc) = sin 2 

则只要证明在区间 [0,71/2] 上函数非负. 

在区间的两个端点上有 


0(0) = 4 > (y) = °- 

计算 2 

<^(x) — COSX -, 

TC 

可见 < p f ( x ) 在区间 [0,7 c /2] 上严格单调减少.由于 (^0) > O t 0 W 2)< O , 因此存 
在唯一的点€ e (0,7 t /2), 使得- 0. 

这样就知道在0 < ^ ^ ^时函数0 ㈤ 严格单调增加，因此有必 ㈤ 》0( 0 ) = 0; 
而在^ < ju /2 时咖）严格单调减少,因此有0(岣> ^/2) = 0. 这样就证明 
了在区间 [0,^/2] 上处处 成立批 4 > 0. □ 



图 8 +S 

注从图 8.8( a ) 可以想到，若 y = sina : 在 [ G , n /2] 上为上凸函数，则就可以 
得到 Jordan 不等式.从 y " = - sina : 可见这是 对的. 因此就得到了 Jordan 不等 
式的第三个证明. 

用 Tkybr 公式也是证明不等式的一种方法.例如下一个例题中就同时提供 
了关于函数 In (1 + 4 的许多不等式. 


例题 8,5.7 当 ; r > 0时,证明：对每个自然数 n 成立不等式 


X - 





——< In (1 + a :) < a : -— H — - - ■ ■ + 

In 2d 


户- 1 
2 n - 1 
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证写出函数 ln{l + x ) 的带 Lagrajige 余项的 Madaurin 公式: 


ln(l + x) 


x — 




: r 


—… + (― 1 ) 


n—l 


X r 


X 


,n+l 


n 


(一 i) ti _ 

n + 1 (l + ^ r ) n + 1 ’ 


其中 0 < 0 < 1 .由于 a ; > 0,右边的余项的符号由 (~ l ) n 决定.当^为偶数时该 
项大于0,而当 n 为奇数时该项小于 0. 这样就得到所要求证的不等式. □ 


8,5*2 用凸性证不等式 


这里的基本工具是 Jensen 不等式 （8.11) (见命题 8.4.7). 在那里已经提到，该 
不等式对所有下凸函数成立,而并不要求二阶可微的条件.但用二阶导数的符号 
来验证一个给定函数是否下凸还是一个很实际的方法. 

在下面的前三个不等式统称为经典不等式.由于它们在数学中的重要性，均 
作为命题给出.第一个不等式即平均值不等式（即命题 I . 3 . 3 )的推广. 

命鼸 8.5.1 (广义的算术平均值-几何平均值不等式）设有非负数^…，知 
和正数…， L 且 h + …+ 1 = 1,则成立不等式 

n n 

hd ( 8 -14) 

itr=l fc=l 

其中当且仅当 a = a = . ■ 时成立等号 • 

证令 /( u ) = - In m , w > 0. 由子 /» = l / u 2 > 0 f 因此 /( w ) 是严格下凸 
函数（用命题 8.4.6). M Jensen 不等式 (8.11) 得到 

7! rt 

^ lux *；. 

k—\ fc=l 

移项并利用对数函数的单调性，即可得到所要求证的不等式.关于其中成立等号 
的条件已在命题 8.4.7 中得到证明. □ 

注若取\ = 1/% i = 1，2,…， n ， 就得到普通的平均值不等式.此外,与平 
均值不等式类似,有许多不同的方法可以证明以上的广义平均值不等式 • 

第二个要介绍的 Holder 不等式是在第一章中的 Cauchy 不等式（见命题 
1.3.5) 的推广，它在数学的许多领域中起重要作用，也可以用于证明广义的平 
均值不等式. 

命鼸 8.5,2 (Holder 不等式）设叫办…，&和奶，於，…，: t / n 均为非负数， 
又有 p > 1，？ > 1，且满足（共扼)条件 
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则成立不等式 


XkVk ^ 


fi 1 


㈣ （S 


y q 


(8.15) 


其中成立等号的充分必要条件是数组 4^,... ，忒和 vlvlr - . Vl 成比例. 


证先对于至少有一个数组中的每个数都大于0的情况作出证明.为确定 
起见,不妨设 VUV 2, … ' Vn 中的每个数都大于0,则可证明如下. 

取函数/ ⑻ =< U > 0■由于 1 K ， 2 > 0,因此/ ⑻ 是严格 


下凸函数.令 


ht 


vl 




■, u k = x k yl ~ q , k = 1,2, 


n , 


并代入 Jeasen 不等式 (8.11), 就有 


y^^kVk 

fc-i 

n 

Eyt 

k=l 


ksl 


Vk 


TlUvl 


{^vl~ q ) v 


fc=l 
~n 

Y,vl 


(8.16) 


其中利用了 P , 9 满足条件 p + q-pq = 0. 两边开 p 次根，并略加整理即得 

卜十 


n / n \lT/n \ / ti \ p / ^ 

=( e ^) (e 

k=i \ te=l / \ A :=1 / \ fc=l / \ A :=1 


y q 


关于在 Holder 不等式中成立等号的条件也可从 Jensen 不等式得到，即 Wl = 
=…= 从叫 的表达式，可以将这个条件写 成为: 存在常数 C f 使成立 
M = Cy g k , k = 1，2,…， n . 由不等式 (8.15) 的对称性,对;…，: r „ 中每个数 
大于0的情况的证明完全相同.而在不等式中成立等号的条件可统一写成 为:存 
在两个不全为0的数1和/使成立 


—⑽ g ， A ： — 1,2, " - , n . (8.17) 

现在讨论其余情况，即在两个数组中都有某些数为0的情况. 

若有一个数组中的数全为0,则不等式 (8.15) 成立等号，且只要在 I 和//中 
取一个为0,就可以使得 (8.17) 成立. 

对于两个数组都有部分数为0,但不是全为0的情况,可以取定讥，妁，…，恥, 
将其中为0的数（以及在数组，知中相同下标的数)剔除,就可以归结 
为前面的情况来证明.又从不等式 {§.15) 可直接看出，如有某个如= 0,且在不 
等式中成立等号 ; 则相应地也一定有叫= 0. 因此条件 (8.17) 仍然成立. □ 
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第三个不等式就是下面的 Minkowski 不等式.当其中的参数 p = 2时就是 n 
维 Euclid 空间的三点不等式（或三角形不等式) - 


命题 8.5.3 (Minkowski 不等式）设 nn …，心和〜奶, ■ ’■，扣均为非 
负数，又有 P > l t 则成立不等式 



( a；it + Vk) p 


< 



( 8 . 18 ) 


当且仅当数组〜办…， 4 和 yn - , yn 成比例时成立等号 ■ 

证只需对 p > 1作出证明.令/㈤ = (1— o <«< i, 并计算导数 
/» = —(1 —w 十广 1 w 女-\ 
f{u) = (1- y)(l- w 士广 - 、女 — 2 - 


可见 /( W 是严格下凸函数.令 

1 _ + VkY ^ ^ V 

k — ID + 认 P k ~\^ + vk) 1 

这里假定每个心+讥/ 0 (A; = 1， 2 ,…， n) 成立.这使得每个叫有意义，同时保 
证 h > 0成立， 

将上述 wjt (k = 1, 2* ■ • - , n ) 代入 Jensen 不等式（8‘11)，就有 

v~^ (jfc + yk) p ( ,_ x k \ P 

KU 而切 Wl 

Eb (办 + 灿 ) p ’ 


x l 


EL 加 + — 


在上式两边开 P 次根并加以整理，就可得到所要的 Minkowski 不等式 ■ 

若在该不等式中成立等号，则从 Jensen 不等式知道有％=〜 = ••• = %■ 
由此可得到两个数组成比例的结论. 

最后，若对某些（但不是所有） & 有; Cfc + yjt = 0, 则由于叫 >0 和灿 > 0, 就 
有: Tfc =处== 0. 因此在将它们剔除后就可以归结为前面的情况，而且并不影响 
在等号成立时两个数组成比例的结论.对于两个数组全由0组成的极端情况，命 
题明显成立. □ 

注1在 p = 2时两个数组中的数的非负性要求可以 取消. 但这时成立等号 
的条件应当改写为:存在两个不全为0的非负数X和 A 使得成立 
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Xxf ； = fiyk , ，/ c = 1，2, .. * , n . 

读者可以思考这个条件在 n 维 Euclid 空间中的几何意义. 


注2证明 Minkowski 不等式的方法很多,例如用数学归纳法或 ffijider 不 
等式都可以证明它. 


下面的不等式是第一章中的 Bernoulli 不等式（命题 1.3.1) 的推广.它也可 
以用凸性来证明.读者如果对比两者的结论和所用的工具,就可以对于自己已经 
向前走了多远有一个了解- 

命趣 8-5.4 ( Bernoulli 不等式）在 : c > -1 时，对于0 < a < 1成立不等式 

(1 + x) a ^ 1 + 

而对于 a < 0和 a >1则成立相反的不等式 

(1 + x) a > 1 + ax , 

而且在这些不等式中仅当 a = 0时成立等号. 

证对于函数/ ㈤ =(1 + ^计算导数： 

尸⑷= q (1 + a ：) Q ~ 1 , 
f , (x) = a{a-l){l+xr ~ 2 1 

就可以知道,当0 < a < 1时 /(； c ) 是严格上凸函数，而当 a < 0和 a ; > 1为严格 
下凸函数.另一方面 y^l + ctx 是曲线2/ = / ㈤ 在点 （0,1) 处的切线.应用命 
题8.4.5,就有所要的不等式，包括成立等号的条件. □ 

8.5,3 练习题 


2 (x — 1) 

1. 证明：当 z > 1时成立 lua ： > v ■ 

2. 证明： 当 0 < a < 6 时成立不等式 

a In a + & In 6 > (ft + 6 )(ln (<i + b ) — In 2). 


3, 证明：对任意 0 < u < a ；2, 成立不等式 


X 2 - ^1 < 匕 _£2_ < x 2 - ^1 
X 2 Xl X\ 


4. 证明以下不等式： 

- 1 

(1) a n ^ — K 1 列十… + a 〜） ，其中 

w n 

/ 。+巧 + -.+、 丫 < 丄 ㈣ +W + ...+ 幻 ，其中 p>1; 
\ n } n 
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(3) 当 a ： n - - > 0时, 


Xy+X 2 -\ - h X n 

n 


< (a ^ 2 -.0 D+〜+ ■+% 


5. 证明：对于 0< a < l 和 j :>1 成立 a; a — arc + a — 1 s 0,而当 a > 1 时不 
等式反向成立. 


6. 从命题 2.5.1 已知对每个 n e N + 成立不等式 


n 


n+1 


1 + V ) 《叫 1 十 T . 


作为进一步的发展，求出最大的《和最小的汍使得 






1 + 


n 


1 + 


n 


Vn e N + . 


(本题与例题 8.2.3 有联系 .） 

7. 证明：对0 < a < 6成立以下不 等式: 


a < 



< Vab < 


b — a 
In 6 — In a 


a + b i a 2 + lP 

2 < V ^2~ 


8. 对于 2 n 个正数 a ： i ，； E 2, …，;和 H …人，且 Xi + h + … + k = 1， 
定义加权的*阶平均值（或 t 阶和）为 

\?=1 



它在* = _1 时为调和平均值， * = 1时为算术平 均值 〆 = 2时为平方平均 
值（即均方根值).又若在 f = 0, +00, -00 时用极限作补充定义，则在 f = 0 
时为几何平均值, * = +00时为 max { a :}, t = - oo 时为 min {; r }. 这样就使 
邮(3：，入）在 -oo ^ t ^ + oo 上处处有定义.证明： M t ( x ， X ) 是 t 的单调增加 
函数，在 n > 1且: rm , …，〜不全相等时为 t 的严格单调增加函数. 

9- 证明： 若在 Mmtowski 不等式 (8.18) 中的参数 p > 1的条件改为0 < p < 1， 
则不等式反向成立. 

10. 证明 Young 不等式：若; r,y > 0, > 0,丄+丄=1，则成立不等式 

P ? 
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11. 试用 Yoimg 不等式证明： （1) 广义的算术平均值〜几何平均值不 等式； （2) 
Holder 不等式. 

12•设/和吵在; 时 可微，/⑷= 軌 且当 ; a 时 ，成立|/»1 S ^( x ), 
证明：当 x > a 时， 成立 |/( a ;) - /( a )[ ^ ( f >{ x ) - 0( a ). 

13 . 设/满足/⑴ = 1,且当1时有 f ( x ) - 一 ？兩 ， 证明：极限 
lim f ( x ) 存在> 且小于 l + Ji /4. 

14. 设 A = ( a „)^. ， <n 是每行每列的和均等于1的非负元素矩阵，又有 


^ V \\ 卜 1、 

； — A ； 

\ynj \^nj 


其中两个向董的所有元素也都是非 负数， 证明：奶…办> A … 4- 

15. 若记 


㈤ 


Jn 

= 3： - 




为 sin as 在 a : = 0处的 2 n . 1次 Taylor 多项式,证明:. 


sm a: > 亡- ( / +1 ，其中 a； >0, h 为奇数， 
^ (一 l) fc 


smx < 


(2* + 1)1 


./〜，其中工^^为偶数. 


(例题 8.5.3 是本题的一个特例.类似地可以建立关于 cos^r 的结果 .) 

16. 证明例题 8,5.4 中右边的不等式. 


§8*6 函数作图 

在用微分学知识作函数 y = /㈤的图像时，应注意以下基本内容： 

1. 基本初等函数的图像（中学数学中的基本内容). 

2. 多项式函数 y ^ aox n + a ^ 1 +…+知的图像特别是其中 n = 2 ,3时 
的所有可能情况, 以反 n 为奇数和偶数时的各种可能情况- 
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3. 利用某个函数的已知图像经过简单变换得到新的图像的方法.这里的内容 
有,设已知 y = /(句的图像，求以下函数的 图像： 


( 1 ) fd 
⑻ y = -/(一冲 

( 5 ) y = f{x + a); 
⑺获 = kf(x); 
(9)y = \f[x)l 


{^)y = -/ O ); 
⑷ z = /(y); 

( s ) y = / ㈣ ； 

(8) y = / ⑻ + a ; 


4. 已知函数 y = /(工）和 a = ffb ) 的图像，作出函数 j / = + g { x ), y = 

f { x ) - g { x ), y = f ( x ) ~ g ( x ) 的图像 - 

注熟练掌握以上技巧对于作出函数的大致图像（即所谓作草图）有很大帮 
助.作草图时不需要微分学的知识，但是若能将作草图的方法与微分学相结合， 
就可以既迅速又准确地作出函数的图像. 

对于函数 J / = / Or ) 的一般作图步骤在教科书中均有介绍，这里不必重复. 
对于用参数方程表示的函数 z = 的作图问题，一般是先分别作出 

a : =吨）和^ y ⑷的图像,然后再拼成为一张图（见下面的例题).对于用方程 
F ( x ，； y ) =0确定的隐函数，往往引入参数 t 而转化为上一问题 ■ 

8.6.1 例題 

例腰 8.6.1 作出用参数方程 x = 2 t ~ 4 t z , y = t 2 - 3 t 4 给出的曲线图像. 


证冲）和⑷只是 f 的三次和四次多项式,容易分别作出它们的图像如图 


8.9( a ), 8.9( b ) 所示: 



图 8.9 


关于三次多项式 a ：( f ) = 2 t - 4^的主要分析如下 . a ? ⑺是奇函数.导函数 
< = 2 - 1分在 t = ±1/\/6« ±0.408 2处为0,是极小值点和极大值点.极小值 
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和极大值为 ±2 V ^/9 « ±0.544 3. 函数 x { t ) 有三个零点： 0和 ± V ^/2 « ±0.707 1. 
此外 x (- l ) = % x ( l ) = -2. 

关于四次多项式 y = t 2 - 3 t 4 的主要分析如下 . ⑷是偶函数.导函数 
y [ = 2 t - 12 t 3 有三个零点： 0和 ±1/ V ^^ 土 0.408 2.其中 f = 0为极小值点，极 
小值为 0. 其他两个零点是汉⑷的极大值点，极大值为1/12 & 0.0 S 3 3.此）除了 
二重零点0之外还有两个零点：士 W /3 a ±0.577 4. 

现在已经可以将以上分析合并以得到所要求的参数方程的图像，这就是图 
8.10, 其中参数 t 的变化范围为从 - 0.95 到 0.95. 

图 8.10 的作法如下.首先 t 当 I 换 
为-; r 时，对应的参数值 * 也反号，但 
y 是 * 的偶函数，从而可见在: rOj / 坐标 
系中曲线关于轴对称.因此以下只 
需讨论参数 * > 0的情况.根搪 6.2.3 
小节的参数方程求导法则，就有 

dy ^ Vt 

ds x [ 1 - 6 t 2 ’ 

因此当 * / 1/\/6« 士 (MOS 2 时， 就得到 乂 = 

从前面对 4 和 W 的分析已经知道当 t = 1 / V & 时这两个导数均为 a 我们 
将这样的点称为奇点.这是本例子中的主要困难.由于关于?/轴对称，因此有两 
个 奇点： (±2^6/9,1/12), 两个坐标的近似值为±0. 544 3 和 0.083 3. 

当 * 从0变化到 1/ V 6 时，由于 W = *，而冰）和办）均为*的严格单调增 
加函数,因此可以知道 y 是$的严格单调增加函数.又由于导函数 乂也 是工的 
严格单调增加函数，因此 y =是下凸 函数. 

从同样的分析可以知道，当 t 从1/>/6起增加时, V 是: r 的严格单调减少函 
数,而且是上凸函数. 

从前面已经得到的导数公式可以知道有 

lim . = — « 0.408 2, 

t ^ l / y /6 <1^ V 6 

因此在奇点处存在切线.确切的说，在奇点 (2^/9,1/12) 的左侧邻近，存在?/ = 
y { x ) 的两个分支，它们在$ = l / v ' e 处存在相同的左侧导数.（这里对每一支可以 
应用命题 7.1,7, 即单侧导数极 限定理 .） 我 fn 将这样的奇点称为 尖点. 

根据对称性就可以得到亡 < 0时的曲线图像.此外，从表达式可以知道不存 
在任何渐近线. 
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值得注意的是，参数方程 :r = a ^) 和 y = ^⑷都是简单的多项式，但在 
工 0 V 平面上的曲线却会出现复杂的性态.这个例子就是在突变理论 (Catastrophe 
Theory ) 的燕尾突变 （Swallowtail catastrophe ) 的分歧集合的图像（见丨51]).图 
8.10 就是燕尾突变这个名称的由来.此外，本题又见于數 学译林 1992年第4期 
“数学的基本要求” 一文中的题仏 

注 i 以上关子凸性的结论是从导函数 < 的单调性得到的，即利用了命 
题 8.4.4 -也可以直接计算出 

yf> - { V > V — _ « . ); ■ 一 . _^ _ 

一片 — 2(1 - 6 t 2 ) ’ 

然后用命题 8.4.6 作出结论. 

注2 当 t — 0 时; T ⑴和 y ⑷均为无穷小量.由于 



y{t ) = 上 

x 2 ( t ) _ "4 


可见 y ⑺〜 -^- x ( t ) 2 这是对图 8 .U 上的曲线在原点附近的渐近描述. 


8.6.2 练习题 


1. 随手画出一条曲线代表 V = f ( x ), 然后试画出其一阶导函数和二阶导函数 
的图形.（本题应作为数学分析课程的基本技能来要求 .） 

2. 证明：曲线= 44 V 有位子同一直线上的三个 拐点， 并作图. 

+ 1 

3. 作出以下函数的 图像： 


{1} ^ = I 1 + 


x 


{x > 0 ); 


[ }V ~ (怎+1) 3 1 

(9) y = ^ x ( x > 0); 


my 


1 


-e l -® 3 


X + x 2 
(4) y = (l + a ： 2 ) e _:c2 ; 


( 6 ) y^x^e~ x \ 


⑻沒 


X 1 - 


x — a 


(a > 0); 


(10) y = x x ( a ： > 0). 


4. 证明：方程# = 浐 在第一象限内的图像由一条直线和一条曲线组成，并 
作出此图像. 
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5. 作出以下用参数方程给出的 曲线： 

(1) x = t 2 — 2^ y = t { t 2 — 2); 

(2) x = 2t-t 2 ,y^Zt- f 3 ; 

/o 、 3 i 3 i 2 

(3) a: = T?^:TT^ 

(4) a ： = t — t 3 , 奴 =1 — t 4 ; 

(5) x ^ a(t — sint ), y — a(l - cost ) (摆线)； 

(6) x — a ( cos t + fsint ), y = o ( sin t — t cos i ) (圆的渐开线)- 

§8.7 方程求根与近似计算 

方程求根是一个很有实际意义的问题，在本书中到目前为止也已多次出现. 
实际上，研究迭代生成数列的动机之一就是求方程的近似解.这方面的一个基本 
定理就是连续函数的零点存在定理.在例题 5 .2.1的注解 2 中已经指出，用闭区 
间套定理给出的二分法证明同时就提供了一种近似求根方法.在这一节中我们 
将介绍 Newton 求根法.它不仅对： m 求根问题是一神有效的计箅方法,同时在 
整个计算数学领域中都是重要的基本方法.在数学分析教材中关于方程求根的 
材料还可以参看 [14} 第一卷的第四章第 4 节，[ 26 ]的第一卷第八章. 

8.7.1 迭代算法的收敛速度 

在第二章的 2.5.2 小节中已经看到，在求自然对数的底 e 的近似值时,不同 
的计算方法的效果完全不一样.这是因为在那里的两个数列收敛于 e 的速度有 
明显的不同.因此在作迭代计算时必须考虑方法的效率.在本小节我们将弓丨进迭 
代算法的阶的概念，为下一节介绍 Newton 求根法作好准备.同时还介绍计算圆 
周率的两种不同的迭代算法. 

现在引入迭代算法的阶的定义.设某个迭代算法的第 n 次计算的误差为心 ■ 
若存在一个常数 a ， 使得接连两次的误差之间满足递推估计式 

ke ^ ^ e n+1 ^ Ke %, (8.19) 

其中为两个正常数 ， 则称此算法为 a 阶算法.其特例之一是存在极限 

lim 土出- = (8.20) 

则算法的阶为 a . 这时当 n 足够大时成立 h+i « Ae ^. 又若对某个算法只知道 
公式 ( S .19) 右边的不等式成立，则可以说该算法的阶不低于 a . 
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对于一般的收敛数列来说，若有而误差〜= | a :„~ a ! ( u € N + ) 
满足 （ S .19) 或 (8.20), 则称这个数列 Mk 速度为 a 阶. 

在 a = 1时的算法称为一阶（线 性) 算法.不难看出一阶算法的收敛速度是 
比较慢的.为简单起见，不妨设有^ Ce n , C 为某个正 常数， 则就可以得到 

£- u ss C ^ eo * (8.21) 

可见常数 C 必须小于 I ，而且越小越好.又可以看出，为了使精度达到 Hr ” 所 
需的迭代次数总是 O ( n ) 的量级. 

具有一阶收敛速度的数列在第二章中很多.从 (8.20) 可见，只要 M 为无 
穷小量,且满足 

lim - 

TW =» 丨 X n 

(参见 2.7.3 小节的第一组参考题中的第4题)，则 {x n } 就是一阶收敛于0的数 
列.（当然在第二章中还有许多收敛速度远低于一阶的数列 .） 

现在举出一个一阶算法的重要例子.这就是计算圆周率的 Archimedes 刘徽 
算法（见第二章 2.7.3 小节的第一组参考题中的第20题). 


例题 8.7.1 设^ >卜 > 0,并用递推公式 


^Tl + 1 


1 ^Tl+1 = 6 N +， 


+ b n 

作迭代，证明：{^}和 { bn } 以一阶速度收敛于同一板限. 


( 8 . 22 ) 


证 在这里只对收敛速度进行分析.应用与例题 2*3-5 中类似的方法即可证 

明 { M 和 {&} 收敛于同一极限.记此极限为 ] > 0,即有 

lim a n =- lim — A, 

n "Oc n— 

又记 

= — j G N+, 


则可以对收敛速度分析如下. f 先进行恒等式运算 


4 十 1 — 6+1 = a n+i ~ a n +i& n = a n +i{a n ^i — b n ) 


= a„+i 


6n ^ (^r + 

djt + 




因此得到 


= 


_ 石 n 

(‘+1 十 &R+l)(ctn + &n) 


• Eft. 
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利用和{心}收敛于同一极限4 > 0,就有近似估计 


En+l 


■£«) 


因此收敛速度为一阶. 口 

注1 若取 M = 2^61=3, 即单位圆的外切和内接正 6 边形的半周长，可 
以证明极限 A = k . 这就是计算圆周率的 Archimedes - 刘徽算法.从以上分析有 

可见这神算法每迭代5次大致可以增加 3 位新的有效数字.这个估计与用这个 
算法求 n 的大量实际计算完全符合. 

注2 Archimedes 刘徽算法有个变形: 令人 = l / a „，_ B n = l / b n , 有递推式: 

An + Bj' 


Ai +] 


"! ^n + 1 = ^M + 1^71* 


(8.23) 


与算法 (8.22) 比较，每次迭代的计算量少 得多. 但是这个改进并没有提髙收敛速 
度.若仍令 ^n — B n - A n , 则还是得到 £n+l w X £n， 

^0=2 时算法为二阶收敛（也称为平方收敛).这时情况大不相同.为简便 
起见,只考虑误差递推估计的单侧不等式 

£ n + i < Ke 2 . (8-24) 

上式两边乘以常数瓦，就有 fe+l ^ (^£ n ) 2 . 因此可以继续做下去，得到 

Ke n ^\ ^ {Ke n ) 2 ^ (J^£ n _i) 4 ^ ^ (^o) 2 


这样就得到 


^ -^( ATeo ) 2 - 


(8-25) 


这里的常数尺不一定要小于1，只要取初始值足够好，使得 Keo < 1即可 •这时 
在公式 (8.25) 右边的表达式收敛于0的速度是非常快的. 

下一个例题是对在第二章中的例题 2.3.5 (其中的极限是 Gauss 的算术几何 
平均值)进行收敛速度的分析. 

例题 8.7.2 从0 < & < a 出发,设 Oo = = b , 并用递推公式 

a n _i + & n-l 


a n 


"} = l^n—1 ， ^ ^ N+. 


(8.26} 


作迭代, 证明： {〜} 和 {&„} 以二阶速度收敛于同一极限. 
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证记极限为 AG { a : b ), e n = a n - b n , neN + . 利用恒等式 


a 


3+1 - K .1 二了 ( a n - &71) 2 , 


就可以得到 


^71+1 




■4, 


4(a„ +1 + b„+i) n 

因此是二阶算法. □ 

注迭代公式 （8.26) 与 (8.23) 很相似,但实际上收敛速度完全不同. 

在1976年出现了 Salarain - Brent 算法.它就是以 (8.26) 和上述分析为基础 
的.由于收敛速度快，因此成为一类重要的算法，具有广泛的应用.自此以后计算 
圆周率 n 的新记录大都是用这类新算法得到的.目前已经有计算 n 的任意高阶 
的算法.下面列出计算 " 的二阶算法中的一个算法，以及它的计算效果 • 关于它 
以及其他有关材料可以从 [4 1] 中找到. 


Salamin-Brent 算法：令叫 =1， bo =邱 


V 2 


，并用递推公式 


= 


如一1 +办 R —] 


= \/ a n—li 

S n = Sn-1 - 2 n (al 

2 al 


- ^)i 


Pn 


名 n 


作迭代，则 { Pn } 二阶收敛于 1 
它的计算结果为 


迭代次数 

T 1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

… 

25 

有效位数 

1 

4 

9 

20 

42 

85 

1 173 

347 

697 

… 

1 ^ 4.5 x 10 6 


从上面的计算结果可以看到> 每迭代一次，有效位数几乎增加一倍.实际上， 
这是二阶算法的共同特征.从公式 (8-24) 可以知道,若常数 K <1, 则一定 如此. 
这在下面的简单例题中可以看得很清楚- 


例题 8,7.3 从初始值叫=1开始，用迭代算法 

1 1 

^ n+l = + 

* *^n 


求无 理数^ 的近似值，观察有效位数的增长情况- 
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解前几个值很容易计算： 

X 2 — 1.5, a：3 ^ 1.416, X 4 « 1.414 215. 

与 W = 1,414 213 562 3... 比较，可见有效位数分别为 1,3,6. 为了继续计算下去, 
我们需要使用如 Mathematica 那样的软件.具体地说,即每次将^与力都计 
算到足够多的位数，然后进行比较，从而确定第 n 次近似值〜的有效位数.这 
里只列出实际计算结果： 


迭代次数 

1 

2 

: 3 

4 

5 

e 

7 

8 

有效位数 

1 

3 

6 1 

12 

25 

49 

98 

196 


实际上,不难直接验证在这个例题中的迭代算法确实为二阶算法.用队5节 
的方法知数列 {'} 从^起严格单调减少收敛于然后估计迭代误差 

r~r 1 1 rx (a； n — ^2)^ 1 2 

0 < e n +i = ^n+i - v2 = - V 2 = - 2^ - ^ 

可见恰好为二阶算法. 

我们即将看到，这个开平方根的算法就是 Newton 求根法的一个例子. 


8.7.2 Newton 求根法 

可以从不同的角度来导出 Newton 
求根法(也称为 Newton-Raphson 求根 
法).第一种推导方法完全来自子 New¬ 
ton 求根法的几何意义.从图 8 .11上可 
以看出已有/⑷ < 0和/⑼ > 0,因此 
从连续函数的零点存在定理知道在区 
间 Kb ) 内方程 /( a ：) = 0 —定有根.在 
图上记这个根为 f 问题是如何计算出 
根 S 的近似值. 



以 b = M 为初值，在点 S(&，/(b)) 

作曲线9 的切线，与$轴的交 

点记为然后再在点 （ A,/(〜)） 作 
曲线 y = /(4的切线，与 z 轴交于点 
x 3 . 如此进行下去，不难得到一般的递推公式是 


fj^n) 


— 


(8*27) 
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从图 8.11 可以看出，所得到的数列 {〜} 有可能会很快收敛到方程/@) 二 0的 
根 f 选就是 Newton 求根法，也称为 Newton 切线法. 

但这里实际上有许多问题需要研究.首先，若设方程/ ㈤ = 0在区间 （〜&) 
中只有唯一的一个根（时，是否一定成立 

lim x n — 

其次，这这个算法的收敛速度如何？此外还有一个如何取初始值的问题.在图 
s . ii 上从点 4 k / ⑷）也作出了曲线= / ㈤ 的切线，但它与 a 轴的交点（在图 
上未画出）很可能会越出函数 /&) 的定义域. 


注可以从完全不同的角度导出 Newton 求根法.例如，假定已得到根 f 的 
第 n 个近似值、又设/二阶可微，则可以写出带 Lagrange 余项的 Taylor 展开 
式： " 

0 = /(0 = f(x n ) + /H 〜)+ x n )\ (8.28) 

其中的中值 h 在&和€之间.在公式 (8.28) 中弃去右边的最后一项，并将由此 
得到的根€的近似值记为心+ 1 ，就得到了前面已有的公式 （8.27). 在将 Newton 
求根法推广到高维空间时用这种局部线性化的方法没有本质上的困难. 


现在给出保证 Newton 求根法能够成功的一组充分条件,并证明它的收敛速 
度恰好是二阶.为直观起见,下面所述的条件均与图 8 .U —致.读者可自行写出 
与这组充分条件平行的其他充分条件- 

命® 8.7.1 设函数/(4在区间[〜 b ] 上二阶连续可微，且满足以下条件 

1. /( a ) < 0，/( b ) >0; 

2. f r {x) > 0 Vx € [a, 6]; 

3 ‘ f r, (x) > 0 Vx e [a, 6|; 

4 取: c Q = & 为初始值； 

那么就有 

(1) 方程/⑷= 0在区间 （ aj ) 存在唯一的根$ 

(2) 由递推公式 (8.27) 得到的数列 {x n } 是在区间[%&]中的严格单调减少 
数列，且以 C 为极限； 

(3) 数列 { x n } 的收敛速度为二阶. 

证从连续函数的零点存在定理知道方程/ ㈨ = 0在(化 &) 中有根.从 f{x) 
在区间上处处大于0可知函数 /( T ) 严格单调增加，因此方程的根唯 一. 

从公式 (8.28) 和 r(x) >0\/x€[a,b}, 可见成立 
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代入公式 （8,25) 就得到 




2 n 


在计算前，用它可以估计为达到指定精度所需的迭代次数，即先验估计. 

注意： 为了满足的要求，区间 hb ] 的长度应当满足不等式 


— a < 


2 m 

~W 


但从命题的证明知道,即使这个条件不成立，迭代数列仍然二阶收敛. 
再利用 Lagrange 中值定理得到 


|/(^n) — /(Of ~ l/C^n)! 5= tn\x n — ^|, 


又用 Taylor 公式有 




(忑 ft — 1 


/(^n) ^ "t" f (*^n—1 )(^n _ ^n—l) 

二 ’）) ■ ( ar Tt -^„_1) 2 , 

其中 D 在知与 〜-1 之间,就可以得到 

1 

[^n — Cl ( |/(^n)| ^ \^n 一 尤 n-1| . 

TTi ^TTt 

这可用于从相继两次计算的结果去估计当时的误差大小，即事后估计… 

例® 8.7,4用 Newtoii 求根法导出开平方根的迭代算法. 

解设要求正数 A 的平方根.取函数/ ㈦ ^ x 2 - A ^ VA 的问题就成为 
方程求根问题了.将/代入迭代公式（ 8 . 2 乃中，就得到 


^ U+l = ^Tl 


X ： 


A 


X r 


A 


2X r 


2 x n 


□ 


注 1 在 A = 2 时就得到例题 8.7.3 中的算法.实际上本题的算法已在 2.6.3 
小节的练习题8中出现.其中练习题9还给出了求平方根的一个 3 阶算法. 

注2这个算法的历史可以上溯到古代巴比伦文明（见 [35]). 其思路可 能是: 
如果 z 是的一个近似值，那么乂>也是一个近似值，这两个近似值的乘积 
等于為而且分别在的两侧，因此取算术平均值可能会得到更好的结果- 
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8.7.3 练习题 


本节的计算题应当根据在学习中所能使用的计算工具来安排.下面的题中 
只有第1题是计算题，且只需用计算器. 

1. 用 Newton 求根法计算（要求精确到 0.000 1): 

(1) / 一 2/ - 如 - 7 = 0在[3, 4] 之间的根的近 似值； 

(2) sinx = 1 - s 的根的近似值 ■ 

2. 在命题 8.7.1 中给出了保证 Newton 求根法的充分条件，其中共有 4 项要 
求.试举出例子，说明不满足其中的某些要求时，用 Newton 求根法有可能 
失败. 

3. 证明： 在例题 5.2.1 中提供的二分法是方程求根的一阶算法. 

4. 证明： 2.6.3 小节的题9中的算法是求平方根的三阶算法. 

5-设孟 > 0, 从抑 > 0出发用递推公式 

+ 2A) 

〜+ 1 = 2^ + A 

作迭代，证明数列 M 收敛,求出其极限，并确定其收敛的阶. 

6. 用 Newton 求根法设计一个求 ^ A ( A >0, fc >0) 的迭代算法,并对其收敛 
速度作出分析. 

7. 用 Newton 求根法设计一 个求+ 的迭代算法,其中只用加法和乘法运算, 
并对其收敛速度作出分析： 

§8,8对于教学的建议 

微分学的应用极其广泛，本章只介绍了其中的一部分内容，主要是对于函数 
的研究，还包括极限计算与方捏求拫的近似计算方法.其他如曲率、渐屈线与渐 
伸线等在几何学上的应用均未收入.有需要的读者可以从[ I 4 , 7 , 68 ]等文献中找 
到微分学应用方面的更多材料. 

8.8.1 学习要点 

1. 1/ Hospitai 法则无疑是求函数极限的首选工具.但是若使用不当则会带来 
复杂的计算.如何能综合使用包括 Taylor 公式在内的各神方法,初学者需 
要通过大量的训练才能掌握.今后学了积分学和无穷级数等知识后，还会 
提供计算极限的许多新工具.因此计算极限这一主题并非到此为止.复习 
考研的学生尤其要注意这一点. 
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2 - 微分学在函数作图方面的应用是明显的.是应当看到，除了用微分学的 
作图方法之外,还存在另一种作草图的简便方法.这就是利用曲线的“四则 
运算”和移位、按比例放大缩小等技巧，将曲线的大致趋势迅速确定出来. 
实际上很多人都无师自通地会用这种方法.值得注意的是在部分敎科书中 
还专门介绍了这个方法.在 [42] 的上册63页还为此起了个名字“图形合 
成法”.在 [68] 的一卷一分册303页则强调指出这种方法“不涉及微分学”. 
这两种敎材都将作草图的方法放在用微分学作图之前来学习.希望上习题 
课的敎师注意不要漏掉这方面的训练. 

3. 凸函数在数学中是一类很重要的函数,在理论和应用上均有其独特的地位. 
有关凸函数的考题在考研中也是常见的.本章对凸函数和有关的不等式作 
了基本的介绍.请读者注意其中每个结论均有明显的几何意义，由此出发 
不难掌握有关的结论和证明.此外，在凸函数中的许多有关问题可以从不 
利用导数、利用一阶导数和利用二阶导数三个层次来进行研究.一个典型 
例子就是在本书中出现多次的 Jensen 不等式（即命题 8.4.7). 


4. 不等式在几乎每个数学领域中都是一个重要主题.可以看出，与本书第一 
章的 P .3 节的初等不等式相比,在本章中我们对不等式的认识上升到了一 
个全新的水平.事实上在今后,随着数学分析(以及其他课程)的学习，不等 
式会一再出现，在内容和方法上都会有层出不穷的新东西.例如在 8.5.2 小 
节中的三个经典不等式在积分学和无穷级数中就都会遇到.这方面的内容 
极其丰富, §8.5 节是用微分学来研究不等式，在后面的 §11.2 节则是用积分 
学来研究不等式.应当指出， [30! 是我国学者所写的不等式方面的专著，材 
料极其丰富，很有参考价值. 


5. 近似计算问题应当在数学分析的教学中占有一定的份量.尽早培养学生在 
这方面的意识是数学分析在今后的改萆方向之一.从第二章开始，本书注意 
了介绍这方面的内容.当然选里还有许多不足之处.若有可能，希望在数学 
分析的教学中加入简单编程计算和使用 Mathematica 等软件的内容.实际 
上本书的部分例题就是用 Mathenmtica 来计算的.例如，前面的例题 8 J .3 
中需要有的有效位数任意诠的近似值，用手算根本不行. 

6. 对习埋课的建议本章习题课的材料很丰富，都比较具体.需要注意的是 
不要在习题课上草草过场，对有关材料要充分展开.让学生在应用微分学解 
决实际问题中加强应用的意识,提髙应用的能力.凸函数，不等式都是很重 
要的 题材， 需要在习题课上专门花时间训练- 
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8.8.2 参考题 


第一组 畚考睡 

1■设1/⑻+ /»K 1，/ ㈤ 在 (- oo , + oo ) 上有界， 证明： 1 /⑻ K 1- 

丄 

2. 设 /( a ：) 在 a = 0的某邻域内二阶可微，且 pi (l + x + = e 3 . 

丄 

求出 /⑼， f (0), /〃(0)和把 1 0 G ■ 

3. 例题 8.1.10 可以推广 如下： 设正数数列 { x n } 为满足递推公式、 + i = f ( x n ) 

的无穷小量，函数/有 Ma ^ laurm 展开式 f { x ) = i + Ar fc + o ( x k ) ( a : — 0)， 
其中 A ： 为大于 1 的某自然数，系数 A /0, 证明： 有 a > 0,使得存在非零极 
限 lim 并求出此极限. 

n—oo 

4. 设/ e C [ a ,6], 证明： /在 ( a ,6) 内没有极值点的充分必要条件是/在区间 
[«^]上为严格单调函数. 

5. 证明关于三点不等式（见命题 L 3.4) 的一个 推广： 在0 < p < i 时成立不等 

式卜 + 4 |p + |&| p . 

6. 证明： 对每个自然数％成立不等式 

■^T7 <e -( 1 + v) < -^TT* 


7* 证明：当0 < x < j 时成立不等式('^^) > 


8. 证明：当0 < X 〈寻 时成立不等式2 sinz + tana ; >如‘ 

£i 

9. 证明：当0 < j ： < 1时成立不等式 


% < 


sin Ha ： 
a:(l - x ) 


^4. 


10. 证明：当 a； e [0,Jt/2] 时成立比 Jordan 不等式(例题 8.5.6) 更好的结果: 

sin a : 5 + 」 x { n 2 一 Ax 2 ). 

% 13 tc 
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11. 证明：对 n 个正数〜，办…，^成立不等式 

xix 2 --- x n < (I + aKI +x 2 ) … (l + h) 

(a：i +x 2 + - h a ; n ) n 、 (n + a：x + a：2 + * * ■ + a ： n) n * 

并讨论成立等号的条件. 

12. 证明： 当; r e (0, 手）时，成立 （sina:)™ 31 < (cos;r 产' 而在 a： e (号，寻） 
时不等式反向. 

13. 设 p > 1， a，6 > 0,证明： 

(1) 当 t > 0时成立 

1 1 1 1 1 

—^ _1 a + (l ——)* 十 6> a 士士； 

P V 

(2) 当0 < f < 1时成立 

+ (1 - m (a + &，■ 

14 . 设 p ⑷ 为三次多项式,; P ⑷二 p(&) = 0, 证明：在[〜 6 ]上不变号的充 
分必要条件是#⑷〆⑻ <0. 

15. 证 明：在 R 上满足函数方程咖㈤ ） = -P + z + l 的可微函数是不存在的‘ 

16. 设/在 [0,1] 上二阶可微,/⑼=/( I) = 0, min f ( x ) = -1, 证明：存在 
ee(o, 1)，使成立 no > 8 

17. 设/在 [-1,1] 上三阶可微，/(0)=尸⑼=0，/(1) = l f /(-l)=0 t 证 明：存 
在 $e(-i，i)， 使成立 r (0>3. 

18. 设/，在 [«, &1 上连续可微，/⑷=/⑻= 0, Wronski 行列式 

W{f : g)= ^ ^ OVa € [a,b], 

/ (^} 9 (^) 

证明： iKW 在 M 中有零点. 

第二组参考题 

1.设/在(0, +0O) 上单调减少,可微，且满足不等式0 < /㈤< |r(x)|, 证明: 
当0 < z < 1时，成立不等式 

xf{x) > (+) ‘ 
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9 - 设/在区间 ( a ,6) 上按 Jensen 定义为下凸函数，且至多只有第一类间断点， 
证明：/在 （ a t b ) 上连续 ■ 

10. 设/在区间 （ a , 6) 上按 Jensen 定义为下凸函数，且在 （ a ,&) 内的每个闭子 
K 间上有界，证明：/在 ( a , b ) 上 连续* 

11. 函数/在区间 (-1,1) 上二阶可微，/(0) = f (0) = 0,且在该区间上满足不 
等式 I/" ⑷I < l/(^)l + Lf ' ㈤I ， 证明： /⑷ ^ 0/ 

12. 设/⑷为区间/上的可微函数，满足微分方程 f f ( x ) = g ( f ( x )), 其中£?是 
在/的值域上有定义的函数，证明：/ 一定是单调函数. 

13. 证咏在（-叫 +00) 上二阶可微的函勢/不可能对于一切$同时满足不 

等式 /㈤ > 0, 尸 ㈤ > 0, r ( x ) < 0. ' 


14.设/在 R _ 上三阶可微, 证明： 存在一个点 a 使得 


/⑷ f ⑷广⑷广⑷ > 0. 

15-设 p (; r ) 是多项式， 证明： 若对每个 z 成立不等式 

P ，， r (x) - p r / { x ) - p \ x ) + p ( x ) > 0, 

则 p ( ar ) > 0对每个 x 成立- 

16. 设 P 为多项式， P ( x ) = 0有 n 个大于1的互异实根，令 

Q ( x ) — ( x 2 + l ) P ( x ) P / ( x ) + a :[( P ( a;)) a + (户’ ㈤ ) 2 ]， 

证明： Q ( X ) = 0至少有 2 n - 1个互异实根. 

(下面两个题用于证明在第二章第二组参考题 W 中所用到的结论 .） 

17. 设 / Or ) =叭 证明： （1) 如 a > 则/无不 动点； （2) 如 a = e '则 /恰 

有一个不动点; （3) 如1 < a < e 7, 则/有两个不动点. 

18■设 3 ( x > = 〆 ，证明：⑴如 e _ e < a < 1,则只有一个不动点； （2) 如 
0 < a < e _ e ， 则有个不动点. 

19. 讨论三角方程 a sin 0 + b cos 沒- sin 沒 cos 沒= 0在[0,加）中的实根个数- 

20, 从平面上的一个定点向一个给定的椭圆可以引出多少条法线？讨论在什么 
区域上法线的条数最多. 

(本题以及类似的问题最早是由 Appollonius (约公元前邡 2 -前190年）提 
出和解决的.又见子数学译林，1992年第 4 期，即 V . I . Arnold 给出的‘构 
成对物理专业学生的最低限度的数学的一百个 阿题" 中的的第7题 .） 



第九章不定积分 

本章主要讨论不定积分的计算，要点是掌握不定积分的基本汁算方法与常见 
的可积函数类.本章共分三 节：在 §9.1 节中以分部积分法与换元积分法为中心， 
通过例题介绍不定积分的计算 方法; 在 §9.2 节中讨论几类主要的可积 函数; 最后 
一节为学习要点和参考题. 

§9.1 不定积分的计算方法 

9.1.1 内容提要 

1. 求原函数的运算是求导数运算的逆运算，即从函数 F ( x ) 的导函数泸⑷出 
发去求 F ( x ). 

2. 关于原函数的三个基本问埋： （1) 存在性，⑺唯一性 ，⑶ 如 何求. 其中问题 
⑴要到下一章才能解决（见命题10.3.3)，问题 （2) 已在前面解决（见例题 
7.1.6). 本章主要是解决问题 （3), 即计算不定积分. 

3- 如果函数/(4在区间 J 上有原函数，则在此区间上 /( a ：) 是某个函数的导 
函数,因此它必须满足导函数的特有性质.例如，它一定具有介值性，且不 
会有第一类间断点.反之,在区间/上有第一类间断点的函数在此区间上 
—定没有原函数.（参兕 Darbonx 定理，即命题 7.1.6, 和例题 7. LL ) 

4. 函数 /( 幻的不定积分 f /(^) dx ^/(^) 的原函数全体,它是一族函数，而 

疒 

不只是一个函数.由于不定积分 /( ddo ： 中任意两个函数相差一个常值函 

数，因此，求 j / ⑷ d : r 时只要求出/⑷的一个原函数,再加上一个任意常 
值函数. 

5. 初等函数 /( 均 的原函数^[/ ㈦ da ： 不一定是初等函数.如果 j / ㈤ dx 也是 

初等函数,则称 [/(^) dx 可积或积得 出来； 反之，则称其不可积或积不出 
来.不定积分的计算就是求出原函数为初等函数的不定积分. 

9.1.2 思考通 

1. “不定积分”与“原函数”这两个概念有什么区别？有什么联系？ 

2. 在 ; r = 0 点不连续的函数 

{ 2 x sin — —— cos 当 x # 0， 
x x ^ 

0, 当 a ; = 0 
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在（-00,+00)上是否有原函数？ 

3. 在不定积分公式 J ' sgnz 如= ㈤ + C 和 In ㈤ + C 中为什么会出 
现绝对值号？ 

4. 下列等式是否正确？说明理由： 

* 产 

(1) d /(a：) dx = f(x); (2) d f(x) dx = /(a:) da：; 

J * 

(3) I d/(x) ^ /(x); ⑷ d j d/(x) = d/(a:); 

* p 

其中 d /⑷如是指对于/⑷如中每一个函数求微分所得到的集合. 

5. 以下推导中有什么错误？用分部积分公式可得到以下等式： 



因此推出 0=1. 

9.1,3 基本计算方法 

不定积分的基本计算方法有 * 

1. 笫一换元法——澳微分法,也称为直接代换 法：设 J /( W 加= 

u = 可微，则 

/( W (x)) u » 作 ㈤ ） + a 

我们称这个方法为凑微分法，是因为在实际计算时，的形式是“擦出 
来”的，目的是使得被积表达式可以看成为 f ( u ) du , 同时能积出来. 

2. 第二换元法——代人换元法，也称为逆代换法:设不定积分存在, 

X ^ x ( t ) 可微且存在反函数 t =办)，又若/(冲)) 〆⑷ df = F ⑷+ 则 

疒 ' 

f(x) da: = F(t{x)) + C. 

在使用第二换元法时,往往会遇到一个问题:是否一定要求存在反函数 t 以 
及反函数是否要求处处可导？对此在各种教科书上有不同的条件，缺乏比 
较和讨论.根据美 国数学 月刊，101 卷 (1994) ; MO - 526 页（译文见 数学详 
林， (1994) 348-352 页）一文的调査，这确实是在绝大多数教科书中都没有 
说清楚的一个问题.我们在下面将介绍其中的证明.从证明中可以看出，对 
于 t ( aO 只有一个要求 t 即满足恒等式 x ( i ( a :)} = x , 其他均无须考虑.此外， 
在 [42] 的 235-236 页中也注意到了这个问题. 
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3. 分部积分法 :设 _) 与咖）可微^且在 u ( a ») 和 v{x)u\z ) 中至少有一 
个存在原函数，则 


■u(ar)v’(;r) dz = u(x)v(x) — r (: t)V(;e) dx. 

注 1 计算不定积分的一般步骤是：通过代数运算、三角函数公式或换元、 
分部积分先将被积函数化为若干简单函数的和，然后应用不定积分的线性运算 
法则与基本积分公式求出最后的结果.为此,在学习时除了必须牢记基本积分公 
式外 f 还需要熟练掌握中学数学中的一些常用公式. 

注2 分部积分法是与求导运算中的乘积求导法则相对应的积分 法则. 如果 
被积函数中出现幂函数,指数函数，三角函数这三类函数中两类或两类以上函数 
的乘积,或者出现对数函数，反三角函数，都可以考虑用分部积分法.应用分部积 
分法 s 最重要的是如何正确选择 u ⑷与 v{x). 一 M 说来，要注意下面两个原则： 

( lMa :) 比较容易隶出，（2)|。如要比容易计算. 

对于上面提到的五类初等函数，有人总结出“反对幂三指”五个字 t 这里“反' 
“对”、“幂' “三” 、“指”依次是反三角函数、对数函数、幕函数、三角函数和指 
数函数，积分时,一般应将排列次序在后面的函数优先与心结合成 为心. （有兴 
趣的读者可看 [42] 的 2 耵页和美国数学月刊， SO 卷 (1983),211 K -) 


命题 9.1,1 (第二换元法的证明）设 /( x ) 有原函数 , x =抑）可微且有 * = 
尤 ㈤ 满足 = x } 又若 f(x(t))x , {t) dt ^ F ( t ) + 则 

j/(x)d^ = F(<(a:)) + C. 

证已知有原函数,记为 Uix), 则有 U ! {x) = f(x). 又已知 i ^) 满足 


F ’( t ) = /(洲)外). 


从复合函数求导法则得到 

dU{ ^ - = - /mo) 〆 ⑷ = 

因此和 F ⑷只相差一个常值函数 

剛 t ) 卜 F(t) + C. 

用 * = f ( x ) 代人,且利用恒等式砟⑷） e &于是就有 

t /(^(<( a ：)}) = U(x) = F(t(x)) + C , 
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因此 


mm ) 

dx 


U^x) = f(x). □ 


9.1.4 例鼷 

首先，我们通过一题多解来说明计算不定积分时的多种可能性. 

dx 


例题 9.1.1 计算 J 


X A s / x ^ 


解 w 


dx 


x 2 \ I 


-J 


d 




X 


X 


- — B^csin ’ 一十 □ 

X 


du 


注 1 这是第一换元法，在其中将1 A 看成为《，将被积表达式看成， 
然后用基本积分公式.但实际上也可以说是用第二换 元法. 令^ == i / t ， 这时 ： 


dx 


t 2 牡 X'Jx 2 - 1 - ， 


t 2 


于是就有 


f ㈤ 


t 2 


>/1 — t 2 


dt 


"J 


dt 


vr ^' 


以下与解 i 相同.这个解法中的变换称为“倒代换' 是一神常用的变量代换.更 
一般的还有代换 z =尸，其中 a 待定 ■ 


解 


2 f = J^^T = f ( ^S? + i — + 


□ 


解 3 令 ; c = sec 则 dx = secf tanfdt ， 
sect tant 


' 


seci taut 


dt 


dt = t + C = arccos - f C, □ 

x 


解 4 令 v ^ n ： = x-t : 则可解出 x^(t 2 + 1)/2*， 并计算得到 


t 2 -1 > —- 

dx = —~ t2 dt, yx 1 


因此 


dt = —2 


2t- 2t(t 2 - 1) 

(t 2 + 1)(1 一 t 2 )2t^ 

2 arctan t + C — —2 axctan(a; — V^-l) + C 1 . 口 


i 


1 一 f 2 
2t 


dt 


1 + t 2 
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解 5令= t(x - 1), 则可解出 x = ( t 2 4 - l )/( t 2 - 1), 并计箅得到 

(t 2 - 1) 2 ' v ^ - 1 ■ 

因此 




— -2 arctan t-\-C — —2 arctan --- 1- C, □ 


注2最后两种解法中所用的变换称为 Euier 变换，可以证明,对于型如 

R(x^ v ax 2 + bx + c) dx (o ^ 0) 

的不定积分(其中 H 为有理分式),利用 Euler 变换一定能解决，见 [14! 中第二卷 
269 小节. 然而,过于一般的方法对于具体问题往往不是最简单的方法.正如本题 
的解 3 所示 t 对型如月( 0；， (a > 0) 的不定积分,用变换 z = a sect 

J A 

有时要比利用 Euler 变换简单得多.一般来说，对型如 j 珂〜与 

(a>0) 的不定积分,较为简单的常用变换分别是$ = asint 

与工 = a taut, 

注3本题的5种解法的答案表面上均不相同,这在不定积分计算中是常见 
的现象.由于不定积分是以一个原函数加上任意常值函数的形式来表示的，而其 
中原函数的选择是任意的,彼此之间只相差一个常值函数，因此表面上就可能不 
一样，但它们的导函数必须相同，否则就出错了.请初学者注意: 要养成用 求导运 

算来检验不定积分计算结果是否正确的习 1®. 

例题 9.1.2 计算不定积分 J = ^v^TI dx. 


解 i 将根号外的一个因子工移入到根号下,并将积分表达式看成为/(⑷ dw, 
其中 u = 0，就可计算 如下： 



二+叔 + 2)7^1 —去 & + v/^Tl) 2 + C (C = Q + 菩 ) 

—\-xi 2 x 1 + 1) \/x 2 + 1 - 冬 In (^ + \/x 2 + 1) + (7. □ 

8 8 
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解2因为 


xy / x 2 + 1 da ; =去 | y / x ^+1 d ( x 2 + 1) =去(;^ + 1 ) + + Ci , 

所以由分部积分法,可得 

： d(a: 2 + 1)+ = -J~x(^ 2 + 1) +- 1 


xt 


(: r 2 + l)+dx 


3 


x ( x 2 + 1) + ——— (; r 2 + 1) + 1 da ; 


1 3 ]_ 广 _ 1 _ 

— a ;( a ; 2 + 1)^ - — x 2 yx^+l ds - — y / x 2 + l dx 
o o . A 


T + 2 + i )+ — T 


6 


f x \/ x 2 + 1 + La ( j ： + Vx 2 + 1)^ , 


4 


将移项到左边,且对两边同除以得到 


+ l )^ - - ( xy / x ^ 


1 + In (^ + V ^" TT )) + C. □ 


本题还有下列解法，这种解法虽然不容易想到，但十分简洁. 
解3因为 


(X s 1) = 3 j: 2 ^/x 2 + 1 + 




\/W 


Ax 1 \ /工 2 + 1 - V^ 2 + 1 + 


V^TT 


所以 


x 2 \/x 2 + 1 

于是 


x 3 \/x 2 + 1) 4 - ya: 2 + 1 


\ Zx 2 +1 


士 (; r 3 + 1 + 吾 \/ o : 2 + 1 - + In ( a : + 1)) + C , □ 


注 1 可由此总结不定积分和的一般解法. 
注2如解1所示，往往可通过加减一个常数的方法来化简不定积分的结果. 


注3本题解2通过分部积分法产生一个关于所求积分的方程，然后解这个 
方程得到所求积分，这样运用分部积分的方法可称为“循环法”，是一神常用的技 
巧.特别当被积函数中含有指数函数与三角函数的乘积时，往往可以用循环法来 
进行积分.下面我们再看一道用循环法进行积分的例题. 

例顴 9.1.3 计算 J " = esc 4 x dar . 


解 I — esc 2 xd (— cot x) = — cot a： esc 2 x + cotxd(cac 2 a：) 

J L 

■p 

= 一 cot x esc 2 x — 2 (esc 4 x — esc 2 x) da： 

= — cot x esc 2 x ^ 21 - 2 cot i . 
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因此得到/ 


2 2 ^ 
cot XCSC X —— — cot X + C. □ 


例题 9*1*4 计算 -T — - I x tsm x sgc ^ x dx. 


解 


a d (了 刪 2 = 了 z aec 2 x 


sec 2 a; da: 


2 


(x sec 2 x - tan x) + C7. D 


注有人用下面的方法做这道题; 
锚误解法令 d *， 则 
f (n - f) sin t 


cos 3 1 


dt~n 


sinf 


di 


n 


d 


2cos 2 t } 


cos 3 1 r 
sec 2 i 一 厂 


t Sint 
cos 3 1 


dt 


所以得到 


I = ~ sec 2 x + C . □ 


用求导还原的方法就可以发现上述结果是错的.原因是:虽然 dt 与 


x sin a: 
COS 3 X 


dx 的被积函数有相同的形式，但它们分别是关于不同的变量 t 与 


^的函数，不能合并.同样， sec 2 i 与 sec 2 z 也是不同的函数，不能任意替换. 

当被积函数含有指数函数、对数函数和反三角函数时，其不定积分既可以用 
换元积分法求，也可以用分部积分法求或用两种方法结合求.但是，同一道题，用 
不同的方法去解,其解法的难易程度可能很不相同. 

例醣 9.1.5 求不定积分 f dx. 


(i + ^y 


解 


xlna: 


(i + ^y 


dx 


In xd 


Us 


l + x 2 
dx 


dim 


1 ( In a: 

—T \l + x 2 

/ In a： f 

2 \ 1 + ar 2 J x(l + x 2 ) 

f In a： f / 1 x 

2 ( l + x 2 V 

(T^' inx + T ln(1 + " 2) ) +C 


1 + 


lux 1 , x 2 

—— - 1 - In - 

l + x 2 4 1 + a： 2 


+ C . 口 
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例驩 9.1.6 求不定积分 


ararctaiiT 
(1 + x 2 ) 2 


dx . 


解将分部积分法和换元法结合起来就很容易解决这个积分问题.首先用 
分部积分法计算 如下： 


「 icarctani 


(1 + x 2 ) 


2 


da ： 


arctan z d 


arctan x t 1 
"2(1+^)" 十 ~2 



然后对最后一个积分用代换 arctan x = t , 就有 

dt 


「 d arctan x 


2 

1 

T 


1 + tan 2 1 
cos 2 tdt = 


(cos2t + 1) dt 


sin 2 t + —t + C 
8 4 

1 Y 1 

- ； - 7 ^ 7 - ^ - arctan x + C . 

4 4 


合并以上结果就得到 


f x arctan X 
(1 + ^ 2 ) 2 


di 


arctan a : 


x 


2(1 十 a : 2 ) 4 (1 + z 2 ) 


+ arctan x + C 


arctan x 


(^ t ) + i 


x 


4 (1 + x 2 ) 


+ C . 


注从以上例题的解法可以看出，对于不定积分而言，并不存在能对一切情 
况都适用的固定方法.初学者必须通过相当数量的解题训练,积累经验,才能事 
握计算不定积分的技能. 


9,1.5 特殊计算方法 

(一)配对积分法先看下面这道例题: 

例题 9.1.7 计算不定积分 J = j 


sin a ： dx 


2 sin a ： + 3 cos a : 


分析注意到 


P ( 2 sinx + 3 cos a ：) 


2 sin x + 3 cos x 


da ; 


x + C , 又有 


(2 sin a ; + 3 cos xY 
2 sin a : + 3 cos i 


Ajx 


「2 cos x - 3 sin a ： 
2 sin x + 3 cos x 


da ; = In |2 sin x + 3 cos x \ + C . 
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' nrifi T 

不难看出，如果设 j = j - 2si — - Tco — dx , m 2/ 十 3 J 与 - 3/ 是直接可以 

求出的.因此为了求/，只要解代数方程组就行了.具体计算从略 - 

从上面这道题我们看到，有时为了计算不定积分 /Or) = ^mdx , 可以找 

另一个不定积分 J ⑷二 jp(a：) dx 及实数 a,&, c y d {ad - be 0), 使 ft / + 幼和 

cf + dg 的积分都比/⑷ da ; 容易计算.汁算出+ ㈤和 cl ㈤+ dJ{x) 
之后，就容易用代数I法求出 I(x). 


例题 9.1.8 求不定积分 


dx 


1 + x 4 ' 


解令 M ㈨ : 
M{x) - N(x) 


dx 


1 十: r 4 

f 1 — a; 2 


1 十 W - 

d(x + 


f H T 

，释 )=1 则有 


X 2 + 


X 


x + 


X 2 _ 

nr ~ 

X 2 


2 V 2 x 2 + \/2x + l 


X 


M{x) + N{x) 


X + 3： 2 
lj-x 4 


dx 


二 1 


x 2 


d I x 


dx 


x 


x 2 + 


7 


X 




axetan 


x 


V2 


+ C 


V 2 


X 


arctan 


x 


x 2 -l 
\/2x 


+ c , 


因此得到 

M{x) 


2 


[(M(x)+ N{x)) + (M(a：) - N(x))] 


1 - x 2 — \/2x + 1 

In 


T 2 — 


—. 卜 iu . - ■=, - 1 - — Cretan — = - h G. □ 

4 V 2 X 2 + V^x + 1 2y/2 V2x 

注本题也可用后面 9.2.1 小节中的标准方法做，但计算量却要大得多. 


(二）递推法设 U ^) 是变量 1 的函数，其表达式中含有参数 n e N +. 
为了计算积分4 = 可以用各种方法将它化成求参数值较小的积分 

I n ^ k - f n - k { x ) <^( 0 < k < n ), 井且继续如此做下去，直到最后把问题化为求 
参数值4小的一个或几个积分.这种计算不定积分的方法，称为逸推法 ■ 
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' H T 

例题 9.1.9 导出求不定积 分忍二 J (1 + - h 是自然数）的递推公式， 


解由分部积分法 f 我们有 


如 — x _ I 9 _ _ a x 

(l + x 2 ) n 一 (1 + 巧 7 J (1 + 工 2 产 +1 


a+^)n +2n j \( i + x ^ ~ ( i +^ r +i 

( r +^" F +2n/n ~ 2n/n+1> 


,( tt ^ 


因此得到递推公式 


In+1 = ^ ' "(i + H 1 


In-, □ 


例题 9.1.10 设对自然数 m ， n ， 定义 /( m , n )= cos m x sinhdx ， 证明 

/(m, u) = -—--+ ~ ~ K 

x / m + n m + n 

证用分部积分法得到： 


/(m, n) = cos^a ： sin n xdx = cm rn ~ l x sin" a ： d(sma?) 

J 1 

=cos m " 1 T sin n+1 X - j sin X d(cos m_1 a ： sin” a;), 


而最后一个积分可以计算如下 

jam a: d(cos m ~ 1 x sin n x) 

= aina:[-(m- 1) cos m_2 xsin^ 1 x + n cos m x sin n_1 x] dj ： 

=-(m - 1) j cos m ^ 2 x(l - cos 2 x) sin" x dz + n j cos m xsin 0 xdx 
=—(m — l)I(m 一 2 ， n) + (m + n — l)/(m,n), 


加以整理并除以 m + n 即得所要的递推 公式. □ 

虽然建立不定积分的递推公式主要是用分部积分法，但有时还需要考虑其他 

方法.下面我们看一道例题- 

， sin tlx 

例题9丄11设对自然数 n > 2, 定义二 = j 如 1 证明： 

2 

I n = - - sin(n- l)a: + I n _2. 

Ti 一 1 
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证考虑降 n, 


In 


sin(7i — l)x cosx-\- sinx cos(n — l)a: 


sin a ： 

「 sin(u — l);r cosx 


dx 


1 

~2 


da ? + 

smx 

sin mr 十 sin(n — 2)x 


cos(n — l);r da: 


sins 


da ? + 


cos(n - l)a:ds 


Y In + ~ 2 In ~ 2 + 


sin(n — 1 )k, 


所以 L 


n 


ain(n - l)x + In- 2 ~ 口 


9.1.6 练习翅 

. 计算下列不定积分 I 


1 十工 4 


⑴. 

4 

(3) In (1 + x 2 ) da:; 


da; 


e 1 - 1 ' 
xe x 


(5) 

叫 7^ 扯 

⑼ j In 2 (a: 十 \/l+x^) da：; 

2. 用配对积分法计算下列不定积分 : 


( 1 ) 

(3) 


daf 


1 + x 2 + x 4 1 
「 bsinx J r a cos a: 
a sin x + 6 cos a; 


d;r (a ^ h); 


3 . 通过计算下列不定积分 


( 2 ) 

⑷ J 

⑹ 

⑻ 

( 10 ) 


dx 


^/ 工 (1 - 工 ) 

arctaa ^/x 


da:; 


V^(l + 工） 

「 a: In (;i :十 \/l + x^} 
(l + P) 2 
1 + o : 


x(l + xe x ) 


& 


arctan x 


( 2 ) 

⑷ 


(1 + 工 2 ) + 


e x da: 
e x + e -25 
daf 


ds ; 


dx . 


1 十 x 3 ' 


(cos 4 x - sin 4 x) dx 与 （ cos 4 a: + sin 4 a;) da ; ， 


进而求出不定积分 


cos 4 xdx 和 sin 4 a: dx. 


da:; 
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4. 导出计算下列不定积分的递推公式: 
(1) sin fl xdx ; 

(3) [ sec " sda ;; 


(2) tan n a ： da：; 


⑷ 


1 

+ 7? 


dx ; 


5. 试求 ：（1) I xf FI ( x ) d ^; (2) j /'(2 s ：) dL 

6. 设对任意自然数 m ， 〜定义 I { m , n ) = f cos m ssm n a ； da ;, 证明 > 


(1) I{m,n ) - 

(2) /( n , n )= 


sin n_i ^ cos m+1 x 


m + n 

cos 2 xsin n ~ l x 


n 


m + n 


/(m, n — 2); 


n 


❿十 1 


4 n 


- J (打一 2, _ 2). 


§9.2 几类可积函数 


9.2.1 有理函数的积分 

有理函数是最基本的可积函 数类， 其他可积函数类都是化为有理函数进行积 
分的.有理函数可以分解为多项式与真分式的和，而真分式又可以分解为部分分 
式的和并求出积分，因此有理函数的原函数一定是初等函数. 

在将真分式分解为部分分式的和时，理论上是将问题归结为求解线性代数方 
程组.这方面的标准理论见 [14] 的第八章第 2 节. 

但实际上许多问题可以有很灵活的解法.这里有一些常用的技巧.下面我们 
举例说明： 

例题 9.2.1 将化为部分分式的和- 
解 对待定的表达式 

1 = 1 = A , Bx + C _ 

1 + a : 3 一 {l + x)(l - a ; + a : 2 ) l + ；c l-x + x 2 

两边同乘以 l + z 后，令 z — -1，得 A = 

6 1 

又将 (9.1) 两边同乘以 z 后，令工 — +«>，得乂 +B = 0,因此 B = - A ~ - y . 

再在 (9.1) 两边用$ = 0代入，得1一 + &因此 <7= 1-乂 = J - □ 

注从一般理论知道在求部分分式的计算中用四则代数运算就够了.以上 
引入的极限计算也是如此.容易看出，求 A 的过程就是在 P . 1 ) 的左边将分母的 
因子 （1 + 4去掉之后再用 ^ = -1 代入的结果. 
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下面举一个比较复杂一点的例子（见 [68]}, 其中的解1中不仅有极限计算， 
还有求导计算和在复数域中的计算. 

例颳 9.2.2 求不定积分 

— + 4 a : 5 — 5 a : 4 + 4 a : 3 — 5 a : 2 — a : 

. ( 工 一 1) 2 (P 十 1 户 

解1记被积函数为 R ( x ), 首先要分离出真分式,得到 


R(x) = x + 


c 5 - a; 4 + x 3 — 3a; 2 - 2x 


; ~ ' (^- l } 2 ( x 2 + l ) 2 

根据部分分式理论，一定有唯一的分解如下： 


: e 5 — ar 4 十 x 3 — 3 x 2 - 2 a ; 
Or-l) 2 (P + l) 泛 ~~ 


A B Cx + D Ex + F 

(工 〜 l ) 2 + a : — 1 十 { x 2 + l ) 2 + a : 2 + 1 


‘ （ 9.2) 


两边同乘以化 - I ) 2 后令 z — 1，就得到 A = -1. 又两边同乘以卜 - I ) 2 后求在 
点 ; r = 1处的导数值,则就可用求导法则计算如下： 

(5 — 4 + 3 — 6 _ 2)’4—'8.(1 — 1十 1 — 3 一 2) 1 

B = - iT ~~ " =L 

又在 （9.2) 两边同乘以 （f + I ) 2 , 再令 : r h i (复数域中的极限),就得到 ® 

_ p rt i — 1 — i + 3 — 2 i ■ 

Ci + D^ ---= 1 + 1 ， 

—2 i 

因此 (7 = 2? = L 再在 (9.2) 两进令 z = 0 代入，得到 A —S + P + F = 0, 因此 


最后在 (9.2) 两边同乘以 a ;, 并令 ; r — + oo , 就得到1 = 5 + £,因此 E = 0- 
以下的积分没有困难,我们只列出结果为 

f Ji(a:)da: = + —+ 0 X +ln1a; - 1| + ■— arctana ： + C. □ 

J 2 a: — 1 2(x J + 1) J l 

代替用各神手段去确定 （9. 2 ) 中的未知数的思路，另外还有一种方法值得介 
绍，它看似笨拙，实际上往往很有效(见 [68]). 

解2写出 （9.2) 并求出 A =- l 之后,将右边送一项移到左边,计算出 


•: 5 -X 4 + x 3 ~ 3x 2 - 2x 
(x - l) 2 (x 2 + l) 2 


x 5 + ~ x 2 — 2x + 1 


(;r —l) 2 (x 2 + l ) 2 Or — l ) 2 (a: - l) 2 (x 2 + l ) 2 

— x A + x 3 2x 2 + a; - 1 _ B 
― (x — l)(i 2 + l) 2 a ： — 1 ’ 

) 这方面的理论基础要到复变涵数论中才能建立.这里 R 能作为一种计算法则来使用- 
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然后就容易求出 B ^ l . 再将这第一项移到左边，计算得到 

x 4 + x 3 + 2 x 2 + 1-1 1 _ x 3 + x -2 _ x 2 + x + 2 

(x — l )( x 2 + I ) 2 x - l (x — l )( x 2 + I ) 2 { i a + I ) 2 

_ x + l 1 

( x 2 + l ) 2 + ;r 2 + 1 ， 


以下从略. 口 

在将真分式分解为部分分式的和时,除了用观察法与待定系数 法外， 对于一 
些特殊的情况，另外有一些方法. 

(1) 形如 | (=)) n dx 的积分，其中 <3™ ㈤为 m 次多项式.对此类积分， 
可用换元 w z - a 或者将 Q m ( x ) 展开为 z = a 处的 Taylor 多项式. 


例聽 9.2.3 计算 j ^ 




(1 + 怎) 


da:. 


解 令 u = 1 + a?， 则； r = tt - 1，因此 

.3 ^ 1 ^(^-1)3 




(1 + W 


dx 


r 


u 4 


-du 


— + 

u 


- InM - 上 + 去 


3 u 3 


u 2 

C 


3 2 \ 


-In fj; + 1 - 


3 


十 


3 


2 


o: + 1 2 (x + l) 2 3(a? + l) 3 


+ a □ 


(2) 形 Sn J* (x2 g)ft drr 的积分，其中分母无实根， Q m ( x ) ^ m 次多项 

式-这时可用带余除法将 Q m { x ) 化成 Q m - 2 ( x ){ x 2 +px + q ) 与一个余项的和，如 
果 m - 2 > 2,继续对 Q m - 2 { x ) 作带余除法,直到其次数小于 2 (例题从略). 


9.2.2 三角函數有理式的积分 

三角函数有理式的积分 | Risinx ^ x )^ 都可以用“万能变换” i-tany 
化为有理函数进行积分.但^时产生的有理函数的分母的次数较髙,计算工作量 
较大.因此我们往往避免用万能变换,而是根据具体情况寻找较为简单的解法. 
例如，下面的几种变换的计算量往往比用万能变换要小- 

1. 如果 jR(-sinar,cofia:) ^ -jR(sina;, coss) ,则令 t = cosx; 

2. 如果 J?(sinx, - co & x ) = -R(sin a;, cos s), 则令 f = sin ar; 

3. 如果 (— siiix, — cos a:) = i^(sin a:, cos ;r) ， 则令 i = tan a: ‘ 
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例题 9.2.4 计算/ 




_ sin a ; cos 2 x 

解 这属于上面的情况 L 所以可试用 i = cos ^ 计算如下: 


siturd^ 


(1 — cos 2 ^)(2 cos 2 ^ — 1) 
dt 


dcosx 


(f 2 — 1)(20-1) 


T ln 


- T ln 


t-i 


i 十 


cos a ; - 1 


V 2 


In 


( 1 
v ^ 2 - 

V2t- 


( cos 2 x - 1)(2 cos 2 a ： — 1) 
2 


\/2t + 


1) 2 i 2 - 


+ C 


dt 


cost + 

例题 9.2.5 计算 / = 


1 ln 

\/2coax — 1 


V2 cos x + 1 


+ a □ 


cos 2 a ; 


da:, 


sin . 4 x + cos 4 x 

解 1 这属于上面的情况3,因此可令 t = tanx 计算 如下: 


1 


cos 2 怎 — sin 2 x 

cos 2 a : ■_ 

sia 4 x + cos 4 a ： cos 2 x 

cos 4 x 

1 In *: + , + 1 十 C 


dx 


' 1 
. "T 


tan ^ x 


dtanx 


1 + tan 4 T 

sec 2 \/2 tans 


In 


2\/2 ^ t 2 — \/5 f + 1 『 u 2-\/2 sec 2 x - v ^ tana ; 

上面最后一个积分利用了例题 9-1.8 中的结果. □ 

然而,本题如果用下面的解法，将更为简单. 


「1 一 t 2 
1 + t 4 


+ C ， 


df 


解 2 


cos 2 x 


( sin 2 x + cos 2 x ) 2 - 2 sin 2 x cos 2 x 


da : 


2 x )= 


d sin 2 x 
2 — sin 2 2 x 

+ a □ 


注上面的例题 表明, 求三角函数有理式的不定积分时，不必拘泥于所提到 
的各种变换,而应根据具体问题去寻求最适当的解法.下面我们再举一例 ■ 

例题 9.2.6 计算 / 二 sin 4 t dr , 

分析本题属于上面的情况3,但如果用变换 * = tanz 做，计算童较大.下 
面介绍两种解法. 
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解 1用分部积分法可进行 如下: 


sin 3 x d cos x ^ — sin 3 丨 cos x + 


cosxd sin 3 x 


o 

— sin x cos a ： + 3 

- sin . 3 x cos x + 3 

— sin 3 t cos a ; + 3 
* 

<□ 

— sin x cos a ; 4- 


2 


sin 2 3； cos 2 x da ? 
sin 2 x(l — sin 2 a ：) da : 
sin 2 1 ： dx — 3 j sin 4 x 
(1 - cos 2 a ;) dx - 3/ 


3 3 

= - sin 3 x cos x + -~-x —— j - sin 2 ar — 3/, 

£i *i 

i 3 3 

— ain 3 x cos x H - x —— ~ sin 2 j ! + C . □ 

4 8 16 

如果用三角函数的倍角公式,则不难得到下列更简单的解法： 

2 If 

J dx = — (1 - 2 cos 2 a ; 4- cos 2 2x ) da ; 
2COS2X+ 1 + 7 4X ) 如 


解 2 /= (上 


— cos 2^ 


10 


4 

3 1 1 

—— x - sin 2x H - sin 4 x + C . □ 

8 4 32 


9.2.3 无理函数积分的例子 

一般来说，无理函数的不定积分并不总是积得出来的.例如，即使看似简单 
的二项式微分式的积分 

a: m (o 4 - bx") p da ;, 

其中 A b 为常数， m , n,p 为有理数,也仅仅在 A ( m + l )/ n 或 ( m + l )/ n+p 为整数这 
三神恃殊情况下才能积得出来.其余情况下的二项式微^式都积不出来，见[ I 4 ] 
的第二卷267小节.在前面我们已经提到，对于型如 R ( x , Vax 2 + bx + c)dx 

(a ^ 0), 其中开为有理分式的不定积分，可以利用 Euler 变换或三角变换化为有 
理函数进行积分（见例题 9.1.1 的注 2 ).下面我们再举一些例题，说明如何对一 
些特殊的无理函数进行积分. 

例题 9.2.7 计算不定积分 | 
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解 


令 t = 



，则$ = 


2( f 2 + 1) 
t 2 -l 


8 f 

d：r - - ( t 2 11 1)2" d *' 因此 


: r + 2 


x V x — 2 


da ? 


f 

J ( l - i 2 )(l + t 2 ) 
2 1( tV -- 


dt 


l + t 2 


df = In 


l + t 


— 2 arctan t + C 


In 


+ 


x + 2 
x -2 


x + 2 
x — 2 


/x + 2 ^ 

- 2 arctan \/ - — + G 

V x - 2 


In + y / x 2 -4\ + arctan I ' ] + C . 口 


注对于形如 


R \ x^n aX ) dx (n > 1, ad - 6 c ^ 0) 的不定积分 t 

V CIP 十 


般只要令 f 


+ b 


V cx + d 

例强 9.2.8 计算不定积分 / 


, 就可以将其化为有理函数积分. 
f 1 _ +1 


(a;+ 1)(1+ 办 + 1) 


da . 


解 ♦ t = \/x + 1, 则 a ： = t 6 — 1, da := 份 5 dt 因此 


6(l-t s )t 5 
i 6 (l + t 2 ) 


dt = 6 


l - t J 


t(l + f 2 ) 


6 


(1 + £ 2 ) — t{t — 1) — t(l + 1 2 ) 


di = 6 


t(l + 1 2 ) 

6 (In | t | - In (1 + 1 2 ) + arctan t — tj+C 


t t 2 + l 


—— 1^ dt 


6 fin v^TT - — b(l + \/x + 1) 4 - arctan v^x + i - Vx+lJ +C 


3 In —— —^ LL =.~ +6 arctan v ^ a : + 1 — 6\^ + 1 + C . □ 
1 + y/x + 1 


注对于形如丑 (A V ^+ b , ^ a ^+ b ) dx 的不定积分，其中是自然 


数，可以用 * = + &,其中 p 是 m ， n 的最小公倍数，将其有理化- 

最后，我们举出一些被积函数既含有无理式，又含有超越函数(指数函数、对 
数函数、三角函数与反三角函数）的不定积分例题.对这类题，并没有固定的一 
般解法，只有根据经验，对具体问题进行分析和尝试，寻找合适的 解法. 
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例 廟 9.2.9 计算不定积分 J 


%/l + sin a ; da :. 


分析关键是去掉根号或化掉根号下的三角 函数. 我们介绍下列两种方法. 
第一种方法是用适当的三角恒等式，第二神方法是用代换法- 


解1 / 


’ sin 2 去 + cos 2 去 + 2 sin 去 cos 去 dx 


(sin ~ + cos —)dx 

£t A 

-2 cos 去 + 2 sin 导 + C . □ 

£t △ 


解 2 令 f = \/1 + sinx , 则 a ; = arcsin ( f 2 - 1), dx 


2t d£ 


V2i 2 - i 4 


•，因此 


1 

i. 


2t 2 dt 


V2t 2 - t A 




y /2^ 


- -2v"2 - i 2 + C= -2VV-sinx + C. □ 


例麇 9.2.10 计算不定积分 J 二 arctan 


a — x 
a + x 


dx (a > 0). 


解 1 用分部积 分法: 


x arctan 


x arctan 


x arctan 


a ■ 

- X 

a H 

卜怎 

1 a - 

- X 

a + x 


-X 

a + x 


1 


x - 


-2a 


+ 


+ T 


a — x 
a + x 

x 


a — x 
a + x 


(a + a ;) 2 


dx 


%/a 2 - x 2 


dz 


-™ \/a 2 — x 2 + C- □ 

£i 


解 2 令 ; r = a cost 则有 


a —x l — cost 

arctan W - = arctan 、/ ■ ：. . ：—arctan 


a + x 


1 + cost 


2 sin' 


2 cos 2 


- arctan { taii —)=— 

jL 


因此 


a 


d cos t = a ■ — cos f 
2 


a 


costdi 


at , ^ ^ 

=- T - cost — — suit + C 

£i 

—冬 arccos -- ]- \/ a 2 — x 2 + C , □ 

2 a 2 
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9.2.4 练习题 

. 用观察法将被积函数拆开后计算不定积分： 

r s 2 + x +1 


( 1 ) 

(3) 


x 


( a ; + l )( a ; + 2) 
da : 

"^^nT 


da ;; 


⑺ 

⑷ 


da ：; 


t (1 + x 2 ) 

4 x 2 +3 

{ x 2 + l )( x 2 + 2) 


di . 


2. 计算下列有理函数的不定积分: 

⑴ I 

(3) I 


x 5 — x 


"- dr ; 


(5) 


⑺ 


1 + a ： 8 
xdx 

Or+ 1)0^ 十 3) ; 
「 1 + x + x 2 
{ x -2) l ° 
da : _ 

1 + a ; 6 ’ 


dx ; 


( 2 ) 

⑷ 

⑹ 

⑻ 


dx 


x ( x n + ft ) 
x — 1 

( x 2 + 2 a : + 3) 2 
x 3 + i 


(a 笋 O ); 
dir ; 
da :; 


— 5 a ： 2 + 6 a : 
x + Z 


ar 


( a : 2 + ir + l)(x — 1) : 


4 r . 


3, 计算下列三角函数有理式的不定 积分： 
da ： 


⑴ 

(3) 

(5) 

⑺ 


1 + cosa ; 1 

da ; 

2 + tan 2 a ; 

sec x 

(1 + sec a :) 2 


dar ; 


sin 丨 cost 
1 + sin 4 x 


da ;; 


⑺ 

⑷ 

⑹ 

⑻ 


dx 


sim ? cos 4 x T 

t o 

tail x sec xdi ：; 


sin 2 x cos 丨 
sin a ： + cos x 
da : 

sin 4 x c (^ 2 x 


tb ;; 


4 . 计算 Poisson 积分 


- -r 


1 — 2 r cos a ： + r 2 


cLr (—1 < r < 1). 


5. 计算下列无理函数的不定积分: 

⑴ ■ ^ 

(3) 

(5) 


Vsm^cos7j ： 

\J tan 2 x + 2 dx ; 
dx 

yj { x - l ) 3 ( x - 2) 1 


(2) 

⑷ 

⑹ 


da: 


x \/2 x 2 + 3 
xe x dr 


VTTe ^ ’ 

f 


^ x+l 


dx . 
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§9.3 对于教学的建议 


9.3.1 学习要点 


1. 计算不定积分是微积分课程的基本技能之一.在计算机科学突飞猛进的今 
天，许多不定积分都可以在计算机上用 Mathematica , Maple 等软件直接 
求出.因此，许多教师在教“不定积分”这一章时， 可 能会产生这样一个问 
题：关于求不定积分的方法与技巧，究竟应该教些什么？本章的内容反映 
了我们对这个问题的观点.有兴趣的读者可以参看 美国数学 月刊，92卷 
(1985 年), 214-215 页中的意见. 

2. 不定积分的计算含有大量的技巧.这些技巧对于爱好数学的大学一年级学 
生往往有很大的吸引力.当然，学生需要进行必要的训练来掌握这一项技 
能，这对于今后的学习与数学素养的提高都是必不可少的.但是如果在这 
方面花费太多的精力与时间，特别是追求一些针对特殊类型不定积分的特 
殊技巧,则是枉费心机和得不偿失的.教师需要向学生强调，例如 


s” 1 d:, 
sin a ? 


dx , 

dar 


sin x 2 djx , 
cosx 


da: 


coex 2 dx i 
dx 


Inx 


y / l ~ k 2 sin 2 % ’ 
dx 


(1 + k 2 sin 2 x ) \/l ~ k 2 sin 2 


\/l - k 2 sin 2 a : dx , 

(0 < A : < 1) 


等在各种领域有重要应用的许多不定积分都不是初等函数.这些不定积分 
的可积性,就像中学时代遇到过的“用尺规三等分任意角”问题一样，不是 
未解决的难题，而是在十九世纪早已解决的问题.（关于二项式微分式除三 
种情况外不可积的证明见 [11] 中的第六章 .） 

3. 许多初等函数的原函数不是初等函数并不是坏事，而是好事.例如上面列 
出的许多非初等不定积分都是有重要应用的新函数，提供了新的数学工具. 

4. 利用求导运算是求不定积分的逆运算，而求导运算要容易得多，初学者在求 
得不定积分后应当用求导运算加以验证.这样就可以纠正绝大部分错误- 


5. 对习题课的建议 不定积分计算灵活多变，在学习中可以用一些不是很困 
难的题引导学生寻找多种解法.这对于掌撞基本技能很有好处.例如 


' da: 

' dx 

' sin 丨 da? 

J 妒 +外 ’ J 

sin i t 

sin a; + cos a; 
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都是值得使用的积分题.此>卜,根据教材和时间的情况还可以介绍双曲代 
换和复数计算方法等内容. 


9.3.2 参考题 


1•设尸 (sin 2 ar) = cos 4x + tan 2 0 < x < 1,求函数 f(x). 

2. 计算下列不定 积分： 


⑴ 


a：arctanxln(l + x 2 ) da：; 


⑶ 

(5) 


1，一 ㈣ 
' dx 

J sin(x + a) sin (a; + &) 1 


1 — la a : , 

⑺ j 杠 

(4) sin a ： In (sin x) da；; 

(6) , x(l 4-x") dX ( nSN +) ‘ 


3- 对每个自然数 n , 定义4 = J* dx , 求出计算 L 的递推公式. 

4. 对于实数 a _ 0与自然数 n > 2,定义忍= | dx. 

证明：对于4有递推公式 mm a 

^ 2 sin a __i r 

In = -— t - 4 - 2 十 2/ n 〜i cos a ， 

71-1 


其中 t 


sin (: r — a )/2 


sin (i + o )/2 

5 .设 Q 为 n 次多项式，且具有 n 个相异实根％, 
Q 不可约的 m 次多项式,且 m < % 证明： 


1,2,… t n. 又设 P 是与 


Q{ x ) 


cLc = 


P (^) 

Q ^^ i ) 


In jx ~ at：* I + (7. 


6 .求 / ㈤心， 其中 / ⑻为： r 到离其最近的整数的距离. 


7. Liouville 在十九世纪三十年代对于初等函数的不定积分在什么条件下是初 
等函数进行过深入的研究（参见[54])，他得到的一个结 果是： 


定理设/，9为有理函数， i? 不是常值函数，如果 JV ⑷泸⑷如 
是初等函数,则存在有理函数&使得 


| f{x) e ㈣ da; = h(x) + a 


试用这个定理证明： dx 和 j f dz 都是非初等不定积分（由后者又 
可推出哈也是非初等不纖 



第十章定积分 

这一章是一元函数积分学的基本理论. 

在 §10.1 节中利用可积性的三个充分必要条件对于可积函数类进行了深入 
讨论. §10-2 节为定积分的性质，主要是积分中值定理与在积分号下求极限.在 
§10.3 节中讨论变限积分与微积分基本定理. §10.4 节为定积分的计算.最后一节 
为学习要点和两组参考题. 

定积分的应用极其广泛，将在下一章中分专题介绍- 


§10.1 定积分概念与可积条件 

10.1.1 定积分的定义 

设函数/在^；间 hfe ] 上有定义. 

1. 称点集的一个分划，如果满足条件： 

a = To < a：i < - ■ • < a: u _i < x n — b . 

记 = a — a ； i _ i , i = 1，… ， ％并称 = max Axi 为分划 _ P 的 细度. 

如果 i = 1，…，则称 P 为等距分划. 

2 . 设 { xm … ， x n - u x n ) 为 的一个分划.对每个于 K 间 [ ai ^ Xi - i ], 
任取& G [而，而^]，则称 f 1* = 1，2,…， n} 为从属于 P 的一个介 

n 

点集; 并称和式或^ /(&)△& 为/在区间 [ a , b ] 上 的一个 

i^l P 

Riemann 和. 

71 

3. 设了为实数，且有 lim ⑸即以>0,35>0，对奶|< ( ?的 

㈣ 一 0 S 

! n I 

每个分划 a 以及对从属于尸的每个介点集（，成立 [-I <€ f 

i^l 

则称函数/在 S 间 [ aA 上 Riemann 可积 或简称 可积， 记为 

/ e 

并 称/为 /在区间 [ a , 6] 上的 Riemaim 积分或定积分, 简称积分，记为 

f(x)dx = I ^ / = /- 

J a J 3 
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注1在上述定义中，虽然仍然是用记号 iim , 但是这里的极限与以前的函数 
极限或数列极限是不一样的.主要区别在于,在函数极限或数列极限的定义中, 


自变量简单地就是$或&但这里对于每个确定的细度 IP !!, [ a ,6] 的分划 P 可 
以有无限多个，而相对于每个严介点集（的取法又有无限多个，因此就有无限 
多个不同的 Riemaim 和.尽管如此，函数极限和数列极限的许多性质,例如，极限 
的唯一性、极限运算与线性运算可以交换次序等,对于这种新的极限仍然成立. 


注2定积分 




m dx 是一个数,它的值仅仅与函数/以及区间 [〜&] 有 


pb 


关，而与积分变量 z 无关：在 
Mv - •，即有 

rb 

f { x)dx - 


f ( x)dx 中的; c 可以换成任意其他变量，例如 




rb 


/( ㈣ 


f { u ) dw 


10.1.2 可积条件 


利用积分定义中介点集的任意性就可以得到可积的一个必要条件. 

命题 10.1.1 设/ e i £[ a ,&]， 则/在 [ M ] 上有界 - 

证 若记 P /(4 = J , 则从可积定义知道，对于 e = 1，存在一个分划 

使得对于从属#这个 P 的任何介点集$均成立不等式 

n 

<L (10-1) 


以下只要证明/在每个 A = [^-1,^] 上有界即可.对于确定的于区间 k 固定 
所有匕 （ A ： 就可以从不等式 (10.1) 出发对于/⑹作出估计如下： 


1 

^Xi 


(，- 1 -E ■△办 )< 卿 


< 


Axi 


( J + 1 _!>(&)△〜)■ 

k 羊 i 


由于的任意性，可见/在厶上有界. o 

为叙述可积的充分必要条件,需要引入以下概念.设函数/在氐间 kb ] 上 
有界 ， P = {^0^1."' 为 [ a ，6 j 的一个分划，对 i = 1，…， n ， 记 

Mi = sup{/(a：) I x e 而] } 与 = inf{/(ic：) J x e [ 而 —a ；,]}， 


n 

称叫 =Mi - mi 为 f 在 [^_ ：! ^]上的振幅，^叫 Aa 为/的振幅面积. 

在一般的分析教科书中对下面两个最常 可 积充分必要条件都有 证明- 
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命题 10-1-2 (可积的第一充分必要条件）有界函数/ e R [ a , b ] 的充分必要 
条件是 

n 

lira > = 0. 

命® 10.1,3 (可积的第二充分必要条件）有界函数/ e R [ a , b ] 的充分必要 
条件是对每个 s > 0,存在区间 [ a , b ] 的一个分划 P ， 使成立 

< s. 

p 

n 

注1条件“ lim - 0" 是指> 0,3<5 > 0,对 [ a , &] 的任意分 

㈣ 一 0 3 

划只要 ||Ai < A 就都成立< £”.而在可积的第二充要条件中对于 

每一个给定的 e 只要存在一个^ 划尸 就够了.因此，要证明给定函数的可积性， 
用可积的第二充要条件方便得多- 

注2在数列极限或函数极限的收敛定义中似乎没有与上述第二充分必要 
条件对应的结果，但是对于单调数列却有类似的 结果. 例如，单调增加数列 {〜} 
收敛于数 a 的充分必要条件是：对每个^ > 0,存在数列的某一项使成立 
这个结果已用于例题 3.1.1 中.这个类比并非 偁然. 可积的第二 
充分必要条件就是来源于 memaim 和对于分划的某种“单调性”.对此有兴趣的 
读者可以参考 [14] 第二卷附录2中的 Moore - Smith 收敛‘ 

利用上面的充要条件,就可以证明关于 Riemaim 可积函数类的三个结论： 

1. 设 / ec >，6], 则 

2. 设/在 K &] 上有界且只有有限个间断点，则/ S 只 M ]- 

3. 设/在 [ a , bl 上单调，则/ e &]■ 

另一方面，设乃⑻为 Dirichlet 圉数（见 4.1.5 小节题11)，则对任意区间 
[ a , b ] 以及 [ a , b ] 的任意分划尺当6均取有理数时，有乏 & 而 

P 

当& 均取无理数时，则有乏]/⑸△而= 0. 因此振帳面积总是等于 b - 由此 

P 

可见， Dirichlet 函数在任何有瑕区间 [ M ] 上都不可积 ■ 

下面是另一个可积充要条件，它在讨论较为复杂的函数的可积性时，往往比 
第二可积充要条件更为方便 ■ 

命腰 10.1.4 (可积的第三充分必要条件）有界函数/ e R [ a y b ] 的充要条件 
是 vm > 0,存在 K &] 的分划尺使振幅不小于1的子区间的长度之和小于^ 
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证设在上有 m < / ㈤ < M . 

先证充分性.对于 e > 0,取 

,_ £ _ € 

6 2(M — m) ” — 2(& — a) * 

根据条件，存在 [ a ， b ] 的分划戶，使振幅不小于^的子区间的松度之和小于 〆 （参 
见图 10.1) .对戶，用 E ' 和 E " 分别表示在积分和式中对振幅不小于^的子区 
间和对振幅小于^的子区间求和.我们有 

uJiAxi ^ (M — m)^ < (M - 

> c^iAxi < 7}} Axi < 7}(b - a). 

合并得到 

^ (M — rn)s f + ^(b — a) < e. 

由第二可积充要条件可见 / 在 [ a ，6] 上 Riemann 可积. 

再证必要性.设/在 [ a ，&] 上 Riemann 可积,则由第二可积充要条件，对给定 
的^ > 0,存在 &] 的分划 A 使 E 岵△% <叫用 E ' 表示对振幅不小于 V 

的子区间求和，则 P 

rj^y] Axi ^ ^ uJiAxi < y^UjAgi < e-q. 

P 

因此 E < e , 即振幅不小于 q 的子区间的长度之和小于 s . □ 



图 10.1 

对于有无限多个间断点的函数，用第三充要条件来讨论其可积性比较容易. 

例睡 10.1.1 证明函数 

务-[士]， ^6(0,1], 

X X 


/(尤）= 







在 [0, lj 上可积 
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分析虽然/在10, 1] 上有无限个间断点,然而由于这鹽间断点可以看成为 
收敛于0的数列，因此可用总长度任意小的有限个区间把所有间断点覆盖住，这 
就是下列证明的要点. 

证对给定的 m > 0取 n 充分大，使得 


将区间 [0, 1] 分成 [0 ⑷和 [M. /在 [M] 内的所有间断点是 {l/i h = 2, ■ ■ ■ 

用包含于汍 1] 中的1个互不相交的开区间覆盖这些间断点,并要求这些开 
区间的总长度小于 V 2 (见图 10,2) .从[0，1]中挖掉这些子区间与 [0,5), 剩余的 
部分是 n 个闭于区间.因为/在这些闭子区间上一致连续，因此我们能够将这 
些于区间细分为更小的子区间，使/在每个子区间上的振幅都小于 r ?. 上面所有 
子区间的端点构成 [0,1] 的一个分划.其中振幅不小于 D 的子区间的长度之和小 
于 e , 由可积的第三充要条件可知/ € &]. □ 

3 


- B — 

i 丄丄丄 
Y i T" 2 

图 10.2 


这样我们就看到 Riemann 可积函数可以有无限多个不连续点.不仅如此，这 
些不连续点的分布还可能比例题 10.1.1 中的情况复杂得多.例如，例题 5.1.4 中 
的 Riemann 函数以所有的有理数点为间断点，但它仍然是可积函数（留作下面 
的练习题). 

这里要注意，虽然有理数在数轴上处处稠密 } 但仍然可以用总长度任意小的 
开区间族来覆盖.不过这时开区间的个数不是有限个，而是可列个.关键用有 
理数的可列性,先将它们记为一个数列 { r „}. 对于给定的 e > 0,用长度的 

开区间覆盖点 n ， 用长度的开区间覆盖^…，用长度的开区间覆盖 
如此进行下去，就可以覆盖所有有理数，而所用的开区间的总长度不超过二 

从可积的第三充分必要条件不难得到下面对于可积函数的很一般的刻画- 

命题 10.1.5 设函数/在区间 [ a ， fe ] 上有界,如果/的所有不连续点可以用 
总长度任意小的至多可列个开区间覆盖，则/ € R [ a , b ]. 


304 


第十幸定枳分 


证 对于给定的^ > 0,先用总苌度小于 f 的有限个或可列个开区间覆盖 
f 的所有不连续点.然后对于每个连续点，设为吻，用一个邻域 0( 邱）覆盖，且 
要求/在这个邻域上的振幅小于1由于/在点吻的连续性,这是能够满足的. 

对于毎个连续点都取这样的邻域，于是所有这鉴邻域和覆盖不连续点的开区 
间一起就构成为区闾 [a,&] 的一个开覆盖,记为 {04 - 

利用加强形式的覆盖定理（即命题 3.5.2), 存在 Lebesgue 数乂 使得在区间 
\^ b ] 中的相距不超过/5的任何两点可以用开覆盖 { O n } 中的某一个开区间同时 
覆盖‘ 

对于区间取细度不超过 J 的等距分划这时每个子区间被开覆盖中 
的一个开区间所覆盖-如果子区间是由原来覆盖不连续点的开区间所覆盖，则这 
类于区间的总长度必小于 e. 而覆盖所有其他于区间的开区间都是原先用于覆盖 
连续点的邻域，因此/在每一个这类于区间上的振幅小于4 
根据可积的第三充分必要条件可知/在 [a, b ] 上可积. 口 
注 在实变函数论中，如果一个点集可以用总长度任意小的至多可列个开 
区间覆盖,就称这个点集 为琴测度集. 如果某种性质在一个零测度集之外成立， 
就说这个性质几 乎处处 成立*应用这些术语,我们就可以叙述实变函数论中的 
Letesgue 定理，它给出了 Riemann 可积函数的完整刻画，非常有用. 

命题 10.1.6 (Lebesgue 定理）若函数/在 1M] 上有界，则/ € 的 
充分必要条件是/在 [aA 上几乎处处连续. 


这个定理的充分性部分就是上面的命题 10-1.5. 其必要性证明简述如下（对 
细节有兴趣的读者可以参考 M). 

必要性的证明 设/ e 札则从积分的第三充要条件可知,对于 m > 0 
存在分划尺使得其中振槁不小于 U 的子区间的长度之和小于^利用函数在一 
点的振幅概念（见 5.L1 小节的第5点)，可见/的振幅超过V?的不连续点或者落 
在振幅超过的子区间内（而所有这类子区间的总设度小于 s), 或者是分划 P 
的某些分点.再增加几个松度充分小的开区间来覆盖这些分点,就可以用总长度 
小于 e 的有限个开区间将所有振幅超过V的不连续点全部覆盖住. 

现在取％ = l/2 n t £n = e/2", 并対毎个 n 重复以上过程,就可用总长度不 
超过 e 的至多可列个开区间覆盖/的所有不连续点.由于这对毎个 e > 0都能 
做到,因此/在 [ a ， b ] 上几乎处处连续. □ 

10.1.3 练习 H 


对下面的前10个题来说,每题至少可以有两个解法.其中的一个解法是从 
定积分定义出发，而另一个解法是以 Lebesgue 定理（命题 10.1.6) 为根据的，这 
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两种解法的思路很不一样.初学者通过这样的训练既可以熟悉定积分的基本出 
发点，又可以学会如何应用 Lebesgue 定理和有关的概念去处理一般的 Riemarm 
可积函数.对于今后遇到的有关可积函数的问题都可以如此考虑. 


1.设 



x 是有理数， 
^是无理数. 


问/在 [0,1] 上是否可积？ 

2.设 E 且/的值域为 [ a ， b ]， 问 p 。/ 在 [ a ， b ] 上是否可积？又若 

在>，&]上都不可积，问 ff 。/ 在 [ a ，&] 上是否一定不可积？ 

3* 讨论区间 [〜&] 上/，|/|，/ 2 可积性之间的关系. 

4, 设与/在 [ M ] 上仅在有限个点上取不同值，证明 邱^， 
并且 ff . 又问 :如果 /和 p 在 [ a ,&] 上几乎处处相等，例如只在 
所有有^理数点°上的函数值不同,则是否有相同结论？ 

5■设 / e R [ a , b ], 且对每个 ( a , p ) C ( a ，/3)， 使 f ( xi ) f ( x 2 )^ 0 , 

问定积分的值是多少？力什么？ 

J a 

6, 设 p € i? [ ft , 6 ] f M = sup §( x ), m = inf g { x ), 如果 m < M , / G C [ m , M ], 
证明： f °9 ^ 

7 . 设 / G iihb ]， 且 1// 在上有界，证明： 1// € ^,6]. 

5 . 设/在上有界,且其所有间断点构成一个收敛数列,证明：/ 6 

9. 设/在区间 [a j 的每一点的极限都存在且为零，证明：/ e 叫〜句且 

/ = 0 . 

10. 证明： Riemann 函数（见例题 5,1.4) 在每个有限区间 [ a , b ] 上可积. 

11. 对连续函数，能否如下定义定积分:如果/ e C [ a , b ] 且存在实数厂使 


b-a ^ i 、 

lim - > / a H - [o — a) 

rt^oo n ^ V n 

»=i v 
'b 

则且 f ( x ) dx ^ I . 


①因此对于在 [ a , b ] 上的有界函数，如果它在有限 l 个点上没有定义，我们可以采取补充定义的 
方法进行讨论.这时的可积性和可积时的积分值与补充定义的具体做法 无关- 
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12,设 /，£? € ^[(1,6], P = {a; 0 ,a：i， …，: r n } 是区间 [a,6] 的分划，证明 i Ve > 0, 
35 > 0,使对于满足 ||P|j < <5的任意分划成立 


71 

J^/{a: fc )sin(p(2 fc )AT k ) 

k=l 


k b 

f{x)g(x)dx 


< e . 


§10.2 定积分的性质 

本节只列出最重要的两个积分中值定理，介绍一般书中不放在正文中的两个 
基本性质,并讨论第一中值定理的中值（的取值范围.此外还介绍积分号下取极 
限的几个重要例题.关于积分中值定理的应用将在 10.4.5 小节作专题介绍. 


10.2.1 积分中值定理 

命題 10,2.1 (积分第一中值定理）设 /，tf €丑[«，札且 p 在 [d，&] 上不变号, 
则存在 77€/([M]H[m，M]， 使 


rb 


/( 咖⑷ dx = rj 


rb 


g(x) dx. 


如果 / e C[a, b\gG R [ a , b ] 且在[(^]上不变号，则存在 € € [a,6] ， 使 




rb 


f{s：)9{x)dx = f{0 


特别是，如果 / e C[a,b], 则存在 $ e [a, &], 使 


g(x) dx. 


( 10 . 2 ) 


rb 


f(x) dx = f{^){b-a). 


注与微分中值定理(见 §7.1 节)作比较，自然会提出一个问题:在（10. 2 )中 
的€ e [(^]能否改进为《 e (a, 6)? 答案是肯定的.证明见下面的例题 10.2.2. 

命腰 10.2.2 (积分第二中值定理）设/ e 在 [a, 句上单调,则存在 

G [M], 使 


rb 


rS 


/(x)sb ) 如= ( a) /(x) dx 十沒 (6) 


rb 


f(x) dx. 


特别是，如果 g 在 [a, W 上单调增加且 > 0,则存在 € e [a， 6 ]， 使 


rb 


f{x)g(x)dx = g(b) 


rb 


/ ㈤ 如 ; 


如果 s 在 b] 上单调减少且？(岣 > 0,则存在 e e h &]，使 


f{x)g(x) da; 二咖) 
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注积分第二中值定理的条件有几种彤式.上述形式的诬明可在很多教科 
书中找到，例如 [251 上册297〜299页.证明中一般需要用 Abel 变换（见[明]第一 
章)-但在实际应用中往往不需要这么强的形式.本书中只对形式为 e C \ a , 6], 
5在[«,句上可微且 5' ⑷ < 0 ( 或 > 0 )， I e ( a , br 的条件作出证萌.这时只 
需要用积分第一中值定理即可（见例题 10.4.11), 且中值的取值范围也可改进为 
i e ( a , 6). 


思考邇 

1. 举例 说明： 在积分第一中值定理中5的保号性条件不满足时，定理的结论 
可以不成立. 

2. 举例 说明： 在积分第二中值定理中9不是单调函数时，定理的结论可以不 
成立. 

10 . 2.2 例題 

下面一个例题的结果是定积分的一个基本性质.它对于连续的被积函数是 
平凡的.对于一般的可积函数则可以用积分定义中介点集的任意性得到. 

例腰 10,2.1 设 / e H [ a , b ], 且 / = / f ( x ) dx > 0 t 则有子区间 C 
和 M > 0,使在 S 间 [ c ， d ] 上成立/⑷> p 

证 1从积分定义可知，存在 [ a ， 的一个分划 P = {抑,…，〜}，使得对 
从属于 P 的任何介点 集纟， 成立 

> 4 - > 0 - 

i=i 

记叫 = inf ， f ( x \ i = 1,2,…， n， 并对于上面的和式取下确界,就得到 

n / 

— > 0 . 

T=1 

显然在和式中至少有一项大于 0. 设这一项是第 A: 项，则就可取 " = m fc ，[c，rf] = 

[办_1，〜]‘ □ 

证2用反诬法.若结论不成立，则（由对偶法则）对子每个 A > 0和每个子 
区间 [ c , d ], 存在 f e [c, rf], 满足 /(O < P 在/的 Riemann 和式中对于任何分划 

都取满足这个要求的介点集，这样就得到 f f ( x ) dx ^ fi ( b - a ). 由于 y >0 是任 
意的，因此只能得到 f f { x ) dx ^ Q , 与条件矛盾. 口 
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注 若在教科书中有上、下和的 Daxb 01 ax 理论，则上题的证明可更为简单. 
在上一个例题的基础上就可以解决关于积分第一中值定理(命题 H) 么 1) 中 
的中值取值范围问题. 

例题 10,2.2 (对积分第一中值定理的改进）如果 / e C [ a , b],ge 珂1&]且 
在 [A b] 上不变号，则有V e [m, M] = /([a, &]) 使得成立等式 

/(x)p(s) ds - t ? g ⑷ da；, (10.3) 

•- Q > J Cl 

而且一定存在 U ( M )， 使得二/⑹. 

证 在此没有必要重复积分第一中值定理的经典证明过程,下面只讨论一个 
问题：能否在开区间 （a，6) 内取到中值 
下列三种情况 f 平凡的，不需要多讨论. 

(1) 如果积分(%⑷如= 0,则从积分第一中值定理可见 (10.3) 左边也等于 
0,于是《可任取， g 论已成立. 

(2) 如果/在 6] 上的最小值和最大值相等，即有 m = M, 则/为常值函 
数， 因此纟 也可任取. 

(3) 如果 m < M t 且在等式 （10.3) 中的# (m，M)， 则从连縷函数的介值性 
可知存在 ( a, 6) 使得/抝=巧. 

要讨论的只是以上三种情况之外的问题.不妨设在区间 [aj] 上非负，且 
有 p ㈤ da: > 0. 又设 m < M , 乱不妨只讨论情况二 m. 

U 例题 10.2.1 知道存在子区间 [ Cl cf] 和 M > 0,使得在上有 

g { x ) > /! > 0. (10.4) 

又由于 /(x) - m 和咖） 在 1M] 上均非负，因此从等式 (10.3) 得到 

fb rd 

0 = (/( 工)一 ^ i ) 9 i x ) ^ (/卜)一 dx > ^ { f ( x ) - m) dac > 0, 

J a J c J c 

可见上式最右边的积分等于0.由于/ e C [ c : d ], 这只能导致在 [c t d] 上成立 

f ( x ) = m . 

因此在 (c,d) c («,&) 中任取一点作为中值€即可. □ 

注 关于这个问题的讨论有许多 文献， 可以参考陴,蚓.在[叫中指出，若 
/的连续性条件改为只是可积,则结论不成立.而在 06] 中则 证明： 如果/既可 
积又有原函数，则仍有 C e (M) (这将作力本章的一个参考题). 

下一例题的结论与例题 10.2.1 具有某种互补性,也是可积函数的一个基本性 
质.从方法上看则需要用实数系的基本定理（参见第三章)- 
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例题 10.2.3 设非负函数/ e R\a, &], 且存在子区间 C [a,b] } 使得在 
k rf ] 上 /($) > 0,则有 

f(x)dx > 0. 

J Q, 

证只要对于 \cA = M 证明即可,因此假设在 [ a ，&] 上 <(岣 > 0. 

用反证法.这时已知/在 [ a ; 6] 上的定积分非负.如果有 | f(x) d X = 0, W\ 
可如下导致矛盾.首先，从例题 10.2.1 已知有 ^ 

f(x)dx >0^3[ c , d]c ( a t b ), 使得 f{x) >0 Vxe [ c , d ] (10.5) 

J a 

对于 e > 0, 在 (10.5) 中用 e - / 代替 /, 就可以得到 

fb 

0 = f(x) dx < er (6 - a )==> 彐 [ c ,$ C ( ct ,6), 使得 0 < f(x) < ^ Vx S [ c , ( i ] . 

^ ( 10 . 6 ) 

当然这时 / 在上的积分也是 0. 现在用实数系的闭区间套定理(见 P . 2 
节)，令〜= 1/ n , n € N +, 改记 [ c , d ] = [^, 61 ], 并对它归纳地用 ( 10 . 6 ) 得到 
{ k ， bn ]}» 使得对每个％在区间 K，bn ] 上成立不等式 

0 < /(x) < 丄 . 

n 

根据闭区间套定理，存在属于每个闭区间的点 C e ( a , b ), 也就是说对毎个 n 成立 

0 </(《)<+. 

但这样的/⑹是不存在的,引出矛盾. 口 

注如 10.1.3 小节开始所说，上面的例题 10.2.1 和 10.2.3 当然也都可以作为 
Lebesgue 定理（命题 10.1.6) 的推论得到.读者可以一试.但“杀鸡可不用牛刀”， 
因此我们只从积分定义出发给出它们的证明. 

10.2.3 积分号下求极限 

如果一列 函数九 ( x ) e R[a,b],ne^+, 又在 [ a ,6] 上处处有极限^焱(工）= 
f(x), 而且极限函数/ €咖,&]，这时经常会问下列等式是否成立： — 

lim f f n (^) da ; ^ f(x) dj ：* (10.7) 

Ja Ja 

这就是所谓积分号下取极限的问题，也就是 n — oo 的极限过程和积分（它也是 
一种极限）是否可交换顺序的问题.这类问题在数学分析和其他许多领域中都很 
重要， 
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“不幸”的是，对于问题 （10.7) 的答案是“不一定”.例如，设 

( 1 

n, 0 < a ： ^ —1 

fn(x) = 1 n 

0,— <工<1 或工 = 0， 
k n 

则对一切$ e [0, 1] 有 

/(s) = Yim f n (x) - 0. 

rt ― ►OO 

但容易验证 

pi rl 

lim / n (s) da; = 1^0= f(x) da:. 
r— w J 。 Jo 

这说明在考虑积分号下求极限问题时，我们不能随意将求极限运算与求积分 
运算交换顺序.对于这神交换极限顺序问题的一般性讨论，需要函数项级数和多 
元微积分的知识，将在本书下册进行.下面将通过一些例题，说明利用定积分的 
性质和一些技巧在目前已经可以解决其中的较简单问题. 

rn/2 

例题 10*2.4 证明 ： lim sin n 2 : 如 = 0. 

㈣ oc J 0 

由于本题的积分是定积分的重要结果(见例题 10.4.9), 因此可将本题变为普 
通的数列极限问题，而且还可以引用 2.3.2 小节的练习题 8. 但这种方法过分地 
依赖于定积分计算，积不出怎么办？所以我们下面要介绍新的方法. 

首先是从几何上作观察.在图瓜 3 中作出了 n = 4,20,100,500时的函数 
sin n r 的几何图像. 



图 10.3 


从图中可以看出，由于 sin " Y 因此对每个％函数 ^ ljiUx 在该点充分 

邻近的值一定接近 1. 另一方面，对于固定的: r 值，只要^小于则当 n 增加 
时函数值 sin n z 就很快趋于 0. 这就是下面的 “分而 治之”方法的几何背景* 

证按照数列极限的卜斤定义写出 证明. 
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对于给定的 e > 0,不妨设 e < Tt , 可以将积分分拆如下(参看囝 10.3): 



tc/2 


ti/2 

0( 

sin n xdx = 

sin n : r dr 十 

sin n x dx 

% 

a , 

o , 

(7!-e)/2 




( 10 . 8 ) 


由 0 < sin ^ < l f 可见 lim sin n 土 ^ = 0, 从而对上述 q 3 JV, 使 n >况 

2 71 — 00 Z 


时》成立 


因此 n > JV 时，就有0 在 


% * „ 71 — £ 6 

0< T sin ~^ _< T 


pi/2 


sin " a : dx < e , □ 


注 1 利用上、下极限工具(见 §3.6 节)还可将证明写得简洁一些.在 (10.8) 
的不等式中直接令 n — oo , 就得到 


0 ^ ligt 

R—+OC J 


r "/2 


sin " a : da : C lim 


flt /2 


£ 


sin " ^ . 


利用 e > 0 的任意性，可见上、下极限相等且为 0. 

注2在分拆积分时可以采取动态方法，例如在 [41] 中按照区间 

1 


[ 0 , 


TZ 


^/n 


:和： 


n 


it 


2 和， 


, 1 


拆成两个积分，然后分别证明它们（作为数列）当 n — oo 时的极限都是 0. 读者 
可以一试 • 

注3本题的常见错误 如下： 

证由积分第一中值定理， 3? e [0, j ], 使得 


tc/2 

Q 


^k/2 

sin " xdx = sin n ^ 

Jo 


da ：= 号 sin "^ ‘ 


不难看出一定有0 < sin ( < 1成立,因此得到 


r /2 it 

lim sm n a ： dx = lim ~ sin n ^ = 0. 

n—GO 、 Q n —2 

错误分析错误在于 6 不是常数,而是随着 n 的变化而变化的,应该记为 
当 n 4 00时,不难证明有 — <2,因此 3 in ft &是 1»型的不定式，回忆数 
列极限的内容，我们知道,从一个数列 M 的每一项满足0 < a „ < 1是得不出 
lim < = 0的（试举例). 

n—oo 

下一题是例题 2,2.4 在积分学中的推广. 
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例题 10.2.5 设非负函数/ e C[a, b], 证明: 


Hm 


f n {x) da ; 


= max {/( a ;) | a ： £ [ a , ft ]}. 


(10.9) 


分析设 M = I x e [a,b]}. 由于 M = 0 时等式显然成立，因 

此只要考虑 M > 0. 利用熟知的极限 jim ^ = 1 (^ > 0), 可见若存在区间 
k /?| C [« 7 bl 7 使在这个区间上有 


fix) ^ M , 


( 10 . 10 ) 


那么由 




f n (x) ^ 


「冷 


f n (x) ) > M(P — a) n M (n -+ oo ), 


问题便解决了.但 M 是函数 / 的最大值,因此一般来说 (10-10) 不可能成立.现 
在我们退而求其次 t 对0 < s < 将 (10.10) 中的 M 改为 M - £则不难实现. 
下而就是将这个证法写出来而已. 

证如果 /( z ) = 则所证等式显然成立.否则，设 M = max{f(x) \ x € 

Ml }, 则 M >0 ‘ 

对 0 < s < 3 [% /?] g [ a , 6], 使得 

M - e < f(x) ^ M , x ^ [ a ,/3 j . 

于是有 


rb 


f n (x) di ^ 




f n (^)<^) ^ > (M ^ e)(!3 ^ . 


对于不等式 


M(b_a) 七》 


r & 


r(x)dx) ^(M-e){P-a)- 


利用上、下极限工具就得到 


M ^ Hm f / n (x) dx\ > lim ( f n {x) dx\ 

n 一 oc } n-*oc \j a / 


^ Af — 


从 f 的任意性可见上、下极限相等且等于 M. n 

属于积分号下取极限的例题很多.下面的 Riemarm 引理是研究 Fourier 级 
数的基本工具,其证明在一般教科书中都可找到. 
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例题 10.2.6 (Riemann 引理）设 / € 则 


-b 

lim 


f(x)shipxdx 


rb 

— lim 


f(x) co&px dx = 0. 


这个结论可以推广为 


例题 10.2.7 (Riemann 定理）设 /,p € R [ a , b ] f 其中 p 是以 T 为周期的周 
期函数，则 


lim 

P— +°° J a 


f(x)g(px)dx^ 


T 


'T pb 

g{x) dx f(x) cLt. 
0 J a 


其证明留作参考题. 

需要指出，以上两个结果对于（第十二章中的> 广义可积函数/也是成立的. 
但这时要乘/还是绝对可积的. 


10.2.4 练习题 

1.设/ e CK 卟且对满足条件5⑷= 〆 &) = 0的每个函数0 e Chb ], 都有 


rb 


f ( x ) g ( x ) dx = 0, 证明 ： f = 0. 


rb 


/ ㈤ dx >0. 若有一个多项式 P 使 


rb 


P 2 (x)f(x) dx 


2. 设 /€ 丑 [ 〜 6 ]，且 
： l 0, 证明 ： P = 0. 

3 . 设 / e C[-l,l], 且对 [-1 ， 1] 上的毎个可积偶函数 P 都有 I f(x)g(x)dx 
03 正明： /是 [-1,1 ] 上的奇函数 . 


4. 计算极限 lim 


(1 - : r 2 广 da :. 


5. 分析例题 10.2.4 的条件和证明过程，试写出它的可能推广，并作出证明. 

(这是一道开放题，要求设计出一定的条件，使 lim |' 6 厂(岣心= 0成立.） 

6. 已知 & S [0,^-], n = 1,2,…且满足 ^ sin n xAr ^ sin n 计算极 

* ^ Jo 

限 lim . 


7. 设 / eq - i ， i ]， 測 

8. 设 / ec [0， il ， 计算： 


: Um 「 


h 


J h? + x 1 


f(x) da: — n/(0). 


(1) lim 


x n f(x)dx, 


(2) lim 


nx n f{^) da:. 
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9. 设正数列 {<[ 满足广:^如^计算极限^〜. 

n—+cc J q 1 

10■设 n e N +， 二=「 /2 计算极限 lim 

Jo SUIT n—oo 11171 

§10.3 变限积分与微积分基本定理 

本节的例题和练习题以变限积分方法为中心,而将以 Newton ^ Leibniz 公式 
为主的内容放在下一节中. 

10.3.1 主要命顢 

关于变限积分的主要结果是下面两个命题： 

命题 10.3.1 设/ 6 丑 ㈧ &], 则变上限积分 35 /⑷ 出 与变下限积分 j & / ⑴也 
都是 6] 上的连续函数. ° " 

命题 10.3.2 设/ € ii [ a , 礼 x e [ a , b ] 是/的连续点 ，则 

/(0 dt = f { x ). 

由此就给出了原函数存在的一个充分条件< 

命题 10.3.3 (原函数存在定理）设/ G CV , 札则/在沁,&]上存在原函数. 

命題 10.3.4 (微积分基本公式）设 P 在 [«,&] 上有连续的导函数，则对每个 
x € [ a f 6] ,成立 Newton-Leibniz 公式： 

F l { t)dt = F { x )- F { a ). 

J a 

在多数文献中将命题 10.3.2 和（或)命题 10.3.4 称为微积 分基本定理 .这是 
Newton 和 Leibniz 发现的.在他们之前,微分和积分的许多个别结果已经得到. 
但是只有当 Newton 和 Leibniz 发现了微分和 积分运 算的互逆关系之后，微积分 
才成为统一的整体并开始了全新的发展. 

比命题10. 3 .4更一般的是 

命题 10.3.5 设/ € i ?[ a t 札 F 是/在 [ a ,6] 上的一个原函数，则对每个 
x 6 [ a , &], 成立 Newton-Leibniz 公式： 

f f ( t ) dt = F ( cc ) - F ( a ). 
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注1这个命题也被称为微积分基本定理，但是它的证明完全 不箱要 关于变 
上限积分的命题.此外，两个条件缺一不可.关于这些问题有许多深人的研究，例 
如可以参考丨56]以及其中所引的文献. 

注2命题 10.3.5 可推广如下.设/ € R [ a , b],Fe C [ a , b ], 且除了有限个点 
之外满足条件= /,则对于每个 z € [^6], 仍成立等式 

r/Wdt=F(x)-F{ a ) f 


这有时称为广义的 Newton - Leibniz 公式. 

例如有 

J-3 (3 

sgn xdx ^ | a :| 二2, 

J-i I - 1 

思考睡 举例： （1) 可积函数未必有原函数; （2) 有原函数的函数未必可积. 


注由于有第一类间断点的函数不能是导函数，因此 (1) 是容易的.对于(2)， 
可以考虑在区间 [- U ] 上的下列函数的导函数是否可积： 


/ ㈤ = 



a : _ 0, 
a ; = 0* 


10.3.2 例趣 


在命题 10.3.1 中出现的变限积分不仅在建立微积分基本定 f 时有用 > 而且是 
一种非常有效的工具.对于/ e &] 引人变限积分 RaO = J /⑴牝则 F { x ) 

为上的连续可微函数.因此，我们就有可能同时用微分学>积分学的工具 
去研究它. 

下一题的证明和应用一般出现在二重积分理论中，但在这里用变限积分方法 
来证明还是很容易的 - 


例题 10.3.1 设 / £ C [0, +00), a > 0,证明: 


f(t) dt) da: = f{x)(a — x) ds. 


证将 a 看成非负变量，等式两边就成为变上限积分.当 a == 0时两边都等 
于0,然后将两边对 a 求导,右边求导后得到 



f { x)(a - x ) dx ) 




a 


ra > 

f{x) da ； — xf{x) da: 

Jo > 


/ ⑷如， 

0 


与左边求导结果相同，从 Newton - Leibniz 公式就得到所求的等式. □ 
下一题虽然不难,但很容易出错.先看正确的做法- 
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例题 10.3.2 设/ 6 a , b € ( AS ) 是/的两个连续点,证明: 


r !> 


lim 


/(^ + ^) ~ /⑻ 
h 


da : 


证要点是利用变量代换改变积分限,然后利用命题 10-3.2. 计算 如下: 




「 b /(x 十 fc) -/⑷ 

h 


叫 im 


^ 士 ( I # 一)如- 


rb 


f { x ) da ? 


lim — 
h -—+0 fl 


b-\-h 


/( x ) cLe 


?b 


lim ( 
k \ t 


m-m. □ 


f ( x ) dx 


/ ㈤ da ;) 
a+h 、 

/ ㈤ d 怎 
a J 


锚误证法分析下面的‘证法”是很有诱惑 力的: 


lim 
h -^0 



f{x + h ) - f ( x ) 


'ft 

dx = 

J a 


lim 你十 fc ) -/㈤ 

h ■— *0 /l 


dx 


J a 

请初学者注意：上面的三步推导中的每一步都是错误的，即犯了三个错误: 
(1) 没有根据就将求极哏与求积分运算交换顺序； （2) 对差商求极限时忘记了题 
中/只在两点连续，并无可导条件; （3) 即使/在上可导，但导函数也不一 
定可积,因此不能用 Newton - Leibniz 公式. 

下一题的第一个证明是引进变限积分方法的典型应用. 

例觐 10.3,3 设/ € C [ a ， b ]， 且满足条件 

'b 

x k f ( x ) da : = 0 (fc = 0,1， . ■.， n )， 

L (X 

证明：函数 / 在 K &) 内至少有 《 +1 个不同的零点. 

证1用数学归纳法.对于 n = 0,从| 6 f ( x)dx = 0和/ € 可见/在 

( a , b ) 上或变号,或恒等于0,因此至少有一°个零点 ■ 

设对于 n 的结论已成立，我们讨论 n + 1的情况.引入辅助函数 


巧工）= /(*) di , 


J a 
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这时 F(a) = 0.从/满足的条件 f 如= 0得到 F(b) = 0. 又从分部积分可 
见对 fc > 1有 ° 

2 ： k f(x) da; = [ ar fc dF ㈤= $4(x)1 — kx k ~ l F(x) dx 
J a J a l a J a 

■6 

― kx k ^ l F { x ) da ;, 


因此有 

r & r 5 

x k f{x) da: = 0 ac fe_I .F(j：) da: = 0, fc = 1, ••- ,n + L 

J a J a 

根据归纳假设 ; P 在 («,6) 内至少有 n + 1 个零点.将它们记为 ^i<x 2 < < 
工 n+1- 由于 a 和 b 又都是 F 的零点，改记 a = XQ, b - x n+ 2 , 并对 [a：i,a；i+i], 
i = 0，l, …， n + 1, 用 n + 2 次 Rolle 定理，就得到所要求的 n + 2 个零点， 口 


下面再给出不利用变限积分的一个诬明. 

证 2 用反证法.设有一个/满足所 g 题设条件，但其零点不超过 n. 

这时/不会恒等于0,闶此从条件 f f{x) = 0可见/在区间 K&] 内一 

定变号. " 

利用/的所有零点或其中的一部分，可以作出区间 [a , 的一个分划 

尸二 { t 0 ， xi ， … ，办}， 

其中吻 =a s x k =b, 中间的 fc 一 1 个分点都是 / 的零点，/在每个子区间上不变 
号,而在相邻的子区间上/的符号相反. 

由反证法前提可见 fc — 

对于分划 P 可以构造辅助多项式 


0 — Xi)(x -x 2 )--'{x- Xk^l)- 

9 关于分划 P 具有与/相同的性质：即在每个子区间上不变号，而在相邻的子 
区间上符号相反.这样就知道/ ■ S 在整个区间 [A b] 上不变号，因此 

f(x)g(x) dx > 0. 

另一方面，由于 P 是次数不超过 n 的多项式，从题设条件可见上述积分应当等于 
0,从而引出矛盾. □ 
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10.3.3 练习题 


1. 计算下列各题: 


⑴ 


\J 0 t J x= \y 


(3) lim 


(arctan t ) 2 dt 


0 


( 2 ) 


da; 


sint 


df; 


(4) _1 ㈣ 


e * 3 dt 




e 2 * a dt 


2 .设 / € C[«, b ], 且存在常数 M, t ? > 0, 使对每个 [^ 13 ] C Kb]， 恒有 




/(x)dx 




证明：/三0. ^ 

3 . 设 / e c[a ,&], 且在上满足不等式 /(w s £ m ^ 证明：在上 
f { x ) < 0. 

4. 设函数 / e C[0,7t], 且有 / ⑷ costdi = f f ( t)sintdt = 0, 证明； / 在 
(o t n) 内至少有两个零点 . 11 

5. 设/为周期函数，且于每个有限区间上可积,证明：变上限积分 


F (; r ) 


/⑺ di 


可以表示为一个周期函数与一个线性函数 之和- 

ro+T 


/(x)dx 的值与无关, 证晛 /为周期 


6 ■设 / e £7(-00,+00)， 且积分 
函数. 

7.设/ G (7(0, +oo), 且对任何 a,b> 0的积分| /⑷ da： 的值与 a 无关，试 
求函数 /. 




8. -g/ei?[a,6], 证明： 存在 C e [a, 札使成立 j / ⑷如 
说明这样的€在(《， &) 内不一定存在. 

9. 设/ e C[a ,6], 且处处大于0,证 明：在 上有 




/㈤杠并举例 


d 

da; 


(J 


f(x) dx 


rb 


dx 


/ ⑷ 


.) 


> 2 . 
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10. 设 a，b，c，d 均为多项式，证明: 


a ( t ) c ( t ) 


b(f) d(t) dt 


a ⑷ d(t) df 


b(t) c(f) dt 


可被 (z - l) 4 整除. 

、: t 

11， 设/ ■ e C(-0O, +OC) t = f(x) 

, c 

12 .设 / 在 [0, +oo) 上可微，且满足 f 

Jo 


m dt 且单调减少，证明：/ = 0. 
卿卜 + J : 聯’求 /■ 


§10.4 定积分的计算 


一般来说，从定义出发来计算定积分是不切实际的.本节以 Newton-Leibniz 
公式（见命题 10.3.4 和 10.3.5) 为基础,在前三小节中介绍定积分计算，在最后一 
小节则与定积分计算相结合介绍积分中值定理的应用.（有关不等式、积分估计 
和近似计算等例题见下一章 -) 


10.4.1 计算公式与法则 

与不定积分的计算法则相对应，定积分的计算法则有以下两个. 


命題 10,4.1 (定积分的分部积分法）设 u r (x),v r (x) £ 丑[〜札 则 
■t I b 「 6 

u(x)du(x) = u(a;}w(a:)j -J v(x) du{x). 


(10.11) 


注在应用上述公式时，如果《⑷ r(a) 或 i/(&)v(E >) 不存在 t 或者 u(;c)vO) 
在点 a： = a 或 a: = b 不连续，则可以将 u ⑷ w ㈤ G 理解为 «( x ) v ( js ) - 
lim+u ㈤ v(;c), (虽然这时 u ! (x)v r {x) 在点 x = a^x = b 不存在 t 但是由于函数 
个区间上的可积性以及积分值与其在有限点处的定义无关，因此这不会影 
响 u'ixyix) 的可积性以及积分值 .） 


命题 10.4.2 (定积分的換元积分法）设/ £ Ji[a，b], z = 3 (t) 在 [a ,/3] 上严 
格单调增加，〆⑷在 [1 別上可积,且满足 ff(a) = % 3(的= b ，则 

f{x) da: = /(ff ⑷)抑)出， 

J a J Qt 

注 i 如果 / e CK b], 则 s 的单调性条件可换为较弱的条件 p(k /?]) c K 6]■ 
两种情况的证明均可见 [ 4 i] 等教 科书- 
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注2尽管定积分的换元积分法与不定积分的相应法则在形式上是类似的, 
但两者还是有区别的,不能把前者简单地看成为后者与 N . L . 公式的结合.两者的 
主要区别在于：定积分的计算与积分区间紧密关联,不仅换元以后积分限要作相 
应的改变，而且在采用变换前必须考虑进行变换所需的条件在有关区间上是否 
满足.相对来说，应用不定积分的换元法时对此不必多作强调，只有当需要写出 
原函数时才会与区间联系起来. 

从下面的很多例子中可以看到,对定积分用换元法和分部积分法时往往能使 
一些积分项相互抵消，因此有时即使被积函数的原函数不是初等函数,我们仍然 
有可能计算出定积分的值.因此，定积分计算并不要求被积函数的原函数一定是 
初等函数，这与不定积分计算完全不同. 


10,4.2 例鹿 

t (/2 

例题 10.4.1 计算 / = sin x In sin x da :. 

Jd 


解 1 被积函数在^ = 0时没有定义,但是从 sim 〜 x (X — 0勹和 a ： Inz — 
0 (s ^ 0+) 可以知道被积函数在 z = 0 右侧有界. 

如果如下分部积分,则有 


n/2 

In sin x d {- cc © x ) = — cos x la sin x 
o 


n /2 f «/2 



cos a : din sin 


由于右边第一项为无穷太，因此不能解决问题.克服这个困难的方 i 法也很简单 f 
只要将上面的 d ( - cost ) 改为 d(l — cosa :) 即可.利用1 - cosa : 〜 — x 2 ( a : — 0)， 

即可计算 如下： 




lnsma ： d{l ^ cos x ) 


(1 — cos a :) In sin a ; 
r 的 


it/2 

o + 


f*/2 


(1 - cos a :) d ( lnaLna ：) 


o 


(l-cosx)--^-dx 


(一 sinx + 


smx 
sin i ： 


f *, 2 sin x cos x 
1 十 cos 丨 


dx 


o 


cos 


— [cos a ： — lnfl + cos i ：)] 


Jt/2 


dx 


ln2- 1. □ 


解 2 从作代换工 = 2 * 开始可计算如下: 
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^/2 

sinxlnsitixda ； = 


^/4 

2 sin 2 t In sm 2 t di 


o 


'it/4 

= 21 n 2 

Jo 


Jo 

sin 2 t di + 


^/4 pt/4 

2 ain 2 t In sinidt + 2 sin 2 t lncostdt 

o Jo 


(对第一个积分作代换 2 f = %对最后一个积分作代换 5 = y ~ t ) 


fll/4 

= 1 b 2 + 2 sin 2 t In sin tdt + 

Jo 


^/2 

2 sin 2 s In sin s ds 

n/4 


(利用定积分与积分变量无关的特点合并两个积分) 


n /2 

= In 2 + 4 sin t cos tin sin t di 

.0 


(对积分再作代换 ^t = u ) 


1b 2 + 


4u In ix du 


In 2 + 2 u 2 In u 


ri 


o + 


2 u dit = ln 2 - 1. 


□ 


注 1 本题解 1 中处理分部积分的方法具有普遍意义，因此要再强调一下. 
具体来说，由于两个不同的原函数之间只差一个常值函数，因此在分部积分公 
式 （10.11) 中左边的 u { x ) dv ( x ) 可改为 n ( a ;) dKx ) + C ), 其中 c 待定.利用这一点 
灵活性可以解决不少问题. 

^/2 

注 2有的文献将本题与广义积分中的 Euler 积分 (见例题 

12.3.5) 相联系.实际上本题是常义积分，且有初等原函数,^这与 Euler 积分的情 
况并不相同.但是本题的解2确实与例题 12.3,5 中的方法类似. 

下面是一个简单的题，但其中还是有不少知识点需要注意 ■ 

例趣 10.4.2 设 n 为大于1的自然数，求 [V - ^]) dx , 其中 ㈣ 表示不超 
itx 的最大整数. ° 

解由于被积函数在积分区间上只有有限个间断点，积分的存在性没有问 
题.但由于这有限个间断点是跳跃间断点，被积函数在整个区间上的原函数不存 
在（例题 7.1.1), 需分段计算积分.在区间[0, 1] ±, x -[ x \ 与函数 /㈦ = x 仅在 
点 ； r = 1处 有不同的值，因此它们的可积性和积分值相同，这样就有 

.1 ri 1 

(x — [ x ]) dx = xdx = 

Jo Jo 2 
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又由于$ - M 是周期为1的周期函数，它在每个长度为1的区间上的积分相同， 
所以就可以得到 


{x — [x|)da ： = ^ 


r2 


n 




(x — [^]) dx 


n \ 

I (x — [ x ]) dx 

n-lj 


n 


□ 


下面的例题说明,与计算不定积分一样，熟练地掌握初等代数或三角函数的 
运算公式，对于定积分的计算也是十分重要的. 


例题 10.4.3 在区间 ( 0 , tc ) 上定义 D n { x ) 
D n ( x ) da :. 




2 sin 


x 


■ f ne N + , 计算 


解虽然队⑷在: r = 0 时无定义,但容易证明 ^lim D n ( x } = (2 n + 1)/2, 
因此 1^(4 在 [0, tu 〗 上可积.直接对 D n { x ) 积分是困^的,我们作如下变换.利 
用三角恒等式 


2 sin (备 + [ cosfcx = sin 


.(2 n + l ) a ： 


2 


就可 以将乃 n 分解如下: 


D n ( x ) = — 4- y^cos kx . 


逐项积分就得到 




D n ( s ) dx 




+ 2_] cos kx dx 


k=l 


ti/ 


( 10 . 12 ) 


cos kxdx 


K 


□ 


注以上积分有时也称为 Dirichlet 积分，其中的被积函数称为 Dirichlet 
核， (10 J 2) 又可写成 

(2 n 十 

—— %— dx , (10.13) 


r% sm ■ 


% 


o 2 sin 


2 


Dirichlet 梭与公式 (10,13) 在积分理论与级数理论中有重要的应用. 
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下一题虽然是对变限积分求导,但是不能直接应用命题 10.3.2. 同时它也表 
明，该命题只给出了变限积分可导的充分 条件. 变限积分在被积函数不连续点上 
仍然可能是可导的. 

例题 10.14 设作)=「 sin 冬出，求 ^(0). 

Jo t 

解由于 z = 0是被积函数的间断点，不能用対变动上限求导的方法来求 
^(0), 而只能按照定义来计算导数.根据定义 F (0) 0,而当： r # 0时，由分部 

积分公式可以得到 



尸彳 0) = Um 


F{x) - F(0) 


lim x cos —— 

x-*Q+ X 


cos 一 dt 

lim --- 

i—0+ X 


右边的第一项极限明显为 o . 第二项是 j 的不定式，用 L'Hospital 法则就得到 
结果是 0. 因此 F 7 ⑼= 0. □ 

注泸 (0) 的计算也可以如下进行：虽然函数 cos +在 t = 0没有定义，但 
是可以补充定义在该点的函数值为 0. 这时 (10.14) 中最后一个积分的被积函数 
在 f = 0连续,从而可以直接用命题 10.3.2, 


10.4.3 对称性在定积分计算中的应用 

设积分区间关于原点对称，例如为 [- (a > 则容易知道，当被积函数 

/是奇函数，即其图像关于原点为中心对称时,就有 f f { x)Ax = 0;而当/为 

J 一 a 

偶函数 ; 即其图像关于 2 /轴为对称时，就有° f ( x ) dx ^2 a f ( x ) dx . 

如果将以上的对称性进一步推广，则对些积分的计臺是很有好处的.下 
面我们会看到利用对称性可以计算出被积函数没有初等原函数的某些定积分.在 
举例之前先列出三个简单而有用的事实，证明从略. 

命親 10.4.3 设函数/在区间 [^6] 上可积,则成立 

f 办 r6 

f(x) dx — f(a + 6 - x)dx f 


a 
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特别当积分区间为[0, 时则有 

、a ra 

f(x) dx = f(a — x) dx. 
Jo Jo 


命政 10.4.4 设函数 / 在区间 [0,a] 上可积,且有八 ：c) = fia-x), 即关于区 
间的中点为偶函数(也就是关于直线^ = a/2 为偶函数),则成立 

f[x) dx = 2 f(x) dx, 

0 i o 

命題 10.4.5 设函数 / 在区间[0,4上可积，且有/⑷= -f(a-x ), 即关于 
区间的中点为奇函数，则成立 

、<L 

I = f(x) dx = 0. 

Jo 

例 H 10.4.5 对任意两个不同时为零的实数 a，6, 计算 


COST 


lo \/ a 2 sin 2 x + b 2 cos 2 x 


da . 


解由于被积函数关于积分区间的中点 f 为奇函数,因此用命题 10.4.5 即 
知该积分等于 0. □ 

下面两个定积分的计箅题是利用对称性的典型例题.由于被积函数的原函 
数不是初等函数，因此不可能用 Newton-Leibniz 公式直接计算. 

例題 10.4*6 计算/ = f , 如. 

Jo 1 十 CO^iE 


解被积函数中除去因子:^后的部分关于直线 y 为偶函数.而因子^ 

关于点 （ f , f ) 是奇函数.因此若将因子$换为 ; T - 整个被积函数就是关 

于区间中点的奇函数，从命题 10.4.5 知积分为 0. 这样就有 


0 

T 


(^- -5-^ sinx - it 
—~~^—— cb 十 I 

1 + cos 2 x 2 

sinx 

0 1 + cos 2 x X ' 


唭 sin / j 

o l + coe 2 产 


注一般书中对本题的方法是直接作代换 x = n - t , 实质上与上述解法完 
全一样，而能杏成功的关键是对称性. 


广1 

例埋 10.4.7 计算 J = 


0 


ln(l + x) 
I + x 2 


dx. 
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解1作代换 a : = tani , d^c = sec 2 f dt , 就得到 


f 1 ln(l + x ) 
1 + a : 2 


da : — 


pic/4 


ln(l 十 tant ) di . 


为了知道被积函数 /在积 分区间 [0， a ] 上是否具有某种对称性，只需要观察/(心 
^)-计算得到 


由此可见 


lnll + tan( T -' )]=lll ( 1 + TT^-) 

= ln 2 ™ ln(l 十 tanf ). 


ln(l + tant ) — —' In 2 


In 


2 


1 + tant 


(10.15) 


关于区间 [0, 的中点是奇函数.应用命题 10.4.5, 函数 （10.15) 在该区间上的 
积分为0,因此就可得到 


flC/4 


[In (1 + tan t ) — In 2] dt + 


r «/4 


2 


ln2dt 


7 C 


In 2. □ 


下面的恒等式在作代换 tan ^ = t 之后就得到关于广义积分的恒等式,很有 
用处（见 12.5.2 小节第一组参考题 1). 

例题 10.4.8 证明：对任意实数 a 成立恒等式 


[ H /2 


da ; 




dx 


pn/2 

0 1 + cot® X 


n _ 

T 


1 0 1 + tan a x 

证容易证明两个积分相等，因此下面只要计算第一个积分.从 
1 1 tan * t . 1 


1 + tan ° (— - X ) 1 + cot fl x 1 + tan °x 


十 tan ° x 1 


可见第一个积分的被积函数减去1/2之后关于区间中点为奇函数，于是就可以 
用命题 10-4.5 得到 


dx 


r */2 

o 1 + tan 0 x 


H /2 / I 

□ \ 1 ~ f - ta 


2 


da ; + 




2 


da : 


TL 

T 


□ 




+ tan 0 x 

10.4.4 用递推方法求定积分 

设有一列函数 fn ( x ) £ R [ a : b ], 其中下标 neN + 为参数.为了计算积分 


fn(x)dx i 我们可用各种方法将下标为 n 的积分 


rb 


/ n ( a :) da ; 化成与下标 k<n 


的积分 


「6 


h (^) dx 有关的表达式（即 递推公式). 继续如此做下去,就有可能将问 


题化为求下标最小的一个或几个积分.计算定积分的这种方法，称为递推方法. 
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例理 10.4.9 计算忍 


fTt/2 


t/2 


sin n ardit = cos^t da;. 
0 Jo 


解两个积分相等可以由换元古 


It 


Ir , 


[n/3 

0 


X 得到.由定积分的分部积分法, 

it/2 p/2 


sin tl ~ 1 xd(-cosx) = -sinUrccosz 51/2 + f cosxdfsm^ 1 x ) 

o Jo 


f n/2 


=(n - 1) j sin " -2 j : cos 2 a；ds = (n - l )/ n _2 - (n - l )/„, 

移项后得递推公式 t 


i ? — " 1 

In = —In-2 (n > 2). 


n 


重复使用上述公式并由于 

p /2 


/o 


n 


t/2 


就得到 


In 


dx = h 
o L 


(n- 1)!! 

，!！、■■， 

(n - 1)!! 

~~^ 2 


= sinrrdx ; l t 
, o 


n 为奇数； 

t n 为偶数 .口 


(10.16) 


注 请初学者注意,在定积分的计算中，公式 (10.16) 经常有用，因此需要记 
住这个公式并能熟练应用.此外,忍在 n 为奇数和偶数时的表达式不同是今后 
导出 Wallis 公式的关键(命题 1L4.1). 

例理 10*4.10 设为自然数，计算含双参数的积分 




ri 


x 


m — l 




解令 ^-1 dx = dv , (1 - a; 广 1 = %进行分部积分，得到递推 公式: 


B ( m ^ n ) 


a: m (l - x ) 


n—1 


m 


n 


m 


Jo 


da: 


n 


m 


B(m + l，n — 1 )， 


连续应用上述公式,得到 


m(m + 1) - ■ ■ {m + n — 2) 


B(m + n — 1,1) 


( n - l )\ 


x 


m+n—2 


dx 


m(m + 1 ) … （m + n — 2) 

_(n-1)! _ _ 

m(m + 1) * • ■ (m + n - 2 )(m + n — l ) (m + n — 1)! 


(n. — l)!(m — 1)! 


□ 



§10.4 定积分的计算 


327 


注读者可将本题与例题 9.1.10 比较,以看出定积分的分部积分法与不定 
积分的分部积分法之间的差别. 


10,4.5 积分中值定理的应用 


同微分中值定理一样，积分中值定理在数学分析中同样十分重要.应该指出， 
应用积分中值定理的例题五花八门，举不胜举，其解题的方法与技巧也多种多样, 
在研究生入学的数学分析试卷中更是经常出现.由于篇幅限制，我们不可能举出 
大量这样的例题,希望初学者能通过模仿与实践,举一反三，拓宽自己的思路.以 
下只是一些初步的例子，更多的应用见下一章. 

首先给出积分第二中值定理的一个证明，它同时也是积分第一中值定理的典 
型应用. 


例题 10.4.11 设/ e C [ a : b], Q 在区间 [ a，6] 上可微且 g ^ x ) ^ 0,则有石 G 
(«, f>), 使成立 


rb 


/(咖㈤ dx = g { a ) 


「4 


rf > 


f { x ) dx + g ( b ) 


/( 工） dx. 


证在积分 


rb 




/(a?)9(x) da: 中，令 dw = /(a;) d®, w = 3(工)，作分部积分： 

rb 


f { x ) g ( x ) d^: = \ g ( x ) 


m dt 


g , ( x ) F ( x ) da： 


9( b ) 


rb 


f ( x ) da: - 


「6 


g f ( x ) F ( x ) dx. 


注意到变限积分 F (^) 


f { t)dt 的连续性与 g ^ x ) ^ 0, 对右边最后一个积分 


用积分第一中值定理(及其改进)，知道存在《 e K&), 使得成立 


^⑷尸 ㈤ 如= i 7 ⑹ 


dT 




re 


f ( x ) da:. 


因此得到 


ri> 


f { x ) g { x ) dx = g ( b ) 


rb 


f ( x ) dx -\ s ( b )- g { a )\ 




f { x)dx 




fb 


g { a ) f { x)dx + gib ) 


f { x ) dx } (e(a，b). □ 


下一个例题实际上是例题 10.27 的一个特例. 
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例题 10.4.12 设 / e C [0,2 n ], 证明 

r 2 n 2 

lim /(a;)| sinna:] da:= — 
n-ooj 0 兀 J 


f { x ) dx . 


(10.17) 


解先将积分区间 {0,2 n } 划分为 sinna : 的定号区间，再用第一中值 定理: 


r 2 n 

0 


/(x)|sinna:j da ： = ^ 


fc=l 

n 


(2fcn)/n 
(2(fe-l)n)/n 


/( a:}j sin nx \ da : 


E 他) 


r{2kx)/n 


sinna ^ dz , 




其中 ^ e (2 (fc - l ) n / n , 2 bt / n ), A : = 1，2 ,… t 又直接计算得到 


r(2fcn )/n 


(2[k-l)n)n 


sLnnarJ da; 


n 


■ 2it 4 

o 卜甽〜 


( Tt /2 


sintdi 


n 


因此有 


p 2 n 


/( x )] sin nx \ dx 


n 




/⑸ ■ 


2 jc 


n 


上式右边的和式，可看成 [0 M 上的连续函数/在 [0,2 rc ] 的 n 等距分划下的一 
个 Riemann 和，令 n -* oo 就得到所求证的结果. 口 

注1本题采用的证明方法可称为“子区间法”，即在计算一列函数{九 ㈤ } 
在某个区间上的定积分的极限值时，对每个自然数％把该区间划分成 n 个子区 
间， 分别计算出函数 U ( x ) 在这些子区间上的定积分，然后相加.一般会得到一 
个与 n 有关的值，最后取极限即可. 

注2本题也可以通过如下方法 证明： 先对阶梯函数/证明 {10.17) 成立, 
然后用阶梯函数来逼近连续函数，从而证明 （10.17) 对一般的连续函数成立.这 
样的方法比较复杂,但可以放宽对/的条件(参见第一组参考题 5 ).有兴趣的读 
者可以一试. 

下一题的方法很多，然而用积分中值定理的方法在思路上非常清晰. 

例题 10.4.13 设対每个 n € N +, f n { x ) € 00,1!，且有 f f ㈤ da : = 1，证 
明：存在 W 和常数 c ^ = i , 2 , …，凡使得 ° 


N I N 

5^4 = >100 

n=l s |n—X 
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证容易看出题中的100换成其他大数都是可以的.对于积分等式 
f [/? ㈤+ 疗 ⑷+…⑷] dx = N 

Jo 

的左边用积分第一中值定理,知道存在匕使得 

/?⑹+ / 2 2 (0 + ... + 泠⑹ 

将上式左边看成为 iv 维 Euclid 空间中的一个向童 

v — (fi(Oih(Oy' ■ * t/ n(0) 

的长度平方，则这个向量的校度就是 W- 

另一方面,可以将待定的#个数 Cl, …， CJV 看成为一个单位长度的持定向 
量 C. 这样一来就只要使得 

|ci/l(() + 02 / 2(0 + …+ <^NfN{0\ > 100 

就够了.而上式的左边可以看成是向量V与单位向量 C 的内积的绝对值.为了 
使它尽可能大,只要使它们同方向即可.这时的内积等于向童V的长度 W 因 
此只要取 iV = 10 001 > 100 2 和 

_ MO - 1 n Ar 

= 卜 1 ， 2 ,…，， 

就可以满足要求. 口 


10,4.6 练习题 

1. Cauchy 曾经用下面的例子说明用 Newton-Leibniz 公式时必须验证条件. 
请指出以下计算中的错误并作更正： 


3 */ 4 sma : 」 , 、 3lt / 4 

-^— dx = arctanfsec x) - 

0 1 十 cos J x 0 


arctan y / 2 —— 

4 


计算下列各题 1 


(1) |1 - a:| da;; 

Jo 


(2) min ^-i-, a: 2 1 dx; 


p+i dt 

⑸ M 告 + 


cos 2 a: 
l + e~ x 


⑹ j 0 、Wx + — . x . ( ㈣ 卟 
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3 . 利用对称性，计算下列各题: 

xda ; 

IQ 1 + cos 2 工 ！ 


⑴ 


rl 


(3) 


( 5 ) 


r 2 

2 
pit/2 


ipln(l + e x ) dip ; 


sia^T 


0 sin 71 x -H cos n x 


dx ; 


( 2 ) 

⑷ 

⑹ 


x 


da ;; 


o e 1 十 e 1-:c 
「 n/4 

111 (1 4 - tanar ) dx ; 
o 

f 11 a n sin 2 x + b n cos 2 x 
o ( i 2n sin 2 x + b 2n cos 2 x 


da:. 


4 ‘ 设 / G C [0, a ], d > 0. 

⑴在上 / ㈤ + /(a -岣 _ 0, 汁算 J : 

(2) 在 [0, a ] 上 f ( x ) f(a - x ) = 1, 计算 J 1 + /($) ■ 

5 .设 / 为连续 函数， a , & 为 实数,证明下列等式： 




0 f ( x ) + f ( a - x ) 

dx 


d ^; 


rtt 


(1) x /( sinx ) 

Jo 


K 


/(sill z} dr; 




to, 


2 a 2 da ： f w t 

f{x + 工 + 


a 2 、 dx 


x x 


e2n rJt _ 

(3) f{a cos j; + b sin a ：) da ： = 2 /( ya 2 + b 2 cosi) d ®. 


f >. 设 n e N +， 计算 sin 2 T 1_1 xcos (2 n + l ); rda : 与 coe 2n_1 x sin (2 n + l } a : dx 


7 - 计算 /(^, n ) 


x m ln n x da ；, 其中 m , n 是自然数. 


o 


z/2 


%• 计算 J ( rrt , n ) = sin m a : cos n xdx , 其中 m , n 是自然数. 
Jo 


nTC 


9,求 ^(0) ? 其中 F ( x ) =\ cos — dt . 

Jo J 

1^/2 / s J n \ 3 

10. (Fejer 积分） 证明： ( - ) 

Jo \ / * 

p + n /2 

11. 定义 /㈤ = | smtldt , T e (- oo ,+ oo ). (1) 证明： / 是周期力 n 的周 
期 函数; ⑶求的最大值与最小值. 

12. 设 / e C [0 f l ], 且在 (0,1) 上 可微，如果 f /⑻如 =-^/(0), 诬明：存在 

J ?/8 ® 
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§10.5 关于教学的建议 


10.5.1 学习要点 

1. 可积的三个充分必要条件对于本科阶段的学习一般已经足够.但是近年来 
不少数学分析教科书(例如 42] 等)将原先在实变函数课程中的 Lebesgue 
定理（见命题 10.1.6} 写入教材,并出现了各种处理方 法. 这是数学分析课 
程改革中的一个新动向.本书避免了对于零测度集合的正面叙述，但仍给 
出了 Lebesgue 定理的证明，其中的方法来自 [7]. 我们认为其中的思路和处 
理还是比较容易接受的. 

2. 微积分基本定理使得微分学和积分学成为统一的整体.因此到了目前的学 
习阶段时^解题方法非常丰富，各种应用极其广泛.为了选材和安排方便起 
见，本章的题基本上还是围绕基本内容来选取的，参考题一般也都比较容 
易； 较为困难的应用大都放在下一章内，其中有很多材料是为考研服务的， 
请读者根据自己的需要选用. 

3. 对习题课的建议本章定理较多，在应用这些定理时，学生往往容易忽视检 
验定理的某些条件. 例如， 在应用积分中值定理时，忽视检验第一中值定理 
条件中的在 ^6] 上不变号与第二中值定理条件中的在 [ a , 上 
单调，在应用定积分的换元积分法时,忽视检验/⑴在 1^/5] 上连续，而在 
对积分上限 z 求导时，忽视检验被积函数在工点的连续性,在习题课上可 
以举出反例,以加深学生对这些条件的印象. 


下面是一些可供学生思考和讨论的例题，其中的解法或证法都有错误，请分 
析原因 ，并作 改正. 


例题 10.5.1 证明: 


工 2 = 0 


证 因为; T 2 = 因此由积分第一中值定理，存在^ (一1， 1), 使 


d；E =石 


xdx = ^ 


0. 


铕误分析应用第一中值定理的必要前提是被积函数的两个因子之一在积 
分区间上不变号，而本题的上述做法不满足这个条件. 

例题 10.5.2 设/是周期为: T 的可积函数, 证明： 对于任意实数 A 成立 




f { x)dx 


/⑷加. 
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证定义函数 


f(x) d^ } a G (— 00 ,+oo) . 贝 [ 


⑷ =I /(a;) ds - j /(x) dxj = f{a + T) - / ⑷ = 0. 


因此 F ⑷ = C(C 为常数)， 又 C = 厂⑼= f ( x ) dx , 所以 

Jo 


*o+T fT 

f(x) dx = C = f(x) da;. 

a - 0 


ra+T 

错误分析本题只假定 / 可积,因此不能在函数尸 ⑷= j /⑷如中对 
变动积分限求导. ° 


例题 10.5.3 计算 - 

Jo ^ 

解先求不定积分，得 


2 + cos 2^ 


2 + cos 2a: ^/3 


arctan 


然后用 N . L . 公式，可以得到 


0 2 4- cos 2 x V 3 


arctan 


( tanx \ 

~ VT ) + 

(tanar \ " 

\~ W ) Q 


错误分析由于 + Cretan (^~) 在区间 [0, 冗]上有间断点$ = |■，因 
此不能用 N.L. 公式. 


10.5.2 参考题 
第一组参考题 

1，设 m 为自然数， a < b, 试从定积分的定义出发计算 |'x m dar. 

2. ⑴举 例：从 |/| G R [ a > b ] 未必能推出/ € i?[a,6]; ° 

(2) 证 明：若 /是导函数，则当|/| € R [ a , 6] 就一定有/ € 

3. 设 e 丑 [a，&U 和 f 是从属于分划 P 的两个不同介点集，证明： 

li^n y^f(^ k )g{^ k )Ax k = f{x)g(x)dx. 
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4.设/在區间 (A &) 上为下凸函数， 证明： /的两个单侧导函数厂⑻和片⑷ 
在 f 中的任意有限闭区间 [ c ， 4上可积，且成立 Newtan - Leibniz 公式： 


f(d) - /( c ) 




f _{ x ) dx 


rd 


/^(x) dx . 


5 ■设 / € J ?[ a ,6], 证晛对于每一个给定的 e > 0, 存在函数 y ， 使得 

pfc 

1/(^) -g(x)\dx < e } 

其中的 5 是： （1) 阶禅函 ist ，⑵折线函数,（ 3 )连续函数，⑷连续可微函数. 
6. 证明积分的连续性 命睡: 设/ S + 51，其中5 > 0,则有 


lim \ f{w + h ) — /( a ;)| dar = 0. 

ft -* 0 Ja 

7 .设 / e 丑 [ a ,6]， 证明： Ve >0, 3 [ c t d \ C [ a ,&], 使 / 在子区间 [ c ， rf ] 上的振幅 
^ £ ' 

S . 设/ € R [ a , b ], 证咏/的连续点在 kb ] 中稠密（即/在 K &] 的毎个子区 
间 ( c , rf ) 中有连续点) - 

9. 设非负函数/ €只 ㈧ &], 求证: 积分 f ( x ) dx = 0 的充分必要条件是/在 

所有连续点处的值都等于 0. ° 

10. 设/， 5 6 J ?[ a , b ], 且在 | a ， b ] 上几乎处处成立= g { x ) : 证明； 

f E > r 6 

f ( x ) dx = g ( x ) da :. 


11. (积分第一中值定理的一神推广）证明：设 / j e R { a , b ], 其中/在 [ a，&] 上 
有原函数, 5在 [〜&] 上不变号，则存在 （e (a，6), 使 

'& fb 

f{x)g{x) dx = f{t) 咖) dx . 

J O J O 


12. 计算以下渐近等式 

11 x n ~ l , a b f l \ . 、 

, 0 TT7 dT = : + 7 + 0 U ^) ( 打一 °°) 

中的待定常数〜 &. 

13. 设非负严格增加函数/在区间卜6]上连续，由积分中值定理，对于每个 
P >0 存在唯一的％ € ( a , b ), 使 

/» = 士['/叩)此 


试求 lim a: p 
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14 ■射叫 0， +D o)， a 为实数，1存在挪极 H(/( 扣 


/⑷叫，证 


r& 


明：/(+00)， 0. 

15-设 / e C(~oo, +oo), 定义 i^(x) = f{x + 1) cos t di, a ^ a： ^ ft, (1) 诬明: 
F 在 [a，6] 上可导， （2) 计算 F^x). 


16.设 n € N +t 计算积分 


(Tt/2 


sm nx 


dx. 


i 0 smx 

17 .令 B(m,n) = V , > m,n& N + , (1) 证明 B{m, n) = 

打1 + K 十丄 

fe—0 

(2) 计算 B(m,n). 


IS- 证明：当 m < 2 时 ， jgV ^T 
19 . 证晛 当入 < 1 时， lim ^ 

H —^-+00 


rx 


fl/2 


sin 丁 df = 0. 

e- 灿 以肋= 0 ‘ 


20. 设 / € <7 2 [0，n]，g_ /⑻ = 2， (f(x) + 广㈤) sin a: da: = 5,求 /(0). 

21 . 设 / 为 [0，1] 上的连续正函数,找出满足条件 


f{x) 


x/(a:)da: = a t 


n 


x 2 f(x)dx = a 2 


的所有/，其中 a 为给定实数. 

， l/3 

22. 设 / 在 [0,1] 上可微,且满足条件/⑴= 3 e*- 1 / ㈤ dx f 证明： 存在 

$€(0，1)，使得/(0十尸(《）= 0. ° t 

23. 设/为[0,1!上的连续正函数，且 / 2 (t) ^l + 2f f ( s ) ds , 证明：/⑷< 1十匕 

Jo 

24■设 / e CMl ,+ oo), /( l) = l t 且当3； > 1 时有 fix ) = 户奸 ， 证明: 

存在有限极限/(+%),且 K + oo ) < 1 + ^九- 
(本题即 8*5.3 小节练习题I 3 .) 

r 2 n / r2it 

25. 证明： ( 

J 0 \J X 

第二组参考题 

L (连续量的平均值)设/为 [0, +oo) 上的单调函数,定义/的平均值为 

f/(0 十)， z = 

F(^) = < 1 f* 1 

1 士 f(t)dt，X> °' 

证明： ⑴卩在 [0, +oc) 上为单调连续函数,且与/具有相同的单 调性； ⑶ 
F(+Oo) ― /(+0O) ‘ 
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2- 证明： / e fi [ a ,6] 且 / = /的充分必要条件是存在 [ a ，&] 的一个分划序 

J a 

列 { Pk } k ^ + , 满足条件 Jim | 叫卜0,使得 Um f ^ f (^) Ax kA = /,而 

rc *oo K 一 oc 

且极限值不依赖于介点集的选取. ' =1 

(本题表明在 Riemami 积分的定义中分划的任意性要求可以降低.例如用 
等距分划也是可以的 .） 


3 -设/在 [a, &] 上有界 t 如果存在常数 A 使对每个 e > 0, 存在 5 > 0, 对 [a, &] 的 

n 

任意分划 p = { 吻，％ h 只要 M 4就有 I [ /( 而 )〜 i — A < & 

i=l 

则且 | / = /. 

(不引入介点集来^义的积分在历史上称为 Cauchy 积分.本题表明对于有 
界函数来说， Cauchy 积分与 Riemann 积分一致 .） 

4. (Riemann 定理）设/ e 5 ⑷以『为周期且在 [0, r ] 上可积，证明： 


lim 

71 一 W 


/㈤ g { nx ) < h : = 
J a 


1「 b 


f ( x)dx 


•r 

g ( x ) dx , 
0 


5 .设 / 是一个 u 次多项式,且满足条件 

Jo 

明： 

[ f 2 ( x ) dx = (n + l ) 2 


x k f ( x ) Ar = 0, A ; 二 1，2,…， 77 ■，证 



/( x)dx 



6. 计算下列 积分： 

ti/2 

(1) cos 71 x cosm : da :; 
Jo 


lt/2 

(2) cos " x sin nx dx . 
Jo 


r 1 1 

7, 证明 ：lim cos n — dx = 0. 

°°Jo x 

8. 1996 年发现了计算圆周率的全新算法,它可以计算圆周率的任意指定位数 
上的数字，而不必求出在这一位之前的任何数字.这种算法的基础是关于 
圆周率的新公式.它涉及到一个积分的两种计算方法.下面的问题就是其 
中的前 一半. 其余部分将在下册的幂级数一章中介绍. 


证明: 


f 1 " 5 4 y ^ - 8 a ; 3 - Ay / 2 x 4 - Sx 5 


dx = TT . 



第十一章积分学的应用 

本章共分五节. §11.1 节是积分学在几何计算中的应用. §11.2 节介绍与积分 
有关的不等式. §U.3 节是积分的估计和近似计算. §11.4 节是积分学在分析中的 
其他应用，其中包括数列极限计算， Wallis 公式， Stirling 公式， Taylor 公式的积分 
型余项和 n 的无理性证明等.最后一节为学习要点和两组参考题. 


§11.1 积分学在几何计算中的应用 


11 - 1.1 基本公式与方法 

对于平面图形的面积计算，除了可以用几个曲边梯形面积的代数和来计算之 
外，还可以用下面两个公式，它们在许多问题中比直角坐标下的公式要方便. 

1 . 设没有自交点的平面封闭曲线的参数方程为 z P = ⑷ d e 

当 f 从 a 增加到0时，点 ( x { t ), y ( t )) 以逆时针方向绕闭曲线一周，则其面 
积为 ^ 

( x 如-匁 ( 1L1 ) 

这个公式实际上是下册中关于第二类曲线积分的 Green 公式的特例.对于 
比较简单的情况将在下面给出证明. 


2 . 在极坐标中由射线(其中朽< &), 与连续曲线 P = P ⑻围 


成的扇形面积为 


S 


2 




p 2 {9)dO. 


( 11 , 2 ) 


在一定的条件下，利用一元函数定积分还可以计算某些三维形体的体积和侧 
面积.这些公式以及求曲线弧抶的公式在一般教科书中都有，这里不再列出. 

需要学习的是导出这些公式中所用的方法. 

关于体积与侧面积公式的严格讨论，要以多元微积分为基础才能进行.在现 
阶段，它们的推导是基于微 元法. 这种方法虽然并不完全严格，但被广泛用于计 
算分布在区间 kb ] 上的几何量以及物理量，其中实际上包含了两个 内容： 

⑴ 以直代曲法 计算分布在充分小的区间 [A x + Ax ] C [ a> fc ] 上的部分几何 
量时, 对那些当 Am — 0时，其长度趋于0的曲线段，可以用连接曲线端点的直线 
段来代替进行计算. f 果由此得到的童可表示为其中€ F + △ 斗 
则所求的几何量为 f f { x ) dx . 

J a 
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{2} 舍弃高阶无穷小1法 如果存在 M > 0, p > 1，使在任一充分小的区间 
[;c,x + Ax] C [a,b] _b, 成立 

恤- /⑹△工 K M(Axf, 

其中 rj,《e [x,x + Axl f(^)Ax 为用以直代曲法得出的部分童,则所求的几何量 
也可写成积分 ff(x)dx. 在对具体间题应用舍弃髙阶无穷小童法时,我们往往 
取 p ， 2. 


11.1.2 例聽 

平面图形的面积计算公式 （11.1) 往往很有用.由于目前的各种教科书在定 
积分应用部分不一定都有介绍，因此我们在这里仿照[犯]给出简单情况下的一 
个证明，其中假定运算所需要的连续和可微等条件均满足 - 



如图 1 L 1 所示的一条封闭曲线 
由参数方程 x = vip ) { a ^ 

t < /?) 所描述.当 f 从 a 到时， 
点卜⑴， WO ) 从 A 点出发按逆时针 
方向经过 S 点绕曲线一周回到乂 
点.设 AS 两点的横坐标分别是函 
数冲） 在区间上的最小值和 
最大值 . A 点对应的参数值是 a 和 
点对应的参数值为7,设从 A 
点到 B 点的两段曲线在直角坐标下 
的方程为 / i ㈤ 和 / 2 ( x } ? o < a : ^ 6, 


且如图所示在区间 K&) 上有 f 2 (x) > fi(x). 

这样就可以计算封闭曲线所包含的图形面积如下: 


S = ㈤ - /i ⑷]乜 

n n 


y[t) ir(t) - 


y(t)da:(t) = - f ^(t)ir(i), 

J a 


由分部积分又可得到 


S = a;(i) 




x(t) dy(t) 




x(t) dy ⑷. 
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取二者的平均值就得到公式 （11.1). 

注1从证明中可见实际上得 到了汁 算面积 S 的三个公式.但是将前两个 
取平均值后得到的公式 (11.1) 在汁算中一般较为方便，这从下面举例就可明白. 
此外 t 如前所说，该公式对于一般的没有自交点的参数曲线都是成立的 ■ 

注2由于极坐标下的6就可看成为参数，因此完全可以从公式 （11.1) 推导 
出极坐标下的扇彤面积计算公式 （11.2) (留作练习题). 


例题 11.1.1 求由方程 a ； 2 十邛+沪=1所确定的图形面积. 


这就是求图6,5中所示的椭圆面积.容易想到的一种思路是：先用解析几何 
中的转轴方法消去交叉项,由此确定椭圆的长短半轴，最后用简单的定积分计算 
即可求出椭圆面积（细节从略). 

解 现在用微积分方法计算本题.这里给出三神汁算方法. 

第一种方法是从方程解出 


X 


仏 ,2( 工）= -y ± y 1 - 丁 


然后计算定积分 
S = 


「2/^5 

-2/ V 3 1 
4 


[ y » —仏 ㈤ ]心= 2 


「2/4 


2 2 




-X 2 dx 


-2/V3 


•ny: 

^ —n 


cos 2 9 dB — 


, - 1 ■W ViJ V f * 

V 3 J - V2 

第二种方法是用极坐标，用 z = r cos j / 二 r sin 0 代入,得到 

1 + sin 9 cos 9 


用公式 (11.2) 计算定积分: 


s = - 

1 

「 2rt 

1 




1 


2 J 

0 

0 1 + — sin 20 


^JC 

d 沴 

2Jt 

i. 

0 

2 + sin 0 

= 7 T 


第三种方法是先将方程左边配方为 

x 2 + xy + y 2 ^ ^x 2 + (y 十吾 ) 2 = 1 ， 

然后引人参数方程 

2 1 

x — —— cost, y = -^ cosf, 0 ^ t ^ 2n. 

sfl V3 
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由于 


x ( t ) y ! ( t )- y ( t ) x f ( t ) ^ 


t y wo l ] . 


- (sint- 士 cost) ( 一去 sint)= 去 , 

因此最后的定积分计算极其 简单： 


注在习题课教材 [13) 中列举了求 ■圆 

M 2 + 2Bxy + Cy 2 = l (A > 0,A = AC - B 2 > d) 

所围面积的八种解法,其中包括了上面的前两种解法，但没有用公式 (11.1) 的解 
法.实际上,用该公式处理一般情况也是非常方便的（留作练习题). 

例翮 11.1.2 求由沪-2抑 + P =0所确定的封闭曲线所包围的图形面积. 


解 为了分析图形的形状，需要 


找出?/随$变化的规律.为此需要 
引入参数‘令2/ = h 是常用的方法. 
这样就可以得到参数方程： 

x^2t~t 2 , y^2t 2 ~t 3 . 

首先分析^ 和 S / = i / W 的变 

化情况,然后就不难合成坐标 
平面上的曲线.利用这些分析就可 
以画出题设的曲线图形如图 11.2 所 
示.（参看例题 8 . 6.1 中对于类似问 
题的分析 .） 当变量 t 从0到2时点 
( x ( t ) } y { t )) 从原点出发又回到原点， 



恰好按照逆时针方向描出图中的一条封闭曲线- 


对于面积 *5 的计算至少有两个方法.第一个方法是利用直角坐标下的公式. 


由于不难从方程直接解出 


j/ 12 (a;} = a:(l ± y/l - x ), 0 ^ x ^ 1, 


因此就有 


5 


(:+ xVl - x) da ： - J (x - x\/l - a:} dx = 2 

2「(1 - t)Vidt = 2 ( 4* 3/2 - A 5 ’ 2 、 11 8 

Jo 


x\/l — a；dx 


3 


o 15 
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第二种方法是用公式 (11.1)： 


S 


(xdy — j/dx) = f [(2t — i 2 ) d(2t 2 - t z ) — {2t 2 — f 3 ) d(2t — t 2 )] 
Jo 2 Jo 

f(4t 2 — 4t 3 + t 4 )d* = |. □ 

Jo 15 


例题 11.1.3 设曲线方 程为沒 


rsc 


vsiiaY df, 0 ^ x ^ 求曲线的长度- 


解 记方程为 y = /( X ), 由弧校公式计算定积分 



+ f t 2 (x)dx = vT+sinida; 

o ' Jo 

: sin y + cos y) dx (作代换 t = Y 


f«/2 


sin 亡 dt + 


「 rc /2 

cost dt I = 
o / 




rt/2 


sin tdt — 4 ^ □ 


例题 11.1.4 求双曲抛物面 z^x 2 ~y 2 与平面 x^l, £ = 0 所围成的立体 


体积. 


分析如图 11.3 所示，该立体不是旋转体.我们将用两种方法求解.先讣算 
平行于坐标平面〆^的平面或平行于坐标平面 zOy 的平面截立体所得的面积 


4⑷或 B{z ), 然后计算定积分 

'1 

A{x) dj： 
Jo 

得到所论立体的体积 



或 B{z)dz 
Jo 


解1 $的变化范围是0 s :r < 1. 对 
每个固定的 z € [0，1]，计算截面积乂㈤ 
^,z^x 2 -y 2 成为抛物线的方程，其中 
V € [-x,x \. 从面得到 

A{x) = 2 (x 2 - y 2 ) dy 

Jq 



因此，所求的体积为 

4 f 1 1 

：r 3 da :=—. □ 

3 .n 3 
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解 2 3 的变化范围也是0 < z < 1, 这可由 z = 1时 z = 1 - j/i 而< 1 
得到.计算 S ㈤ 时，也应把 z 看作在[0, 1] 上取值的固定数,于是 d 2 - ?/ 2 成 
为双曲线方程 y 2 = x 2 - z , a ? e \ y / z , 1], 或! / = ±\ fx 2 - z , x e 送祥， 

B { z ) 便是平而 Z = 上的上述双曲线与 a : = 1 围成的弓形面积,因此利用图形 
关于 a ： 轴的对称性，可以计算得到 


B { z ) = 2 

= 


\ Jx ^ — z dx = ( a : \ Jx 1 — z — js In ( a ; + \/ x ^ 
s: — zln{l + y/l — z) + zlii \fz. 





因此所求的体积为 


V ^ 


fi 


B ( z)dz 

o 


_ fi _ ri 

\/ l - zdz - 5： ln(l + V 1- z ) dz + 2 ； ljiy/zdz 

Jo Jo 


显然这三个积分的计算要比解 1 中的计算复杂得多（细节从略),最后结果为 

V 2 5 1 1 n 

3 24 8 3 

注由此可见，在利用平行的截面面积求体积的问题中,选择合适的截面是 
十分重要的.请读者考虑，本题如果通过用平行于于坐标平面 zOs 的平面去截所 
论立体，先计算与?/有关的截面积后再积分的方法求体积，计算过程是否 简便？ 


11.1.3 Guldin 定理 

质心是一个物理量. Guldin 的第一和第二定理将求旋转体的体积和侧面积 
转化为求质心，体现了数学问题与物理问题之间的内在联系. 

命题 11.1.1 (质心公式）设密度均匀的平面图形分布在直线 X = a,X = b 
和 y = c ， y = d 之间，且对任一 a ； e [ a , &] 和 v e [ c , 司，直线义=$和截 
图形的线段长度为和 s { y ). 则图形的质心的横坐标与纵坐标为 


Xc — 


'b 

xs[x) dar 
J a _ 

s ( x ) dx 


ys { y ) dy 

如=卞 - 


(11.3) 




c 




342 


第十一幸积分学的应用 


而分段光滑曲线 U = /($) { a ^ x ^ b ) 的质心的横坐标为 

[ xy/l + f ,2 (x)dx 

_ =— . (1“） 

y 1 + f l2 {x) da ： 

J a 

由上面的质心公式，经过适当的计算，可以得到下面两条定理： 

命题 11.1,2 ( Guldin 第一定理）设平面曲线的质心坐标为(〜办)，且曲线 
位于右半平面内,则曲线绕 g 轴旋转一周所产生的旋转曲面的 面积心 等于质心 
绕 y 轴一周所经过的路程 2 t ^ c 乘以曲线的弧长 L 即化= 2 nx c L 

命题 11,1.3 (Guldin 第二定理）设平而图形的质心坐标为 ( x c , y c ), 且图形 
位于右半平面内,则图形绕1/轴旋转一周所产生的旋转立体的体积冗等于质心 
绕 y 轴一周所经过的路程 2 jlt c 乘以图形的面积兄即= 2nx r S. 

例题 11.1.5 设曲线 j / = /(4 ( a ^ x ^ b ) 分段光滑.隶曲边梯形 {( x , y ) \ 
0 ^2/^ /( x )} 绕 j / 轴旋转一周得到的旋转体体积. 

解1由微元法,对曲边梯形在充分小的区间 [ x ，; r 十厶； r ) g >,&] 上的部分, 
取在 e A 斗我们用过 (^ m )) 点平行于 z 轴的直线段代替 y = /(工）的 
对应曲线段,然后将所得到的矩肜绕?/袖旋转一周，这:样得到的旋转体体积为 

AV" = Tif(^)((x + Ax) 2 - X 2 ) = 7t/(^)(2xAa ： - (Aa：) 2 ), 

舍弃髙阶无穷小量 ^/«)( Aa :) 2 后在 [ a ，6] 上积分,就得到旋转体体积 

'b 

V = 2k xf{x) da：. □ 

J a 

解 2 由 Guldin 第二定理，曲边梯形 {(A /( x )} 

讓 V 轴旋转一周得到的旋转体体积等于曲边梯形的质心〜绕 P 轴一周所经过 
的路程 2 nx c 乘以图形的面积& 


V = 2% x c S- 

将质心公式 （11.3) 中关于 A 的公式与曲边梯形的面积公式 S = 
入（11.5)，便得到 


(11.5) 
/⑷心代 


xf(x) dx 


y = 2 it 


「6 


f{x)dx 


I 1 & 


f(x) dx = 2n 


rb 


xf(x) dx. 


□ 
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例 H 11.1.6 求上题的旋转体中由曲线 j/ = /(a) (a C x ^ £>) 生成的侧面积. 

解1由以曲代直法，曲线!/ = /Or ) 在充分小的区间+ Az] g [a，&] 
上的那部分曲线段绕 y 轴旋转一周得到的面积可以用过两点(^, f ( x )) 与> + 
^, f(x + Ax )) 的直线段绕2/轴旋转一周得到圆台的侧面积来代替,即 

A% = 271—(^+^ + A 3： )) v /(Ax)2 + (A/(x))2 
= 2n^(x + {x + ㈣)] Ax. 


舍弃高阶无穷小量 ( A ^) 2 后在 ㈧ 6 ] 上积分，得旋转体侧面积 

fb t - 

£" 侧 = 2rt xyl + / /2 (x) dx, □ 

J a 

解 2 由 GuMin 第一定理，所说的侧面积等于曲线段 y = / ㈤ ( a ^ x ^ b ) 
的质心 （& 故）绕？/轴一周所经过的路程 2^ c 乘以曲线的弧 长厂即 

= 2 %x c L (11*6) 

将弧长公式 Z f Vl + (/， ㈤ ) 2 也与关于〜的质心公式 (11.4) 代入（ II . 6 )，便 

J a 

得到 

rt , - 

% = 2 it a : 〆 1 十广⑷也. 口 
J a 

11.1.4 练习 H 

由于在习题集 [27] 和各种教科书中都有许多几何计算题可用，因此本节只 
收人少量练习题作为补充. 

1. 设椭圆方程为 Ax 2 + 2 Bxy + Cy 2 = X f 其中4 > 0> △ = - B 2 > 0.试 

用例题 11.1.1 中的第三种方法（即公式 （11.1)) 证明： 由该椭圆所围的面积 
等于 %/ Va . 

2 - 试以公式 (111 ) 为出发点,推导出极坐标下的扇形面积计算公式 （11-2). 

3. 已知三个半径为 r 的圆，其中每个圆都通过另外两个圆的圆心，求三个圆 
公共部分的面积. 

(本题有不用微积分的初等觯法 .） 

4. 周长一定的等腰三角形，腰与底的比例为多少时，它绕底边旋转所得的旋转 
体体积最大？ 
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5. 半轴长为 a 和&的一个捕圆在曲线 y = csin ( a ?/ a ) 上进行无滑动的滚动.问 
A M 之间的关系怎样时,椭圆在曲线上滚动了曲线的一个周期时,它正好 
转了一周？ 

6 - 在单位圆周上任意取一段位于第一象限且诠度为 s 的弧，设位于该弧下方、 
^轴上方的曲边梯形的面积为 A 而位于该弧左侧、: y 轴右侧的曲边梯形 
的面积为 S . 钲明： A + S 只依赖于弧的拴度 s ， 而与弧的位置无关. 

7. 试求由抛物线 f = 2 Z 与过其焦点的弦所围的图形面积的最小值. 

8 . 至少用两种方法计算下列三个圆的公共部分的面积： 

x 2 +y 2 ^ 4 , (x - 2'f + y 2 < 4 ? a 2 十 (没一 2) 2 < 4 . 

2 2 

9 . 求 植圆柱 ^ + 夹在平面 z 二 0， y 二 2 z 之间部分的体积. 

10 . 求圆柱面 P f f 与:》： 2 + P = < z 2 所围立体区域的体积. 

(这个立体区域的体积计算问题最早是由我国数学家刘徽(公元263年)提 
出来的,他还给这个区域起名为牟合方盖（见 [ 35 ]).) 

§11.2 不等式 


在 §1.3 节和 §8.5 节已经接触到了许多不等式.现在有了积分学的工具，可 
以得到的不等式就更多了.由于这方面的材料较多，我们将分成几小节来介绍. 


11.2.1 凸函数不等式 

凸函数的基本定义和主要理论见 §8.4 节和第八章的部分参考题.需要指出， 
本书中的下凸函数和上凸函数分别与有的文献中的凸函数和凹函数相对应- 
在含有积分的凸函数不等式中，先介绍 Hadamard 不等式. 

例题 11.2.1 ( Hadamard 不等式）设/是 （ a ，&) 上的下凸函数,则对每一 
对 xi t x 2 € ( a，&)，A < 的,有 

f( ㈣，) .(iL7) 

\ 1 } ^2 - Xl I 

从图 11.4 上可以看出 Hadamard 不等式具有明显的几何 意义. 由于/是 
[ a , b ] 上的下凸函数，曲线段1/ = /⑷ x 2 ) 位于曲线过点 （ 工1 + 

的切线段上方 ®， 并位于连接点与（以，/(的 )） 的 

~①若/于该点不可导，则从命题 S . 4 .3 可知也存在满足要求的直线段 
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直线段 下方, 因此曲线段 V = / Or ) ( a；i < x < x 2 ) 与直线 Z = $ 1 ， a ； = a ； 2 及 a :轴 
围成的曲边梯形面积应在上述两直线段与直线 a : =巧， a ? = a 及 a ： 轴围成的两 
个梯形的面积之间. 



证从命题 8.4.2 知道/连续，因此可积性没有问题.注意到+ ^)不 
仅是怎1和心的中点，同时也是丈1十人(巧一工 1) 和; c 2 - - $1) 的中点，其中 

利用/为下凸函数，则就有不等式 

i [/(xi + \{X2 - a ； l)} + f(X2 - ^2 - ®i))] ^ / ( & ^ ^ . (11.8) 

将上式两边对 X 从0到1积分 f 经计算后就可以得到 

X2~Xi J*, \ 2 / 


另一方面，由/是下凸函数又可得到 


pra 


A 一 工 1 J 


f { t ) dt 


xy 




/( Xa ；2 + (1 - ^)3 fx ) 

I 

[X/(x 2 ) + (l-^)/(^i)]dX 


/ Ol ) + fi x 2) 
2 


□ 


注 Hadamard 不等式 (11.7) 含有左边和右边的两个不 等式. 可以证明，其 
中的每一个不等式都是函数下凸的充分必要 条件. 又可以证明,若其中任何一个 
不等式 对所有 x u x 2 e ( a , b ) 成立等号，则/只能是线性函数（留作参考题)‘ 

第二个重要的凸函数不等式可以从命题 8 . 4 . 7 ( Jensen 不等式)取极限得到: 


命题 11.2.1 (Jensen 不等式 ） 设 _ f，P e R ^ b ], m ^ f ( x ) ^ M , p { x ) 非负 
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且 


p(x) > 0, 则当 0 是 [m f M] 上的下凸函数时，成立不 等式 : 


p(x)f(x) dx 
p(x) dx 

L 

若 4 为上凸函数则不等式反向 . 




P ⑷咐 ㈤ )心 
p(x) dx 


Jensen 不等式包含了很多不等式 . 取 P ⑷： 1 ，就得到 


♦ 


6 — 


m dt ^ 


0(/(i))dt. 


又若 


p{x)^x^l, 并利用 e 1 力下凸函数和 lm 为上凸函数就得到 


exp 


(J 


p ⑷ In f{x) dx ] < 


p(x)f(x)dx ^ In 


( 


f 6 


p{x) exp /(a ： )dar) . (11.10) 


左边的不等式就是广义的平均值不等式（命题 8-5.1) 的积分形式 - 

下一个不等式也是 Jensen 不等式的 特例 . 设 / e f(x) > m > 0 ,则 

成立不等式 


in (^ L /(i)dx )^^ 


\nf{x)dx. 


以上的每个不等式又包含了许多具体的不等式.例如 

例題 11-2.2 若 / 为 [0,lj 上的上凸函数 , 则对每个自然数 n 成立不等式 : 

11.2.2 Schwarz 积分不等式 

Schwarz 积分不等式是最基本的积分不等式之一 , 应用非常广泛 . 

命皤 11*2.2 (Schwarz 积分不等式）设 6 Ji[a ， &j ， 则 








/ 2 {^)dx g 2 {x) dar* 
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证1 (用证明 Cauchy 不等式（命题 1.3.5) 的同样方法 .） 如果 f f 2 ( x)dx 


与 f g 2 ( x ) dx 两个积分中至少有一个不等于0,我们不妨设 j & f ( x)dx / 0.由 
于对°一切实数、在 [ a , b ] 上 CKf ( x ) - g { x)f > 0,因此有 @ 

'b 

(Xf — £/) 2 dr ^ 0. 


将它展开,得到关于 X 的非负二次三项式 


X 2 




rb 


f ( x ) 2 da : - 2 X 


f ( x ) g ( x ) da ; + 


ft 


g 2 ( x ) da ： ^ 0, 


因此它的判别式 A < 0,即 


rb 


fb 


/ ㈤ 5 ㈤ — 


rb 


f 7 ( x ) dx g 2 {^) ^ 0, 


移项即得所欲证的不等式. 


如果积分 

rb 


rb 


/ 2 (^) da ; 




⑻乜= 0,则可以如下 证明: 


f { w ) g { x ) dx 




f 2 { x ) + g 2 { x ) 


dx 


rb 


f 2 { x ) dx + y I /⑻ d:t = 0 ■口 


证 2 将 [ a ，&] 作等距分划，令而=奸：(&-斗^0，1,--、71,应用 Cauchy 
不等式(命题 U .5) 得到 ^ 

去亡/ ㈤ 咖 )） $去亡尸 ㈤㈤ ， 

1=^1 / 1=1 t = l 

令 n —■ oc ， 即得 


rb 


f { x ) g { x ) dx ] < 


rb 


rb 


f 2 ( x)dx g 2 ( x ) dx . □ 


注 1 以上两个证明表明，为了得到与离散不等式对应的积分不等式,经常 
有两条思路可用： （1) 用过去的方法;（ 2 )从对应的离散不等式取极限 - 


注 2从证1就可以得到 Schwarz 不等式成立等号的充分必要条件.实际 
上，从判别式 △ = 0知道存在某个 k 使得在 [ A &] 上的积分为0.利 
用第十章的 Lebesgue 定理（命题 10.1.6) 和第一组参考题9,可见在 [ a ， b ] 上几 
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乎处处成立 ^of{x) = 9{x) t 回顾证1，这是在/ 2 于区间 [ a ，b] 上的积分大于0的 
前提下得到的. 对于？ 2 的积分不等于0的情况有类似的结论. 

注3从上述证明可见 Schwarz 不等式与 Cauchy 不等式本质上是同一不等 
式,只是前者用积分形式表示而已.因此 Schwa 打不等式也称为 Cauchy-Schwarz 
不等式’或者 Cauchy-Schwarz-Buniakowsky 不等式. 

Schwarz 积分不等式在本书中有多次应用，下面先举一个例子. 


例趣 U .2.3 设/ e C>，&1， 且/⑷= 0, 证明： 

/ 2 ㈤缸 < S b -Z^L (/’ ㈤) 2 dx. 

J a * J 

证利用条件 /(«) = o 可以写出 


/⑷= 




然后用 Schwarz 不等式作如下估计: 


尸⑻= ( /⑴ ( (f ㈤ ) 2 此) (x - a ) ^ ( a ; - a ) 

再将两边对$从 a 到&积分就得到所求的结果. □ 


(f ⑷) 2 批 

a 


11.2.3 其他著名积分不等式 

除了 Schwarz 不等式,还有许多其他的著名积分不等式.下面我们再介绍三 
个在分析中的基本不等式，即 Young 不等式, Holder 积分不等式与 Minkowski 积 
分不等式. 

命魍 11.2.3 (Young 不 等式） 设/在 % 00) 上连续可导且严格单调增加 t 
/⑼= 0, <2,6 >0,则有 


ab ^ 


f(x) dx + g{y) dj ^, 
o Jo 


其中是 /(4 的反函数，面等号当且仅当6=/⑷时成立. 


( 11 - 11 ) 


注 Y_g 不等式的几何意义十分清楚.由于定积分等于曲边梯 p 的面积， 

可能发生的只有图 11.5 所示的⑷、 （b)、（c) 三种情况.其中定积分 /(^}^ 

& Jo 

等于画有垂直阴影线的曲边三角形面积，定积分 f 咖)办等于画有水平阴影线 

Jo 
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的曲边三角形面积.对于前两种情况,这两个面积之和都严格大于边长为 a 和6 
的矩形面积,而在第三种情况则相等.这个矩形在图中的边界是由曲边三角形的 
部分边界和一段虚线构成的. 





证将 （11.11) 右边的两个积分之和记为利用 g { f ( x )) - 对其中第: 
个积分作变量代换 y = /( x ), 即 i = g ( y ), 然后分部积分 得到： 


f ( x ) dx + 




9{y) 


f ( x)dx + 




xdf ( x ) 


f ( x ) da ： + ^ f { x ) 


s { t >) 




f { x ) dx 


=btf(b)- 


fs(M 


/( a ：) dx . 


( 11 . 12 ) 


其中利用了 f { 9 ( b )) = fc .如果 a = 〆 &)， 也就是 6 = / ( a ), 则己经得到 （11.11) 中 
成立等号的情况（见图 11.5( c ))- 

在 a < 抑） 时，对于 (1 L 12) 中的积分利用/ ㈤ 在区间 Kp ( b ) l 上严格单调 
增加> 八岣 € /(3(6)) = &，就得到 J > bg { b ) - [^(6) - a]b = M ■在 a > P ⑻时，类 
似地可得到 


I = &p(fe) + /(;r) dz > & 5(E>) + [a - ff(&)]6 - abw □ 

Js(b) 

注可以发现以上证明的每一步都 有明显 的几何意义.此外> Young 不等式 
中的条件7 e CMO , 00 )” 可以降低为 *7 e qo , oor . 但这样改变条件后，不能 
再用分部积分法，而需要从积分定义出发来建立 (11.12). 这个证明及 Young 不 
等式的另一边估计留作参考题. 

下面的 Holder 不等式和 Minkowski 不等式都可以从 §8.5 节中对应的离散 
不等式取极限或者用与那里类似的方法得到，因此这里不再给出证明. 


350 


第十一幸积分学的应用 


命题 11.2.4 (Holder 不等式）设/， 3 €丑[〜 b], pj 为满足+十| = 1的 
一对正实数(共轭实数)，则成立 


( 、b \ / 、 Vp / pfc 、 i/g 

(/(ac)p(3：)|dxj ^ f \f{x)\ p da:J y }g{x)\ q d^J . (11.13) 

命题 11.2.5 ( Minkowski 不等式）设/，分 e 柯〜 b ], 1 < p <十 oo , 则成立 


r t \ Vp 

o (l/ ⑻ l + l 咖 )l) p h) ^ 


rt > 、 Vp 

1/ ⑻ j P 乜）- 


rb \^P 

jp { a ;)| p d 3：) , (11.14) 


当 0 < p < 1 时不等式反向成立. 


注 Holder 积分不等式与 Minkowski 积分不等式是“实变函数 " 与“泛函分 
析”中的两个基本不等式.当然在那里对于函数/,5的条件要更为一般.此外，在 
Holder 不等式中成立等号的条件是存在常数 c ， 使得1/⑷卜(或 
者对换/和办在 Minkowski 不等式中成立等号的条件是存在非负常 数？, 使得 
f { x ) = cg ( x ) (或者对换/和 S ). 但即使是在 Riemann 可积条件下，这两个条件 
中的等式都应当理解为几乎处处成立(参见第十章 Lebesgue 定理前的注解). 


11.2.4 不等式的其他例题 

用积分学方法可以建立过去要用 Taybr 定理才能得到的某些不等式.下面 
就是一个例子（见美国数学月刊，97卷 (1990), 912-915 K ). 

例题 11.2.4 在 ：r > 0时从 cosx ^ 1出发，从0到工积分，得到不等式（命 
题 1.3.6} 

sinx < x . 

再对两边从0到 z 积分，得到1 - cost < I . 将它改写为 


COS 3； > 1 


X A 


然后再做一次积分得到 

sin a : > ^ — 

即例题 8.5.3 中的不等式.于是已经有 




X — 


< sinx < x . 
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下一次积分后可以得到 


X 2 X 2 X 4 

——< cos a ; < 1- 1-— 

2 2 24 


归纳地进行下去就可以得到关于正弦和余弦函数的一般性不等式，其中包括了 
8-5.3 小节最后一个练习题中的不等式.此外，还可以得到以下两个对所有 z 成 
立的绝对值不等式 


smx 


-D- 以 


x 


2fc+l 




X 


2n+3 


k=0 


(2fc+l)! 、 （ 2n + 3)r 


繼-5>#厕 


fe —0 




X 


2n+2 


(2 n + 2)!' 


对于每个固定的 & 令 n 〜 oo , 就可得到在下册中的 Taylor 级数展开式. □ 


例題 11-2.5 设函数/ € Cla ， b ] 且单调增加，证明 


'b 

xf ( x ) da ： ^ 
J a 


a + b 
2 


/ ⑻ dr . 


J a 


当 / 非负时，本题有明显的物理意义：如杲曲线 j / = /(4单调增加，则密度 
均匀的曲边梯形 

{{ x , y ) [ a^x 0 ^ /( a :)} 

的质心不可能落在直线 z -的左边. 

分析本题的解法很多(参见 P ， 圳),下面举出其中的两个证明.关键是要 
利用/的单调性和 x - (a + &)/2关于积分区间的中点为奇函数的性质. 

证1 因为/单调增加，所以成立 

(^ - 平) (/ ⑷- / (乎》> 0 . ( 1L15 ) 

将上式对 z 从 a 到&积分，又利用 


就可以得到所要的不等式. □ 
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证 2 将[〜 6 ] 分为两个区间，分别用第一中值定理,就得到： 

^^ jf ( x)dx 

= \T i x ~ 平 ) ，(社十|1^ -乎)八袖 

= 低 ) I ，卜牛)如十/⑸ f 牛卜乎)此 
=[/⑸-/ ⑸1 ■ 

因为其中 a < Ci < y{c + i }<6 < b , 而/单调 增加.口 

下面是对于广义算术平均值-几何平均值不等式（例题 8-5-1) 的一个新的积 
分学证明，见美国数学月刊，103卷（1卯 6 )， 585 页. 

例題11. 2 .6设有 n 个非负数〜…，〜和 n 个正数 h ，… f 、，且 h + 
.■‘ + K = h 则成立不等式 

n n 

G n = = A n , (11-16) 

i=l i=l 

其中当且仅当 a = ❿… = 杯时成立等号. 
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由于右边的每一项都非负，因此就得到> G n ， 而且可直接看出等号成立的充 
分必要条件是 A = G n ，i = 1，…， n ， 是 2：1 - • •■ = □ 

评注这个证明确有新意，但关键并不在于用积分工具.如果对于中间一步 
的 lnG „ _ lna; if i = 1，2,…， n ，用 Lagrange 微分中值定理也一样可以进行到底. 


/⑷出为 


11.2.5 练习® 

1. 设/在 k&] 上单调增加，证明：对每个 c e (a,b), 函数 F(x) 

hb] 上的下凸函数. ^ 

2. 设/在[0, +00) 上是下凸函数， 证明： 函数 F(x) =丄「/⑷ dt 是（0, +oo) 

gjy Q 

上的下凸函数. 

3. 设/于 [0,1] 上为非负的上凸函数， 证明： 

4. 设/在 [< a] 上为上凸可微函数， /(a ) 二 /(&) = 0, f ⑷ = a >0, f(b) 
^<0, 证明： 


rl 


2 f ( x ) dx ^ max { f ( x )}. 

o 托 [04] 


rb 


OK 


f ( x)Ax ^ — a /3 


(&_ a ) 2 
13 -a ' 

f 2 


5 . 设 / e ^[0,2], /(0)-/(2)^ l , ] f ( x )\ ^ 1, 证明: 

6, 已知函数 / G 且 /( a :) 处处大于 0, 证明： 


f { x ) dx 


> 1 - 




rb 


f { x ) da : 


/ ㈤ 


dx ^ ( b - a ) 2 . 


7. 已知非负函数 


rb 


f ⑻ dx ^ l , k 为实数,证明: 


rb 


(J 


rb \ 2 

/( a:)sin fear da ; ] < 1. 


f ( x ) cos fca ? da : J 

8 .设 / 6 C ^ a . h ] 证明比例题 11-2.3 更强的不等式: 


/ 2 ( a :} da : ^ 


(b -分 


「6 


(m) s 


?b 


{ f { x )) 2 (jj - a ) 2 dx . 


9 .设 / 在 [0,1] 上可微且当 a ： e (0,1) 时, 0 < f { x ) < 1, f ( G ) = 0. 证明: 


(/(i)da:) >j / 3 (3：) dx. 
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10. ⑴试用 Young 不等式证晛当> 1时成立 ab < e 0 ' 1 + bln &, 

(2) 设函数/ e H [ a ， 礼试用 Minkowski 不等式证明下面两个不等式不能同 
时成立： 


•K O 


*jc 3 

|/0) - cosa:| 2 (h: < —. 
o 4 


§11.3 积分估计与近似计算 


11.3.1 积分值的估计 

在许多实际问题中,我们往往不一定需要知道定积分的精确值，而只霈要对 
积分值的可能范围进行估计.这里的方法彳艮多，其中最基本的方法是先估计被积 
函数在积分区间上的最小值和最大值（或者下确界和上确界)，然后乘以区间的 
长度.其次就是用积分中值定理和各种不等式进行估计.当然需要考虑被积函数 
在积分区间上的具体特性.下面先通过一个例子来说明各种方法- 

'办 R 1 T 1 工 

例題 11.3.1 估计积分 J = - dx 的值,其中0 < a < &■ 

J a X 

解如果利用 Isin ^ Kl ^ l , 则只能得到 

\ l \^ b - a . (11.17) 


这个估计在& - a 较大时当然很差. 

利用积分第一中值定理，由于因子1 A 不变号，就得到： 

[7|= sin^f — ^ f + <--L (11.18) 

11 J a a ： \ a x a V a J a 

如果 a > 1，则这个估计比 (11-17) 要好.但是对于 & - a 很大的情况仍然不好. 
利用积分第二中值定理和因子单调非负，就有： 



1 

「在 


sin x da : 

a • 

a 


1 2 

^ —j cos 石一 cos a | ^ — + 
a ct 


(11,19) 


如果 d > 1,则对于 b - a 很大的情况这个估计明显比前两个要好.观察该被积 
函数的持性(其图像见图 4.2( a )), 当积分区间较大时，必须将 sina ： 所起的正负抵 
消的作用考虑进去，而不能如前两个估计那样只利用 | sim | S M 和 | sina :| < L 
这就是估计 (1119) 优于它们的理由所在. 



§11.3 积分估计与近似计算 


35& 


估计 (11,19) 与区间右端无关.下面一个估计则对任何 (K a < &都成立： 

<3 , ( 11 . 20 ) 

Ja x 

这里不妨设0 ^ a < 1 < 6,否则下面的估计更为简单.这时将积分拆开，并利 
用 （11.17) 和 (11.19) 就得到 

<»1 * /kh * [ 

|7K + ^-dx <1+2 = 3. 口 (11.21) 

Ja ^ J1 ^ 

当然这还是一个很粗的估计.与区间无关的最优估计问题留作下面的参考 
题.又若 a，6 是给定的具体数值，则还需要利用被积函数在 [ci，b] 上的具体特性 
才能作出较好的估计.下面就是一个例子（即是位7]中的2328 m )- 

r200ic ot|i j* 

例题 11.3.2 估计定积分 / = 乜的值. 

J IOOjc ^ 



也就是说积分 了《 l/200it « 0.001 59. □ 

注用 Mathematica 计算得到 J ^ 0.001 591 49. 实际上,如果对上面的最 
后一个积分再用分部积分和第二中值定理，则可以得到更为精确的近似值 ■ 

各种不等式在估计中都可能有用.其中 Cauchy 不等式与 Schwarz 不等式更 

是常用的工具.例如 ，椭圆^ | = 1 ( a ，6 > 0) 的周长为 
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其中被积函数的原函数不是初等函数，因此不可能用 Newton^Leibniz 公式来计 
算(可参看 [49] 中的 13 S - U 2 页).下面我们分别用 Schwarz 不等式和 Cauchy 不 
等式来估计这个积分的上界和下界.它们的平均值即是在某些数学手册中关于 
椭圆周长的近似公式之一. 

例窳 11.3.3 证明 n(a + b )^ s ^ jtV2a 2 + 262. 

证首先，不难由 Schwas 不等式得到上界 估计： 


t /2 


V a 2 sm 2 < + 6 2 cos 2 1 dt 
/2 




pi /2 ' + 

dt) 


< 4 ^ {a 2 sin 2 t + b 2 cos 2 1) dt 

= 4(+(a 2 + 6 2 )) + ( 号 )+ = n^/2a 2 + 2d 2 


然后用 Cauchy 不等式求出被积函数的 下界: 


\ fa 2 sin 2 1 + f ^ cos 2 ^ = Va ? sin 2 1 + b 2 c^ 3 1 - V sin 2 1 + coe 2 i 

^ a sin t - sin t + b cos t - cos t ~ a sin 3 1 + frcos^ t, 


对两边积分再乘 4 就得到积分的下界估计. 

Tt /2 

s>4 (a sin 2 1 + dcos 2 1) dt — %(a + b). □ 

Jo 

11.3.2 积分的近似计算 

在数学分析教科书中对于积分的近似计算一般是介绍三种方法，即梯形公 
式、矩形公式和拋物线公式（也称为 Simpson 公式).这些公式以及更深入的数 
值积分方法都是以下面的定理为基础的. 

命顯 11.3.1 (Euler-Maclaurin 求和公式）设函数 / € C< 2m+2 )[a,6], h ^ 
(b - a)/n，Xi a-bih, i = 0, 1 T . ■. f n ，则 

•^^■史4[/(而-1 +你)卜 / ㈤ 如 

n 1 Jfl 

= [严-严 _1 如)] 

+ { 2 ^ 1 )\ fc2m+2 严 +2) ⑹0 - (H-22) 
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其中€ e [%礼 B 2fc 0 = 1，2 ,…， m + 1) 是 Bernoulli 其中前三个是（见 7.2.3 

小节)： 

= - 去，去. 

容易看出，上述公式的左边就是对于区间 [ a , &] 的 n 等距分划下的梯形公式 
与积分之差，因此公式给出了梯形公式的误差表迖式.通过组合就可以得到矩形 
公式和抛物线公式的误差估计. 

公式 {11.22) 的证明并不困难,主要是用分部积分法.下面给出的几个例题 
主要是介绍方法.将例题中所得的结果用于等距分划的每个子区间，并加以合并 
就可以得到 m = 0,1时的 Euler - Ma ^ laurm 公式.它们提供.了梯形公式和矩形公 
式的误差估计. 


例鼷 11.3.4 设/ e (^[0^], 则存在 f e [0,/ i ], 使成立 

^ i ( x ) dx ^ A[/(o)+ m ] - (11.23) 

证如下用两次分部积分得到 


rh 


f(x) da: 


制 （x 


k 


/( x ) (! —去) 

h 


j dx 

ft r ft 


0 


0 


作 ）（ a ： 


da ? 


\ m )+ m )] 


. Lf ( 0 ) + /(^)] + 


rh 

0 


f(x)[x(x — ft)]’da ； 
f , (x)[x(x — /i)] dx. 


(11.24) 


由于 - A ) 不变号，对右边的积分用第一中值定理就得到所要的结果: 






rh 


[x(x — ft)j d:r 


12 


/" ⑹ ft 3 □. 


注如果引进变上限积分 F ( x ) = j 就可以看出本题与 

7.4.2 小节的第一组参考题 9 (3) 相同.#者在条件和结论上的差异不是本质的, 
只要应用 10.5.2 小节的第一组参考题11就可以解决.此外,这也说明在积分学 
中的许多问题用微分学也是可以解决的. 


例题 11.3.5 设/ e C 4 [0, ft ], 则存在6 € [0, 吣使成立 

/ ㈦ 去_+ mi - - m ] +士/⑷伽 5 .⑴圳 
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证从上一例题中推导得到的等式 (11-24) 继续做 下去: 


+[/(0 )十 f(h)} = ^ f(x)[x{x~h)]dx, 

I 4 z Jo 


rh i rh / 

-J2-J 0 /" ⑷ da ： +yj o f(x) ^ -hx + 

1 / 7*^ 

|[/卟)-綱十|] 0 /、) 

/ >2 1 f 

7[/’⑻- /’ ⑼] - t /"’⑷ （ "5 — 


1 /" "7*4 Il 3^ 

[/W - / ⑽ 1 - y j 。/' 〃⑻■一 j + 

■[/' ⑻一 /(0)1 十 f ^{ x ){ x 2 { x - h )^) dx , 


hx 2 h 2 x \ , 

_ + _j ^ 
hx 2 h 2 x \ . 

-^ + ~ r) dx 

hx 3 h 2 w 2 
— + —) d " 


在最后一个积分中，利用因子 - z ) 2 不变号，再用积分第一中值定理就得到 
所要的等式. □ 

以上结果对于梯形公式和矩形公式的误差估计已经够用.为了对抛物线公 
式作出误差估计则还需要 m = 2 时的 Euler ^ Madaurin 公式，其证明方法与上面 
完全一样，读者可自己完成.此外，在[ I 4 , 13 等教科书中均对拋物线公式采用微 
分学方法作出误差估计.下面只是对于抛物线方法中的基本公式作一点介绍. 


例题 11.3.6 (万能 公式） 若 〆 4是不超过3次的多项式,则有 

p ( x ) dx = y [ p ( a ) + 4 p + + P ( & )]( & - a ). (11.26} 

证令奴 f ) = /( a 十 *(& - a ))， 就可以将要证明的公式变为等价的 

响) df = 4-[g(0) + 4 ?(^) + Qi 1 )]- 
Jo 6 I 

然后利用积分为线性运算，分别用= I ，*,* 3 ，* 3 代入验算即可. 口 

注这个公式在初等数学的体积计算中有万能公式的美名.这时只要将一 
个立体的顶截面、中截面和底截面的面积分别乘以1：4:1,然后除 6 并乘以髙 
度即可.容易验证它对于球、圆锥和圆台等形体的体积都给出了准确的答案- 
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U 3.3 练习题 

. 证明： 

PV2S 

(1) sin x 2 di > 0; 

Jo 

f*^ 3 / sinm 、 4 」 n 2 % 2 

Jo V smx J 8 

'100 

(5) 0,005 < —— —d^< 0.01; 

" ] 0 x + 100 


- 1 a: 19 


- TP^ < =f~ dx < -rrr 

20^2 Jo ^/l + x^ 20 


⑷ 0< 


啦 sin a; , ?c 3 

,— d3；< U4 


■〆< 「〜 

Jn/6 91 


■^<如 2 . 

smx 3 


L 设 / 在队 a] (a > 0) 上有可积的导函数，证明 : 


1 /⑼ |/(x)|cir + |/'(x 恤 

a Jo JO 


3 . 设 / 在 [0 t 1] 上有可积的导函数 , 证明 : 


'1 f fl 「1 

j/ ㈤ jda; < max 彳 0)1 da:, f(x) da ： 
o LJo Jo 


4. 设函数 / 在 [a, b] 上可微 , |/ , (a：)| S M , 且 /⑷ cU = 0. 对于函数 F(x) 




(1) 证明： I 作 ) K 


M(b - ay 


(2) 在增加条件 /⑷ = /(&)= 0 时证咏 \F(x)\ ^ 卿 J# 
5 - 证明：对每个自然数 n 成立 

^-ny/n <1 + \/2 + •■* + v / 7?< 如广 3 ^ 


6.设/在卜叫上可微，/⑷ = /(&)= 0, |尸⑷ K M， 证明: 

If /(a:)da:| ^ ^-(b~a) 2 . 


设/在 [«, &] 上二阶可微，/⑷=/⑷= 0, \ r ( x )\ < M , 证明: 
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8. (矩形公式)设/ € C 2 [ a , b ], 证明： 存在 S e ( a , &)，使成立 


f f ( x ) dx ~ (b - 

' a 


2 


no(b - ay 

24 


9 .设 / 于 [-1,1] 上可微， \ f ( x )\ S M ， 且有 a e (0,1), 使得 
证明： 

n 

f ( x ) dar [ ^ M (1 - ft 2 ). 


「a 


f ( x ) dx = 0, 


10 ■设 / 于 [0 f 1] 上可微， 证明： 

/( 牡 ― 亡 /( 去 ) 


n 




M 

2n 


1 L 设/在区间队 1 ] 上可微,且 r e fi[o, 11 ，对自然数 n 定义 




f{x)dx 


n 


左’⑼ ’ 


证明 ： lim rU n = 7 (/ ⑼ - /(!))■ 

n—K» it 

12 -设/在区间 [ 0 , 1 ] 上二阶可微，且 /" e 叫 0 , l ] t 对自然数 n 定义 

2fe- 1 

n 一 - \ 2n 


B n = f 

Jo a 


证明 ：lira n 2 B n 


24 


[/ ⑴-广⑼ 1. 


§11.4 积分学在分析中的其他应用 

11.4.1 利用定积分求数列极限 

从第二章开始，已经介绍过求数列极限的许多方法.下面再介绍一种求数列 
极限的新方法一^将求数列极限化为苯定积分.它的原理如下： 

设 fe 则有与等距分划对应的极限等式： 

f ( x ) dx = lim y^/ ― —~~—- 

— 台 V n J n 

或 

f b ^ J „b-a\ 6-a 
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因此,如果能将某个数列的通项〜写成如上面右边的积分和式那样的表 
达式，则就将极限计算问题转换为定积分的计算问题了.当然还可以有与不等距 
分划相对应的变型- 

应当指出，这个新方法有时很有效，但有时也不一定比过去的方法简单.它 
的优点是至少对于一类问题提供了 一种统一的思路- 

例醣 11 . 4 . 1 计算数列 { a n } 的极限，其中通项为； 


71 十 1 ?! + 2 

解 这里用定积分方法的计算非常简单: 


lim a n = iim 

n — km n 一 


+ …十 


i + —— i + — 
n n 

- In 2. □ 


注在过去对于本题已经有了两个解法.这就是例题 2 . 5 . 4 , 其中以 Euler 常 
数的命题 2 . 5,6 为工具，以及 2 . 8.3 小节中的巧用夹逼定理的方法.本节的解法 
虽然霈要积分学的 知识， 但思路要简明得多. 

例醣 11.4.2 诳明 lim ^ . 

rt—»CX3 71 ^ 

证1取对数后就不难写成积分和式： 


^ 1 1 


Vid - 丄亡 lnn = 丄亡 In f -). 

Jt=l n k=l U k^l 乂 几 ） 


令打 — OO , 注意到上式右端的极限为= -1,便得到 

Jo 

lim — = —. O 

n—^oo n e 

注这个题在过去已有几神解法（见例题 2 , 5 . 3 ). 这里的方法从思路上是清 
楚的，但是函数 lnx 在 a ; = 0右侧邻近无界，因此所涉及的积分是第十二章中的 
广义积分.而用和式取极限计算广义积分是要另行讨论的问题(见例题 12.1.1), 

不用积分和式的方法，也可以用积分估计如下证明 ■ 

证2由于对数函数单调增加，因面成立不等式 

71—1 n 

In fc ^ In it die < 
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这就是 

in 

In (ti — 1)! < ( xlna ; — x ) =nlnn — n + 1 < Inn !, 
整理后得到关于 n ! 的双边不等式 


e 



< n \ <ne 



开 n 次根后取极限，利用 >/e = 1, 抑 = 1 ，即可达到目的. □ 

在用定积分方法【 I 算 的极限时^ £合 Taylor 公式分离出主要部分也是 
需要掌握的方法： 


例鼷 11.4.3 计算极限 


lim 

Tl—HX 


1 -f 




n 


sm 


it 

n 2 


, n 


sm 


2jc 

n 2 


+ , - - + (1 - ) sin 


nn 

n 2 


解 记表达式为.由 Taylor 公式，我们有 


kn 
sm —^ 



A：tc 

n 2 


十 




1， ， 竹- 


因此可计算如下: 



nx(l 十 ; r) <1 无 =-—%. □ 

0 6 


11.4,2 Wallis 公式与 Stirling 公式 

本小节将介绍与阶乘 n ! 有关的两个重要公式，它们在处理有关阶乘的极限 
问题时非常有用. 

第一个公式是数学家 WaiUs 得到的 （1655 年)，因此秣为 Wallis 公式（其原 
文见 [41). 它与 Viete 公式（见 4.3.4 小节题 5) 都是关 于圆周 率的无穷乘积公式， 
但在 Wallis 公式中只需要乘除运算，连开方运算也不需要. Wallis 公式对于71的 
近似计算没有直接影响,但是在导出 Stirling 公式中将起重要作用. 


命题 11.4.1 (Wallis 公式） 

.. 1 { 2*4. {2n) \ 2 _ it 

2n+l V 1-3 …… (2n- 1) )=1 


(11.27) 
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分析 回顾 2.3.2 小节的练习题8和9,我们看到 （11.27) 左边的极限存在性 
是容易证明的，困难在于求出这个极限. 

从例题 10.4.9 的积分计算已知/„= f Sin - xdx 的表述 式为： 


T (2 n - 1)1! jc 
2n = (2 n)!l ■!"， 


hn+i = 


㈣ !！ 
(2 u + l ) l ! 


(11.28) 


这里的差异是显著的 t 圆周率 it 只出现在一个公式中！ 

将 L 作为一 t 数列的通项，则从例题 10.2.4 已知是无穷 小量: n lim/ n = 
o. 可以想像，当 n 充分大时,与二 +1 之间的差是更高阶的无穷小见图 
10.3), 从而 / 2n+ i// 2 n 的极限很有可能是 1. 如果真是如此，则就有可能得到关于 
" 的某种结果.当然这里又遇到了 0/0型的不定式，但是由于有表达式 (11.28), 
因此不难处理. 

证在0 < j 时有0 < sin a ; < 1,因此就有 sin 2n+3 x < sm 2n+1 x < 
sin 2n x . 这样就成立（积分）不等式 I 2n+ 2 < h n+1 < hn . 利用 （11.28)， 得到 


2n + 1 

hn+2 — m '< hn+l < hn- 

两进除以心 , 并取极限（即爽道),可见确实有 

hn +1 , 


lim 


hn 


再用 (1 L 28) 代入，就得到所要的 结果: 


1 


lim . 

n—too 2ll 十 1 


f (2 n )!! 

、 {2u^l)!r 


2_ 

n 


□ 


注 在应用中 Wallis 公式的几个等价形式有时更为方便.例如: 

( 2u )!! 


(2 n - 1)!! 




(2 n )! 


(11.29) 


(11*30) 


特别是从 ( U .29) 可见, Wallis 公式的实质就是刻画了双阶乘 （2 n )! l 与 （2 n — 1)!! 
之比的渐近性态. 

Stirling 公式是关于阶乘 n ! 的重要结果，具有广泛的应用.其一般形式为 


Inn ! = In V 2 n + (n-h ) Inn - n + 

V 2 / 1 - 2 n 


B 4 


^2 t 


(2 m - l )(2 m ) n : 


2m—1 


+ o n - 


3-4n 3 

^2 m+2 


+ 


(11.31) 


(2 m + l )(2 m + 2) n 2tn+1 
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其中0 < < 1 , B 2n 是 Bernoulli 数（见7,2,3小节)， 

本书只给出含有上述公式右边前三项的最简单形式的 Stirling 公式的证明, 
而在参考题中指出如何可以得到更为精细的下一个公式的证明.一般形式的 
Stirling 公式 (1L31) 可以从 Euler-Maclaurin 公式 (11.22) 推出. 其他证明方法还 

有很多，有兴趣的读者可以参看近年来在 美国數学月刊 上发表的许多新方法. 


命邇 11.4.2 (最简单形式的 Stirling 公式）关于阶乘 n ! 有渐近 公式： 

n ! 〜 \/ 2irn ( n 一 (11*32) 


分析关于阶乘 n ! 的结果很多.就本书来说，在前而的 1-3.2, 2.5.5, 2 .7.3各 
小节中都有关于 n ! 的不等式，此外还有许多与极限有关的结果.在 2 JA 小节中 
还有对于 n! 作为无穷大量的 比较： a" < n! < n n (a > 1). 但如何确切地刻画 n! 
的渐近性态，则还是不清楚.这就是 Stirling 公式要解决的问题 ■ 

从以前的结果出发,可以得到许多启禾首先，从 2.5.5 小节练习题 7 就有对 
每个 n e N + 成立的不 等式： 


n 


+ 夂 


n!e f 


7 T 


< n * f 1 十 


i) 


91 + 1 


为了研究 {&} 的性态，自然要观察它的前后项之比,这样就有 


b n 1 
-—— 

& n +i e 



1 , 


因此数列 {< U 严格单调增加.这里只不过利用了 g 于数 e 的最初讨论（见命题 
2.5.1), 再利用例 8.2.3 的结论，可见以 （1 十士 r ++ 为通项的数列严格单调减 
少，且收敛于 e . 这样就得到 


brtVn+T _ b n 

&n+l ^ti+1 



>1， 


它就是下面证明的出发点. 

证定义数列 

n [& n 

an = ^T 


n € N +, 


则只需证明收敛于 V2i - 为此写出其前后项之比 




^ n - fc-1 



(11.33) 
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利用 f( x ) = 1 /x 下凸，在 Had&mard 不等式（例题 11.2.1) 中，令;^ = n， 办， n+l 
代入,得到不 等式： 

——^ In 
n +T 

将上式乘以(^+ y) 并作整理，得到等价的不 等式： 

0 «) «) - 1 <去 (+ - 士)‘ （酬 

将它与 (11.33) 作比较，就有 

丄 （ 丄一 1 ) 

n+1 (11.35) 

a n +i 

这表明正数列 M 单调减少，因此收敛，记其极限为同时从 (11-35) 的右边 
不等式 又知道 另一个正_ {a n e~~^} 单调增加.由于它的极限 也是％ 这样就 
证明了 a > 0. 

利用 Wallis 公式 （11.27) 或（11.30)，并用 n! = a n ■—— 代人，就有 



lim 

n—►oo 


(n!) 2 2 2w 

(2 n )!^ 


a l 

Q ， 2n\^ 




(11.36) 


可见极限《=^. □ 

注 对于数列{知}不仅要证明它收敛，而且述必须证明其极限 a > 0,否 
则 (11.36) 的最后一步通不过.有不少文献忽略了这一点.上述证明来自⑺- 


11.4.3 Taylor 公式的积分型余项 

在第七章 “微 分学的基本定理”中已介绍了带有 Peano 余项、 Lagrange 余 
项与 Cauchy 余项的 Taylor 公式.这里将介绍带积分型余项的 Taylor 公式 ■ 

命睡 11.4.3 设 / ⑷在 区间㈤ -r，a; D + r) 中有 n + 1阶连续导 函数， 则对 
每个 a： e (: ro - r，;r。 + r) 成立 

fix) = E ^ 一邱产十瓜 ㈤， 

其中余项 ， p 

R n {x) = -y f^ + 1 \t)(x-t) n dt. (11*37) 

x •-P'n 
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证从 
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㈦=/㈤_ t ( 卜吻产， 

fc — 0 ^ 

可以得到 

处 )( 邱 ）= 0 , = Hi n+l \x) = f^ n+1 \x). 


利用逐次分部积分运算就可以有 




^0 

rx 


^nip 、df — (f ^ :⑺ 




和⑷卜 -*)cU 


XQ 


a：o 


iC(0 - t) 2 dt 






nl 


H^ +1 >(t){x^t) n dt 


ato 


n ! 


/ (n+1 ) ⑷ (；r 一 □ 




注 （1) 对余项 (11.37) 右边用第一中值定理，在: r Q 与^之间有（，使得 

1 fT 1 fa ： 

札 ㈤ = 」r 严 +1) ⑺(卜£广出= 士广 + 1 )⑹ （卜 y 出 

nl J^>Q n ' JXO 

-丄 m 叫 1 

这就是 Lagrange 余项（命题 7.2.3)* 

⑺在 (11,37) 右边的积分中，把被积函数看作严叫⑺卜-妒与1的乘积， 
由积分第一中值定理，存在纟在吻与 a ： 之间，使 

打. J LEO 

二去 /㈣ 咖 - 奶 …。). 

将石改写成^ =尤0 +巧(工—工0 )，1，则上式成为 

J 4( z ) = ■^/ ( n +1) ( a：o + 咖- xo))(l -7? r ( a ; - a ： or +1 - 
这就是 Cauchy 余项（命题 7.2.4). 

(3) LagTange 佘项与 Cauchy 余项分另 lj 含有不完全确定的中值《与中而积分 
型余项中则不含中值，这无疑是一个优点.由于这个原因，带积分型余项的 Taylor 
公式常被用于比较精确的表达式中. 
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11-4*4 ir 的无理性证明 

作为定积分的又一方面的应用，我们证明 Jt 是无理数.下面的证法是由 I . 
Niven 提出的(见⑷).这方面较新的材料见美国数学月刊,108卷 (2001), 222-231 
页(数学译林2001第3期). 

命應 11.4.4 71 是无理数. 

证用反证法.假定 n 是有理数，则可设 it = f ,其中为正整数.定义 
辅助函数 

f{x)= —— = ——- 

这是一个多项式，其中各项的次数从 n 到 2 n . 可以 证明： 对每一项求任意阶导 
数后，再令 z = 0代入，只能得到0或者整数.实际上这里只有三种情况： （1) 该 
项求导后仍含有因子 A (2) 该项求导后已经是常数0, （3) 该项求导后为非零常 
数.只需要讨论情况 （3). 假设求导之前诙项为 a fc ， 则情况⑻只能是对该项求 
k 阶导数的结果，这时得到的值是 fc ! c . 由于 c 是整数除以 n ! 得到的有理数，而 
A ： > n , 因此—定是整数. 

这就证明了对任意自然数〗， / ( i ) ⑼都是整数. 

又由/(4的表达式可知/ ㈤ 二 /(H - 办因此对任意自然数 i ， f ^( n ) = 
(-1) V ( ^(0) 也是整数. 

然后我们要证明定积分 




f(x) sinx dx 


(11.38) 


的值也是整数.对这个积分用分部积分得到 


'『Jt | 

/(x) sin a ; da: ^ /(a?)( — cost) 


fix ) cosxdi 


/ ⑼ + / ⑻ + /'(: r)sin 工 


f ,r (x) sinxda: 


Tt 

=/(0) 十 /(n) - / f/ (i)sinxdx* 

Jo 

由子 / 为加 次多项式，重复以上过程，最后的结果是 
f { x ) sinxdx = /(0)+/⑻一 /" ⑼⑻ + …+ (-1广/»⑼十(一1广/( 2 …(非 

根据前面的分析，可见左边的积分值是整数- 

另一方面，在区间[0,均上, Q ^ a-bx = b { lt ~ x )^ a , 因此对/⑷有估计式 

0 ^ f ( x ) = 今， 广 ^ " 


n\ 
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这样就得到对于积分 (11-38) 的估计: 


1 

0 < f ( x)sinxdx ^ 
Jo 




f { x ) da ; < 
o 


jz n+l a n 

n ! 


由于当 „ — ㈤ 时是较更为高阶的无穷大量,因此只要取 n 充分大，上 
式右边就小于 1. 这与积分 ( U .3 S ) 为整数不相容.因此 Tt 不能是有理数，而只能 
是碰数 .□ 

一个复数,如果它是某个整系数代数方程的根，则称之为代数数，否则，就称 
之为超越数.命题 2.5.5 已经证明数 e 是无理数.在它的注解中还提到 e 还是超 
越数 . Jt 的情况也是如此. Lindemaim 于1882年证明了 n 是超越数，从而最后解 
决了用圆规和直尺不可能化圆为方这个古希腊三大几何难题中的最后一个问题- 
关于 e 和! t 的超越数证明可看[52, 54, 4] 等. 


11.4.5 练习逦 

■ 求下列极限： 

( 1 ) lim n 

n—froo \ — 

/ 

(2) lim 


n 2 + l 2 
1 


+ 


n 2 + 2 2 
1 


+ 


2 n 2 


+... + 


(3) lim 


yfr ^- ^/ n(n + 1 ) y / n (2 n — 1 } 

( l a +3 a 十…+ 01 + 1广广 +1 


n—^oo (2* + 4 b + ■ • * + (2 n) 6 )° +1 

Ti —1 / \ ic/n 

⑷ i^n( 2+cos 7); 


■，其中 a , 6 7 ^ — 1 ; 


fc^O 


(5) lim 丄 \/n(n + 1) … (2 n - 1); 


n—►oo fi 


(6) lirn ^ -^2 - ^2 ^( nx + 々) (似十 & 一 > 0). 

(最后一题套用第十章参考题 3 就很方便 .） 

2. 证明对于区间 （ j , 1) 中的数 A ， 存在 iV 使 n > JV 时，成立 

VI +以十-..十斤< Anl ， 

并与 11.3.3 的题5在方法和结果上进行比较. 

3. 设 /㈤ e C [0,1], /⑷处处大于0,求极限 


lim 价 U ， 


n 


y 


-/ 


n — l 


n 


/⑴， 
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由此导出箅术平均值-几何平均值不等式的积分形式，并与 11.2.1 小节的不 
等式 （1 L 10) 作比较. 


4. 设 A 

5 . 设礼 


n +1 
2 


頁’求 2 一从 


2 


2 n+l 2 n + Z 


H - h 


2 


— 1 


求 lim n 2 ( ln 2 — B n ), 


6，求 lim y/n [ (1 - x 2 ) n ( ir * 

7. 试从 Stirling 公式（命题 1 L 4.2) 的证明中推 导出: 


Til 


v 2 m 




4n 


其中 o < i < 1. 

(在第二组参考题 15 中有更好的结果，但需要比 (11.34) 更强的不等式 .) 

8. 试写出 （2 n )!!，（2 n - 1)!! 和 C ; 的渐近公式. 

9. 利用 Stirling 公式计算下列 极限： 


(1) lim 

n — *oO 



n ] 

n n ^/n 


n 

10. 证明 ：lim v^TT 

n—*oo A 

fc=l 



(2) lim (- l) tt 



^/ n . 


V^tc 

e 1+ ^ 1 


其中 7 是 Euler 常数. 
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11.5.1 学习要点 

1. 在第一节中所说的“微元法”虽然不是一种严格的数学方法，但是在学习多 
元微积分以前，对于一些利用定积分进行计算的几何与物理问题，我们还经 
常要利用它来进行.在教学上，对这种方法不作严格论证，只要使学生在一 
些具体计算问题中能够使用就行了. 

2. 本章分各个专题介绍积分学的应用,与上一章一起组成积分学的比较完整 
的内容.本章的取材是围绕积分学中的基本内容来选取的，其中考虑到了 
本科和考研两方面的需要.由于篇幅所限，没有能够收入积分学在物理学 
等方面的应用，在数值积分方面也未作全面介绍.所收入的习题中比较困 
难的列入第二组参考题. 
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第十一幸积分学的应用 


3. 对习 H 课的建议本章除了积分学在几何上的应用之外，对于本科学习来 
说，至少需要学习利用定积分计算某些数列的极限(第 11.4.1 小节)和 Stir - 
ling 公式 (11.32). 这些内容对于前面的数列极限内容也是重要的补充和发 
展-至于其他内容，则机动余地较大，教师可以根据教材和学生情况来决定 
取舍 ■ 


11.5.2 畚考魍 
第一组参考題 

1. 设 / € 1], 且 /⑼= 0, /( I ) = 1， 证明： 

|/(x) -/'(xJIda: > — . 
Jo e 

2 . 设 a > 0, 证明： 


xa &inx dx 


r/2 a — 

o 4 


3. ( Tschebyscheff 不等式） （1) 设 F e C [ a ，6], 处处大于0,且单调减少,证明: 


p 6 




rb 


rb 


xF 2 (x)dx ^ F 2 (x) dx 


rfr 


xF(x) dx ; 


(2 ) 设 f，9 在区间 [ a ，6] 上对于任何 x<y 具有性质 （/ Or ) - f(y)){g(x) 
9(V)) > 0, 又设 p e b ], 且处处大于0, 证明： 


r 6 


p ㈤ /㈤ 


rb 


p(x)g(j:)dx ^ 


rb 




p(x) dj ： 


p{x)f(x)g(x) dx. 


4 .设 / 在 [0,1] 上连续，且 (K /⑷ < 1， 证明: 


/(^) 


一 /㈤ 


dLr ^ 


f(x)dx 


f{x) dx 


5. 证明不 等式: 


cos a; 


'o Vl - ^ 




sin a; 


o vl —^ 


dx. 


§11.5 关于教学的建议 


371 


6 . 设 ⑷ g C [ a ，6] ， 且 /⑻⑷= /( fc ) ⑷= 0, fc = 0,1，2,…， rt 一 1 ， 证明: 

|/ {：E)dx H ( SVnt : —『)^1 > e M ][ 

7. 设函数 e Ch ，％ 且 f ⑻吴 0, 咖)处处大于 0 .记 


d n - \f{x)\ n g(x) dj：, n = 1， 2, ■ 


证明：数列 


^ n +\ 


收敛，并求出其极限. 


8 ■计算 Um ( i^L + i^L + ... + ^4 
n^oo \ 71 + 1 打十 + fl + 女 J 

9. 对任意实数 a ， 证明 ： iim ]"[ cos ( 1 a 2 ) -e 2 . 

n-+oo ^■丄 \ fl } 

10 . 设 / 是 [ l ,+ oo ) 上的非负单调减少函数，令 

- [ f ( x ) dx , neN +, 
k=i J1 

证明 ： WJ M 收敛. 

(这是“面积原理”的一种简单情况（参见[ 26 ]).取/⑷」1 〆 就得到关于 
EuJer 常数的命题2,5,6;取/⑷= 1/ y ^, 就是第二章第一组参考题 I 4 .) 

11. 计算积分 \\mx 2 dx, 使得误差不超过 0.001. 

Jo 

12. 证明： 函数 F { x )^ \ X sin ^ d * 在区间 (0,1] 上有无穷多个零点. 

Jo t 

13 . 设 / 在 h 6] 上可导, f 单调增加且有 f ( x ) ^ m >0 } 证明： 

2 

cos f ( x ) dx < —— . 

14 . 设 / 在 [ a , b ] 上可导，且满足 f ㈤ > m > 0, 丨/(邱 d 证明： 

j rh 2 

sin /( a ：) da : < —— , 


15, 对 n e N +1 定义 

n — 1 n — 1 n — 2 n — 1 n — 2 

C - ^ 1 _i_ _ _|__*_U ► < . -I- - - - 

n + 2 n + 2 汀十 3 n + 2 n + 3 


证明 ：lim 


Sn JU 


lim —— — 

n->oo ^/n 





3 T 2 


第二组参考親 


第十一幸积分学的应用 


1. 曲线 K 的极坐标方程为 p = p (0), pe C [0 ,nl 且已知 K 上任 

何两点之间的距离不超过1，证明：由曲线 K 与射线 e = 0, 9 = n 围成的 
扇形面积 

2 . 设 / e C[o, b], 且处处大于 0 ■记 / fcn = /(a + khn ), h n = ( b - a )/ n , 
fe = 1,2,■ , n . 证明： 


lim 


\// ln /2 n . f nn = OXp { 



In / ⑷ dx} ? 


并用于证明 （ Poisson 积 分)： 

1 r 如 

- ki(l 一 2 r cosx 十 r 2 ) da : = 2 Inr , 

2it Jo * 


其中 r > l . 

3 .设 / e C [0,1]， f x 2 f ( x )6 x = 1, 


(1 ) 证明 max |/(x)j ^ 3. 

O^z^l 


'A 

0^(0；) dx = 0,迹明 max j /( x )| ^ 10-2. 

0 


(2) 又知 

4 .设 / € C [0,1], 如果对某个自然数 n > 1 T 成立 


rl 


f ( x ) cLr = x /( a :) da : — * • ■= 

o Jo ■ 

求证 M = max |/( a :)| ^2 n ( n + l ). 

0^ac<X 

5. 隶出使不等式 

rb 

Cl ^ 


= o , 


o 


= 1, 


smi 


x 


da? ^ ci 


成立的最佳常数 ^, C 2, 对其中的积分限分两种情况讨论： (1) 0 ^ a < (2) 


a<b ‘ 


6. 在命题 11.2.3 ( 即 Young 不等式）中的可微条件可以去掉,此外还可以得到 
另一个方向的不等式:设/ € C [ a , &]，严格单调增加，且/⑼二0,记其反函 
数为 她 证明下列不等式并解释其几何意义： 

ab < f f { x ) da : + f g { y ) dy < bg { b ) + d / ⑷- /(%(&)， 

Jo JO 

其中成立等号的充分必要条件是 6 = /(4 (即 a = 5(5)). 
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7. 设 证明: 


(1) 若对任何 a< Xl <x 2 <b 成立不等式 


+ S 2 
^ 2 ~~ 




^2 - a：i 


fa ：! 

J il 


/(T) dx ， 


则 / 为下凸 函数； 

(2) 若对任何 a<x 1 <x 2 <b 成立不等式 


rars 


怎2 — A J 


/( x)dx ^ 


XI 


/ ㈤ + /(〜) 

2 


则/为下凸函数； 

(3) 若以上两个不等式中的任何一个始终成立等号，则/只能是线性函数. 
(因此 Hadamard 不等式中的每个不等式都是/下凸的充分必要条件 .） 

8- 设/€(^[0/1，/(0)=0， 

(1) 证明： ^ a 

1/⑷ f ⑷ I 如< j V (冲 2 如， 

Jo ^ Jo 

且其中成立等号当且仅当/« = a ; 

(2) { Opial 不等式 } 增加条件/⑷= 0, /在 (0,a) 上大于0,证明： 

|/( a ;)/ , ( a ;) jda ; < |/’( x )| 2 da ：. 

Jo 4 Jo 


9. (Bellman-GronwaJl 不等式 ) 设当 ; r > 0 时 f(x),g(x) 为非负连续函数，且有 

'X 

/Or) < A+ f{t)g{t) df, 

， o 

其中 d > 0, 证明： 当 t > 0 时 

f(x) ^ Aexp ^ p ⑷ dt). 


10 .设 / 6 C 2 \a,b], / {0) = /( l ) = 0, / 在 (0,1) 中无零点， 证明: 


11 

/" ⑷ 

, 0 

/(^) 


且其中 4 是最佳下界 
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U ■设/在[0, 1] 上可积，且有0 < m < /bK M ， 则有 


i f { x ) dx \ l 0 ib ) dx ^ 


(m + M ) 2 
4 mM 


(这是 Cauchy*Schwarz 不等式的反向不等式，也称为 Kantorovich 不等式 .） 
12. 设非常值函数/在区间 h b] 上可微，且/⑷=/⑼= 0,证阱在 [a，6] 上 
至少存在一点（，使 b 

13■设 / e C 2 [M, /⑼=/⑴= f (0) = 0,尸⑴=1， 证明： 

(/ w { a :)) 2 da ; > 4, 

Jo 

且其中成立等式当且仅当 /( 岣=/ - 

14. 设函数/在区间[化&]上处处大于0,且对于 L > 0满足 Lipschitz 条件 
|/(心）一 f [ x 2 )\ ^ -x 2 |, 又已知对于 

' d dx f fr da : - 

证明下列积分不等式： 

r b e 2L0 _ 1 rd 

f{x) dx ^ ——- f(x) dl. 

J a ^XjOC J c 


15. 先用微分学或其他方法证明：当0 < z < 1时成立不等式 


0< jin 


1 + 3： 


3(1 二河， 


然后用 a ： == l /(2 n + l ) 代入， 得到比 (11.34) 更强的不等式.然后证明 
比 (11.32) 更为精细的 Stirling 公式，也就是一般公式 （11.31) 中 m = 0的 
情况： 

l n n!=ln^+^ +T jlnn-. + 1 ^, 

或者其等价形式， 0 


其中0 < < 1. 




第十二章广义积分 

广义积分作为变限积分函数的极限，其许多性质与定积分类似.本章共分5 
节. §12.1 节讨论广义积分的定义. §12.2 与 §12.3 节分别讨论广义积分的敛散性 
判别与 计算. §12.4 节讨论了无穷限广义积分的一些性质.最后一节为学习要点 
和两组参考题. 

广义积分与数项级数之间 有密切 联系.在各种数学分析教材中两者的教学 
顺序并不相同.虽然本书在第二章中已经提到了无穷级数的概念（见 2.2.3 小节 
末的注解以及例题 2.2.6, 2.2.9,命题 2.5.2 等) T 但是要到下册中才有关于 无穷级 
数的全面论述.因此这方面的联系也要到后面介绍. 


§12,1 广义积分的定义 
12.1.1 基本定义 

1. 在定积分一章中给出函数/为 Riemajm 可积的定义时,有两个基本限制: 
(1) 积分区间 [ a , 6] 必须有限， （2) 函数/在 [ aA 上必须有界.前者是在积 
分的分划定义中隐含的必要条件,后者则可以作为可积的必要条件而得到 
(见例题 10.2.1). 广义积分就是在这两个方面对于定积分定义的突破.今后 
也称原有的 Riemann 积分为常义积分. 

2- 为方便起见，引入如下定 义:设 J 为区间，函数/在 J 上有定义，如果对任 
意有界闭区间 [ a ，&] C /, / € b ], 则称/在 J 上内闭可积. 

3. 广义积分的定义方法是通过对常义积分取极限.称&为函数/(4在定义 
域区间 [ a ,&) 上的奇点，如果6 = + oo 或者 / Or ) 在点&左侧邻近无界.假 
如/(4在区间 kt ) 上内闭可积 , 6为/(岣在 [ a , b ) 上的奇点,则定义广义 
积分 

f{x) dx = lim / ⑷ d 工 ‘ 

Jo Jo 

如果上式右边极限存在且有限（在& = +00时 ， b — 6-是指& — + oo ), 则 

称广义积分 f /收敛或/广义可积（在不产生混淆时也可简称可积)；否 
J a 

则，称广义积分 f /发散或/广义不可积（简称不可积).类似地定义以 a 

& Cl 

为奇点的广义积分 f /及其敛散性. 

J a 

4. 称广义积分 f /绝对收敛或/ (广义)绝对可积，若广义积分 f |/|收敛. 

J a J a 
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5. 设6为/在 k &) 上的奇点.如果& = + oo , 则称广义积分 f 为无穷型 
广义积分（简称无穷限积分或无限积分).如果&为有 限数/ 则称广义积分 
' b f 为无界型广义积分（简称无界积分或瑕积分),并称&为瑕点.这两类 
r 2 义积分不但往往可以用换元法互换,而且它们的定义与很多性质也可以 
统一叙述. 

6. 设 a < c < &，如果 c 为/在 [ a , c ) 与 ( c , b ] 上的奇点或 a ，& 分别为/在 ( a t c ] 
与 ( c ， b ) 上的奇点,则定义广义积分 

4 「c 「6 

f(x) dx = f{x) da; + f{x) d®, 

J Q. J Q J C 

当右边两个广义积分都收敛时，称广义积分 r /(^) ^ 收敛; 否则，称广义 

J a 

积分 f /⑷如发散. 

J a 


注1上述无穷限积分与无界积分的统一叙述可以简化广义积分的许多结 
果的表达.但两类广义积分毕竟还有区别（例如见 12.4), 学习本章时要注意两类 
广义积分的异同. 

注2对不定积分、定积分和广义积分，可积的含义是不同的.不定积分的 
可积是指其为初等函数族，定积分的可积是指其 Riemann 可积，即 Riemaoin 积 
分存在,而广义积分可积是指广义积分收敛.这似乎容易引起混淆，但在根据上 
下文不会引起混淆的情况下，使用可积这个术语可以简化叙述- 

除了以上基本概念之外，还需要知道广义积分的主值.以下対两种广义积分 


分别给出它们的主值定义. 

设函数/在 (-00, +00) 上内闭可积，定义 




P . V . 


f (^) 


lim 

六一 》+ 00 


f{x) dx 


疒 +OO 


为广义积分 / 的 Cauchy 主值,如果右边极限存在的话. 

对于无界分，设/在区间 &] 中只有一个瑕点 c , a < c < b , 则定义 


P . V . 


f{x) di 


lim 

6—0+ 


r 、 

J 


f{x)dx 


为广义积分 


/ 的 Cauchy 主值,如果右边极限存在的话. 


容易看出？若广义积分收敛,则其主值与广义积分的值相同；但是当广义积 
分发散时，它的主值仍可能存在.因此主值是广义积分概念的一个推广，它在理 
论和应用上都很有价值.对于本章内容来说,如果事先能判定某个广义积分收敛， 
则在计算该广义积分时可以用主值来代替，这有时会带来 方便- 
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12.1.2 广义积分与和式极限 


虽然广义积分是通过对常义积分取极限得到,但在被积函数单调情况下也有 
可能如常义积分那样直接从积分和式取极限得到.首先我们讨论有限区间上的 
无界广义积分.下面就是这类结果之一. 

例睡 12.1.1 设/在（0, 1) 上单调，无界广义积分 f 1 /( aOdr 收敛,则有 


/ 


lim 


士) 十 


+ •-•+/ 


n - 
n 


n 


f { x ) dx . 


( 12 - 1 ) 


证不妨只讨论/单调增加，则有不等式 


r 1 — 士 


f 


f ( x ) dx < 


去) "( I ). …十’ 


n 


n 


n 




七 


f ( x ) dx . 


这里两边的积分中至少有一个是广义 积分. 然后令 n — 欠即可. □ 

注这里有几点需要注意.首先,单调性条件只要在奇点邻近满足即可.其 
次，在只有一个奇点的情况，从等式 (12-1) 左边极限存在可推出右边的广义积分 

收敛.然而对于有两个奇点的情况选是不成立的.例如 

1 1 

/㈤ 


X 1 — 丨 

就是如此（见[打]第一卷 253 页) ■ 

对于无穷限广义积分也有类似结果.但是这时的积分和式本身已经是无穷 
项求和，也就是无穷级数.在学习无穷级数理论之前，可以先按照 2.2*3 小节末的 
注解来理解. 

f+oo 

例睡 12,1.2 设 /( rr ) 在 [0,+ oo ) 上单调， 


/( a ：) da : 收敛，则有 


lim f{nh) 




^0+ 


f { x ) da :. 


证不妨假定 / 单调减少.首先可以证明/在 [0,+ oo ) 上非负.用反证法. 
如果在某点吻处有 f ( x 0 ) < 0,则就有 
M 


/(^) da ; < f { x 0 ){A - x 0 ) -oo (A — + 00 )， 




这与无穷限广义积分收敛的条件矛盾. 
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§12.2 广义积分的敛散性判别法 

本节在第一小节中从一个例题开始，讨论敛散性判别法.对 Dirichlet 判别法 
和 Abel 判别法的必要性给出证明和改进.在后两个小节中给出例题和练习题. 

12.2.1 敛散性判别法 

下面先看一个简单例题.在其中我们将从基本定义出发进行 i 寸论,而不直接 
应用某个判别法，其目的是说明这里所遇到的问题的一般特征. 

例题 12.2.1 设/在 [ a , + 00 ) (a > 1) 上内闭可积,且已知广义积分 

' 十 CO 

xf ( x ) dx 
J a 

收敛，证明：广义积分 f ( x ) dx 也收敛. 

J a 


证如果/非负，则可以写出不等式 


'A 

0 ^ f ( x ) da ; ^ x /( a ：) dx , 

J a J a 

其中两个积分作为变上限 A 的函数都是单调增加函数.由于右边在 A — + oo 时 
存在极限,中间的积分作为 A e k +( XD ) 的函数就是有上界的单调增加函数，因 
此当4 — +00时也有极限.这就证明了 /在区间 h + a ) 上的广义积分收敛. 
对于/非正情况的讨论是类似的.这就是比较判别法- 

但是当/为变号函数时，上面的比较方法不能直接使用①.这时需要两个新 
的工具： （1) 广义积分的 Cauchy 收敛准则， （2) 积分第二中值定理. 

任取 a < 4 对于积分 



■ A ’ 


j 

1 


f { x ) Ax 

= 


xf ( x ) - — da ; 

i. 

A 


J 

A 冚 


利用右边积分号下第二个因于单调且非负，就有€ e ( A , A F ), 使得成立 


rA' 

A 


/ ㈤ 如= 


~A 


xf ( x ) da ; 

A 


然后利用条件就可以使得左边的积分当充分大时小于事先给定的 e > 0, 
因此/在 [A + oo ) 上广义可积. □ 

~~①如果/绝对可积，则比较方法还可以用. 
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注1注意在证明过程中两次应用 Cauchy 收敛准则,一次是用收敛的必要 
条件，另一次是用收敛的充分条件.实际上从广义积分开始,在后面的无穷级数 
和含参积分各章中各种形式的 Cauchy 收敛准则都要起非常重要的作用.其中 
的基本理由和上面这个简单例题是相同的.初学者可以复习一下 §3.4 节中对于 
Cauchy 收敛准则的基本内容. 

注2上面的证明实际上重复了 Abel 判别法与 Diricblet 判别法的推导过 
程.当然可以直接应用这两个判别法之一來达到目的. 

这里需要指出， Abel 判别法和 Dirichlet 判别法中的条件不仅是广义积分收 
敛的充分条件，同时也是必要条件.当然判别法的必要性是平凡的.但是 
Dirichlet 判别法的必要性则是较新的发现，多数教科书中都没有收入.下面我们 
给出它的证明（参见 [65]). 


命趣 12.2.1 ( Dirichlet 判别法）设/在 M 上内闭可积> &为奇点,广义 

积分 f /(: r ) dir 收敛的充分必要条件是存在分解 卜 uv , 使得 
1 . (2 

(1) 函数 w 在 [ a f b ) 上单调，且 lim u ⑷二 0; 

x^b~ 

(2) 对任何 V > a ， 积分 v ( x)dx 存在且有界. 

J a 


证充分性见一般教科书.下面只对& = +00情况的必要性给出证明，对于 
其他情况的证明是类似的- 


从广义积分 


f { x ) dx 收敛，根据 Cauchy 收敛准则,存在 A : > a T 使得对 


于任何，成立 


rB 


'A 


f { x ) dx 


< 1 . 


归纳地可知,对于 n > 2,存在> ,4^1 + 1,使得对于任何 B > A ^ A n , 


成立 


^/( x ) dxj <^. 这样得到的 { A n } 是严格单调增加的无穷大数列. 


现在定义 


和 


u ( x ) — 


a < a ： C 

(12.2) 

w， 

A n < x ^ An + i , n eN + ; 


v ( x ) - 

./ ⑻ 

1 

, a < + oo . 

(12.3) 
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这样就有分解 f = uv , 其中函数 w 满足条件⑴是明显的，下面只需验证函数 w 
满足条件 （2). 容易看出 w 在 [a, +oo) 上内闭可积，因此只需要证明它在任何区 
间 [a，A] 上的积分有界. 

由于当 a < A S Ai 时= f ( x ), 因此存在常数 L > 0,使得对这样的 A 

成立 

[ A 

■u(a:) da ： < L. 

J a 

若力 > A, 则存在 n , 使得人 < 欠 S A ^+ i . 这时根据定义 （113) 和 （1 2 .2), 可 
以先作分解： 


M ( 

rA t 

「A! 

w A 3 

rA n r 

v(a;) da; = j 

+ 

+ 2 

H - h (n - 1) 

+ n 

□. \ 4 

a . 

Ai J 


1 L 


f ( x ) dx, 


然后就不难作出所需要的估计如下: 


r A I 





Ma I 

1 

「A n | 


rA 

w(;r)dx|S 

J O, \ 

I 

J o, 

+ 

f 

J Z i 

+ 2 

J A^z 

+ - h (n — 1) 

r 

—1 

+ n 

f 

^T1 


矣 i + l + 2.j 十 … 十 （n — 1). + 

= i + l + + + ... + 去 

<1 +1 + 击 + …十 ( n - i')n <L + 2 ' ° 
下面我们再观察 Abel 判 别法. 


命题 12.2.2 (Abel 判别法）设/在 [ a , b ) 上内闭可积，6为奇点,广义 

积分 j* /(x) 如收敛的充分必要条件是存在分解/二使得 

(1) 函数 m 在 [a, &) 上单调有界， 

(2) 积分 w(a：)di： 收敛. 

J a 

众所周知， Abel 判别法的充分性可以从 Dirichlet 判别法导出，同时其必要 
性是平凡的，因为可以令 u~hv = 厂但 是应用 Dirichlet 判别法的必要性可 
以证明，在 Abel 判别法中的必要性可以加强为不仅单调，而且 u { b + ) - 0 
(见 [65]). 

证明是简单的. i^f = uv 是满足 Dirichlet 判别法条件的 分解. 不妨设其中 
w 非负.然后令 

Ui = — 

就不难看出/ = 是满足 Abel 判别法条件的分解，面且 tn(b+) = 0. 
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记被积函数为八： T ) = 调仏， . 

对八，由/⑷〜工_+ Or — 0+)，可知 A 收敛. 

对心和 心，由/⑷~ b _ 1广+ ( a : — 1)，可知 h , h 均收敛 • 
最后，由/ ㈤ 〜+00)，可知 A 收敛. 

因为 h , h , h,h 都收敛，所以原广义积分收敛. 


(4) 这是一个无穷限积分，同时 ; E = 0又是瑕点.下面我们分别讨论被积函 
数在区间 [0,1] 和 [ l ，+ oo ) 上的积分，并将这两个积分记为乃和/ 2 . 

对 仏由于 i 

因此 p < 1时 A 收敛，而 p > 1时 A 发散. 

对 L 由于 . 


lmi x 

C —+ + OQ 


p+2. 


xp {1 + x 2 ) 


而由 P >0 知 p +2> l ， 因此 J 2 收敛， 

合并以上讨论，知原广义积分在 P > 1时发散,在0 < p < 1时收敛. 口 

'+«> T f +«? n 

注在题 （ l ) 中两个广义积分 一7^ 如与 - hr dx 都是发散 
的，但不能因此得出 Jl " Jl 

,i V x 2 -j-p x+l J 

是发散的结论. 

解题 （2) 时,由于无论 p 取何值， llna?| p 在 z = 0处总是无定义的，因此初 
学者容易在 P < 0时,仍然将 z = 0当作 瑕点. 教学时应诙向同学强调，判别积分 
区间的一个端点（或内点）是不是奇点的根据不是被积函数是否在该点有定义, 
而是被积函数是否在该点邻近无界. 例如， 对于 


「+°° sin a: , 

- dXy 

o x 


.+oo 

x^nxdx 


等广义积分， $ = 0 都不是奇点. 

解题 （3) 时,初学者容易犯的错误是忽咯位于积分区间内部的瑕点^=1 - 
此外要注意,在没有判定收敛性之前,没有根据写出积分分解的等式.例如 
对于题⑶,等式 


r + °° dx _ ( | 

rl 

-L 


.3/2 

+0O \ ck 

d ^/x 2 (x -1) 2 \] 

丁 

0 」 

1 + 1 

1 - 

^ - 1) 2 


只有在判定右边每个积分收敛之后才成立，而不是在此前- 
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例题 12 . 2 . 3 讨论广义积分 


' + 00 


sm ^ 


Jo 

况还要判别是条件收敛还是绝对&敛- 


dx (p > 0 ) 的敛散性，对于收敛的情 


sin a ： 


解 当0< …时』0巧+ 妒 

rA 


< 1 知 I = 0 不是瑕点- 


因为 


sin ^ d ^ 


< 2 对每个有限的 4 成立，^在队 + 00 ) 上单调减少且 

x p 


= 0 ,由 Dirichlet 判别法知道原广义积分收敛. 


下面讨论其绝对收敛性.如果 
敛.但从 


f +°° \sinx 




da : 收敛，则 


疒 +oo 


smxj 

xP 


da : 也收 


sin a ： 




sin 2 x 


而且 
分 


+ CX3 


「+°° I sinx 


dx 发散， 


xp xp 
『+ 00 cos 2 x 




2 \xp 
dx 收敛，可见 


cos 2a : \ 

)' 

f +00 I sin j :| 


xP 


dx 发散，从而积 


B dx 也发散.因此原广义积分在0 < p S 1时条件收敛- 

Ap*p 

°当 P > 1时， x = 0是瑕点.分解 


1+00 sin a : 


Jo 


xP 


dz 


对八，由 


sin ;r 

s \ 及 

XP 



/ f 1 f +00 \ sinx j , r 

] ^ 收敛;知 h 绝对收敛- 

X p 


sinx 


对4由 ( a ； —0+) 知/ 1 在1- ;?> — 1, 即 1< P <2 时绝对 

收敛,在1 - p € —1，即 p > 2时发散. 

因此,原广义积分在1 < P < 2时绝对收敛，在 p > 2 时发散， 口 

在判别广义积分的敛散性时,我们往往要进行不等式的放大与缩小，有时还 
要进行恒等式的变换. 

例艟 12.2.4 设 p > 0,证明广义积分 

sinx 


「+( X > 


dx 


J 0 + sin x 

在 o < P ( i 时发散,在 + < P O 时条件收敛，在 P > 1 时绝对收敛. 

£i 


分析由被积函数的形式，容易联想起利用广义积分 
个被积圍数之差 

sinx sin t 


|H~00 


s\nx 


sin 2 a ; 


x p + sin a ; 


xp 


xp(xp + sinx ) 


da ;. 检验两 


( 12 . 4 ) 
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可以发现上式右边的分母上比被积函数的分母多了一个因子，，其广义积分的 
敛散性要好处理一些. 


证由于被积函数 
们只要讨论广义积分 


sma： 


M + sin a ： 


在无 = 0 右侧有界, x = 0 不是瑕点.因此，我 


+ 00 


smx 


xP + sin a; 


dx, 


(12.5) 


由 (12.4) 得到 


sin a; 


sin a： 


sin 3 x 


+ sin x -1- sin^) 

由上一个例题知,右边第一项的广义积分 


「+CO 


smx 


dx 


J 1 

在 0 < p < 1 时条件收敛，而在 p i 1时绝对收敛.下面考虑广义积分 


「+°° sin 2 x 


当 0<p< +时，由 


与 


J J ^P{x p + sinaf) 

sin 3 x 


da ;. 


(12.6) 




sin I 


xp(xp + sin^) xp(xp + 1) 

da; 


+ °° sin 2 x 


x^(x^ + 1 ) 


发散，知道广义积分 (12-5) 发散.而当 P ^时，由 


sin 2 a： 




xp{xp + sinj;} xp(xp - 1) x 2 ^ 


(a: — +oo) 


收敛,知道广义积分 （12.6) 绝对收敛. 

因此，广义积分 (12.5) 当0 < p € | 时,为收敛的广义积分与发散的广义积 

分之差,从而发散;当 j < P S 1时，为条件收敛的广义积分与绝对收敛的广义 
积分之差，从而条件收敛;当 P > 1时，为两个绝对收敛的广义积分之差,从而绝 
对收敛. □ 

注1本例虽然有 lif = 0,且 

a：—xP + sm x 

成立，但在0 < p < j 时,所论广义积分仍发散.这说明在 Dirichlet 判别法中， 
单调性的条件是不能缺少的. 




sin 3： da: ^ 2对每个 A > a 
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注 2本例最后利用了两个 推理： （1) 如果一个广义积分能表示为条件收敛 
的广义积分与绝对收敛的广义积分之差，则必然条件 收敛； （2) 如果一个广义积 
分能表示为两个绝对收敛的广义积分之和或差> 则必然绝对收敛. 

现在考虑一个很不一般的广义积分.图 12.1 是其中的被积函数的图像，它具 
有非常奇特的性质,可以说明一些重要的问题. 

例瘸 12.2.5 判别广义积分 f + °° 1 2 的敛散性. 

Jo 1 + a： 6 sin x 

解由于被积函数在 x > 0 , 



对于叫可估计如下 (fc ^ 2), 其中对于区间[0, j ] 上的 sin a ： 用了 Jordan 


不等式（例题 8.5.6)： 


'An 

Uk ( kn 


da ? 


2 feit 


J(fc-i)ic 1-f (A; - l) c #sin 2 a ： 
: , 2 dx 


kn 


da: 


< 2kji 


Jo 1 + (fc — l) 6 n 6 sin 2 x 
P 11 / 3 dx 


o l + ( Jfc - l ) s 7 t 6 sin 2 ar Jo 1 + 4(* - l ) 6 ^ 2 


k 


n{k - 1)3 J 


( k ^ x)V dt 
o 


l + t 2 2 k 2 


(k —> oo ) ‘ 


由于 


1 + 4 + ■ ■■- 1 —< 1 + ~^ ^ ■. + 


n 2 


*2 


(n — l)n 


<2 
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与打无关，可见 {F(nn)} 有界，从而函数 i ^( A ) 在0 < A < +00 上有界，因此本 
题的广义积分收敛. 口 

注如图12,1所示,这个收敛积分的被积函数满足等式 f(k%) - bt . 选表明 
函数图像与第一象限的角平分线 y = z 有无穷多个交点.交点的坐标是： (knM), 
k 取所有非负 整数. 但是当时函数值/⑷就急剧下降,当 z 时的函 
数图在图 12.1 上已经与 t 轴很难区分开.由这个例子可见,无穷限的广义积 
分|+°° /⑷如收敛时,其被积函数的极限 /(+ oo ) 不仅可以不存在，而且可以有 
liiif f{x)^+oo (其中的上极限是 §3.6 节中概念在连续情况的推广). 

2：—+ + tX> 


12.2.3 练习題 


1. 讨论下列广义积分的敛散性，若是收敛，还要讨论是条件收敛述是绝对收 
敛： 


⑴ 

⑶ 

(5) 

⑺ 


p+oo 

D 


a ; sin 4 a ; da :; 


0 怎 
r+oo 


r+00 


sin ( sina :) dx\ 


cos ——+ sin ——1 da :; 
x x } 


^ V in l 1+ x 


dx ; 


( 2 ) 

⑷ 

( 6 ) 

⑻ 


r +0 ° Inina ; 


3 

r+00 


In a ; 


sinx dx ; 


In 


x 1 - 


t 2 - 1 


dr ; 


— In 1 - +3； - dx; 
o w 1 -x 


r + c » 


smx 


+ cos - 


dx . 


x 


2. 对于以下含有参数的广义积分,确定出使积分绝对收敛、条件收敛和发散 
的参数范围： 


( 1 ) 

⑶ 

(5) 


( TI /2 


dx 


0 sin p a ： cos^a ； 5 


r+oo 


sin a : 


0 3 ： 

[+°° sin x 2 


lna ;| p da ：; 


0 


1 + xP 


ds (p ^ 0); 


( 7 ) [ + °° e " nXsm2x da;; 

W Jo W 


( 2 ) 

⑷ 

⑹ 

( 8 ) 


r + w ? 


cos a : 


0 i +护 

r +o ° in (1 + 4 


0 妒 

「+00 X P g j n X 


da? (jj > 0); 
dr ; 


o l + xi 
r +fX dx 


da：; 


(x - e ) p ( lnlnx )« 1 
3 .设々 A 为互不相同的实数, Pi ，…，〜>0,讨论广义积分 


「+00 


da ; 


x ~ dt\ Pl \cc - a 2 \ pi … |;c 一 & 


Pn 


的敛散性. 
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解这时的积分以0和 + oo 为奇点，容易验证其收敛性.因此可以将积分拆 
开成两个积分： 

「+cc f 1 lnx , In a:, 


1 + a ; 2 


-1 In a ： , f +;xl In a : 」 


然后对上式右边的第二个积分作倒代换，就得到 


_+°° Ins 
1 l + x 2 


■X 

Jo 


1 In 

0 1 + 3 C 3 


因此原广义积分等于 o . 口 

注以上计算的实质是什么？试作代换^ = tani , 就得到 

I = In tani dt- 


In tan( - 1) In cot t = — In tant, 

2 

因此被积函数 In tan i 在区间 (0, jc /2) 上关于区间中点为奇函数.如果与命题 
10.4.5 作比较,可见积分等于0的原因在于对称性.关于命题 10.4.5 在广义积分 
情况的推广留作练习题. 


例题 12.3.2 计算广义积分 (In a ;) 7 * dx n € N +, 


解这是一个无界积分， z = 0 是瑕点，由 linn a: + (ln^) n = 0, 知所求广义 

0十 

积分收敛.设 L = f ( in^) ft dx , 应用分部积分法得 
Jo 

I n = x(lna;) n - [ ntlna:) 71 ^ 1 dx = -n (In :r) n-1 d;r = 

o Jo Jo 

-- ( 一 l) 2 n(n — l )/ n -2 = … ={—l) u n!/o = ( 一 l) n n ! ■口 


在广义积分计算中也可以用分部积分，但这时需要注意,如果在积分外出现 
非有限数，则不能得到正确结果. 

■+°° 2J 111 X 

例题 12.3.3 计算广义积分^ (1 + x 2)2 如. 

这个广义积分的收敛性是容易判别的，而且$ = 0不是瑕点.为了计算它的 
值,可以用与例题 12.3.1 完全相同的方法,答案也是0,同时那里的注解对本题也 
一样有效，细节从略. 
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但是由于本题的被积函数的形式:容易使我们产生用分部积分的想法.这时 
用分部积分得到 


' +0 ° ilnx 

0 ~ a+w 


dx = 


■+oo 

Inxd 

0 


2(1 + a ： 2 ) 


]nx 

2(1 十 P) 


+oc r+°° dx 

0 + + Jo 2^(1 + x 2 ) 


这时右边的第一项当 x ->0 + 时发散 , 同时最后一个积分也发散,出现了卞 - 00 
型的不等式.造成错误的原因是忽视了运用广义积分分部积分法的条件1 udv , 

J a 

I 屮 b ~ 

vdu , uv 中至少要有两个收敛”. 

Jo a 

注类似的问题对于常义积分也是存在的，这在例题 10.4.1 中已经遇到过 T 
但对于广义积分却难以用那里介绍的待定常数法来解决.当然，也可以如例题 
9.1.5 那样，用分部积分法先求出本题的被积函数的不定积分，然后用广义的 NX . 
公式进行计箅. 


12.3.2 几个 特殊广 义积分 的计算 


本节介绍几个有名的广义积分，其中的方法和结杲都是重要的.利用这些积 
分还可以计箅出很多其他积分（见下一小节的练习题). 


" Jt /2 

例题 12.3.4 (Euler 积分）计算积分 J = lnamocda ：. 

Jo 

解这是无界 积分， 瑕点为$ = 0.利用 Cauchy 判别法，容易验证其收敛性. 
先作代換 z 得到 


tc /4 

0 


21nsin2tdt = ln2 + 


■Jt /4 
. 0 


2 In sin tdt + 


" Jt /4 

2 In cosidi, 
o 


对右迪最后一个积分用代换 * = 得到 



7 C 


ln2 + 



2 In sill idi + 


戈 /2 

2 In smu du 


= T kl2+ 


tc/2 

2 In sin f dt = 
o 


Y ln2 + 2/ ' 


所以答案为 I 二 —fin 2. □ 
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例题 12.3.5 (Froullani 积分）设函數/⑷在 [0，+ oo ) 上连续，极限 /(+ oo ) 
存在且有限，实數 a , & > 0,计算积分 




/㈣ 一 f(bx) 


dx . 


x 


解本题的广义积分的收敛性将在下面的计算过程中建立.对0 < r <只< 
+00,由定积分的换元积分法,成立 


R /㈣ — /㈣ 


「只 


dx 


x 


/㈣ 


da ; — 


f H /㈣ 


X 


do ： 


x 


'hr 


/⑷ 


dx 


x 


㈣ ^d,_riR d , 

® } br X 

V ' 


/ ⑷ 


dx . 


x 


对上式右边的两个定积分分别应用积分第一中值定理，得到 


「 br / ⑷ 


x 


bR /(^) 


aR 工 


^ - /(C) 


da; = f(r)) 


hr 


dar 
x 

dx 

a R 工 


/(Oln— (ar<^< &r), 


ar 

rbR 


a 


/ ⑻ In — (aR <r} < bR). 
a 


在上两式中分别令 r 0 + , R -+ + oo , 注意到这时 ^ ^ 0 + , r } —^ + oo , 由于 

/(0+) = /(0), /(+ oo ) 存在有限,而且 ， ㈣ : -- 猶 在这时的极限就是 
FVoullaJii 积分，便得到 


x 


「+oo 


/ ㈣ 一/ ㈣ 


x 


dx - [/(0) - /(+oo)] In 


□ 


a 


注从上面的证明过程可以得到 Proullajii 积分的两种 变型： 
⑴若 z — + oo 时 /( a ) 没有有限极限，但是对某个 d > 0,积分 

r+w m 


r+c 


dx 


x 


收敛，则有 


f + °° f{ax) - f{bx) 


x 


da ： = / ⑼ In 


a 


(2) 若 / 在 0 点不连续，甚至右极限也不存在,但对于某个 A > 0,积分 


rA 


/⑻ 

x 


dx 
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收敛，则有 


_+OQ 


0 


/㈣- f{bx) 


X 


drr = f{+oo) In — ■ 
a 

f + OO 


例题 12.3.6 (Dirichlet 积分） 证明： 积分 

解从例题 12,2.3 已知这个广义积分为条件收敛.为了计箅它的值,要利用 
在例题 10.4.3 中已经得到的结果（也有称为 Dirichlet 积分 的)： 

「n sin(n + y)x % 


lo 2sin^- 




先观察将其分母换为 z 所产生的影响.用 L’Hospital 法则（见例题 8.1.1) 可见 
有 . . 


m 


x 


: sm 


x 


0(x) (x — + 0), 


因此/在 [0J] 上常义可积-应用 Riemann 引理(例题 10.2.6) 就有 


rn 


lim 

n—oo 


f(x) aiii(n + —)xdx — 0, 


并且得到 


sin(n + fn sin(n + —)x 

lim - da; ^ lim 


x 


o 2 sin 


x 


2 广 

2 


最后在利用代换得到的等式 


pm sin(n + 


da: 


x 


(n++) 冗 sint 


dt 


的两边令 n — oo, 就得到所要的结果. 口 

下面的一个广义积分称为概率积分(也称为 Euler-Poisson 积分)，它的值在 
概率统计中是一个基本 M. 

例题 12.3.7 (Euler-Poisson 积分） 证明： 积分 ^ d * = 每. 

解积分的收敛性是明显的’利用对于每个~数列 {( a ^v) } 的极限 
是我们研究积分 


U 


> JT \ 


t 2 


n 


di . 
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作代换 t 就有 


In = V^ cos 2n+1 a: dx = V^n • (=:'‘)!! — (n oo). 

这里利用了例题 10A9 和 Wallis 公式 (11.26). 由于右边的极限值已经是概率积 
分的数值> 而且又有 

lim dt, 

Jo ㈣ ooj 0 

因此只需要再证明 


lim 

、 \f^\ 

e - * 2 - 


Tt^OO ^ 

0 

L 

V « / J 


dt ― 0* 


利用关于指数函数的一个不等式(见例题&5. 4 ):当 a > 1时在区间[0, a] 上成立 


0 ^ e ~ x - 



a 


(12,7) 


在其中令 x = t 2 ,a = n , 就得到估计式 


1 

'y/n 

+ 3 

( t 2 \ n i 




-( 1 -—- ) 

J 

0 


v n j j 


rv ^ 


i 4 e~ tJ di 


df < ^ - 

n 


由于当 n —^ oo 时右进分子上的广义积分收敛，因此右边极限为0， □ 

注 计算概率积分的方法很多.比较传统的方法有：⑴从简单不等式 

1 — 尤 2 < ( x ^ °) ( 12 - 8 ) 

出发，用夹逼方法，见 [W] 第 2 卷455小节（留作练习题)； （2) 二重广义积分方法， 
见 [14] 第3卷，592 小节; （ 3 )含参积分方法，见[1<第 2 卷 4 §4小节.上面所用 
的方法见美国敫学月刊， 6 3卷 (1956), 35 _ 3 7页. 


12.3.3 练习题 

1. 根据例题 12.3.1 的注,⑴写出命题 10.4.5 在广义积分情况的推广，并作出 
证明; （2) 推广诙例题，也就是说当/在区间[0, +00) 上满足什么条件时，可 
以利用类似的方法，或命题 10.4.5 的推广形式，证明/在选个区间上的广 
义积分等于 0. 
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2. 计算下列广义 积分： 

F-^OO 

(1) e -iC | sina:| dx; 
Jo 

rh dx 


(3) 

(5) 

⑺ 


a 7(3 ； - fl)(b — X) 
x n fin— ^ dx (n,m G N+); 


(2) 

⑷ 


_+oo 


62 : 


! e x+1 + eU 

+ K dX / ' T 、 

0 aW (n ' N+); 


in ( x - i ) 


0 

l + C * 


X 




0 (^ 2 + 1)( t 2 + 4) 


da ：; 



3. 利用 Euler 积分（例题 12.3.4) 计算下列积分： 


⑴ 

(3) 


r */2 


lntanxdx; 


0 


arcsmx 

x 


如； 


(5) a ： In sin a: dar; 

Jo 

r+oo 


⑺ 


x 


d ^; 


( 2 ) 

⑷ 

⑹ 

⑻ 


In a; 


0 \/l -^ 2 

r ^/2 

x cot a: dx; 

0 

^ arsiux 

0 1 - C06HT 
0/2 


dx ; 


die ; 


hi I sin 2 x — a 2 | dx ( a 2 < 1). 


0 


'0 \ Ze 3r 『 

4. 利用 FVoullani 积分(例题 1 2 .3.5 及其注）计算下列积分 ( a,b > 0): 


⑴ 

(3) 

(5) 


「+ w arctan ax — arctanfec 


x 


dr ; 


f +0 ° cos ax — cos bx 


;c 


dx; 


x 


*-i _ x b -\ 


da :： 


( 2 ) 

⑷ 

⑹ 


r +°° e - 01 - e - 


■bx 


- dj ;; 


Jo lux 

5. 利用 Dirichiet 积分（例题 lUG ) 计算下列 积分: 

r+oo 


Jo ^ 

,+0 ° sin ax sin bx , 

- dx 5； 

0 ^ 

f+°° b sin ax — a sin 6a: 
f - ^ -叙 


( 1 ) 


(5) 


r+oo 


sin 2 x 

d 工; 

X 2 

sin 4 a ： 

dr ; 

工 4 

sinx 


x{x — Jt) 


dx \ 


⑺ 

⑷ 

⑹ 


[ +0 ° sin 4 a : 

lo ; 

f +0 ° a : — sin ar 


,3 


da :; 


0 ® 

f +0 ° sin x 2 


0 


x 


dx - 
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6. 利用概率积分(例题 12.3.7) 计箅下列 积分: 


⑴ 


r+<x 




da ：; 


( 2 ) 


r+°° -( 




da ：- 


+ 00 


/ + cb 收敛 3 证明: 


7 . 若 a ，6 >0, 广义积分 

j + °° (邮 + 去 ) dc = 士 j + °° f{\/t 2 +Aab) dt 


§12.4 广义积分的特殊性质 

这方面有两点需要注意.第一 点是： 绝对可积的广义积分必可积，但反之未 
必.对定积分，如果/在 [ a , 6] 上可积 s 则/在[士6]上必绝对可积,反之则未必. 
两者恰恰相反.从这点来说,广义积分与其说像定积分，倒不如说更像数项级数 
(见下册). 

第二点是无穷限广义积分所特有的问题,将在本节讨论. 


12.4.1 收敢无穷限积分的被积函数在无穷远处的性质 

OO 

由命题 2.2.9 及其注知道,如果无穷级数 Y 〜收敛，则与之 
类比,初学者容易认为对无穷限广义积分应当盖 k 以下 结论： 

'+0 C 

f { x ) dx 收敛 lim f { x ) = 0. 


但是从例题 12.2.5 和图 12.1 中我们知道极限 /(+ O 0) 完全可以不存在. 

首先建立以下基本 结论： 

例鼸 12,4.1 设无穷限广义积分 f(x) dx 收敛，且 lim f(x) 有意义，则 

J fl 03 —► + <» 

它一定等于 0. 

证若 /(+«>) 为有限正数或正无穷大，则都存在抑> a 和 c > 0,使得当 
I > a ；0 时成立 /($) > C. 因此对于羞> x 0 有 




/(a:)dx > 
> 


Fo 


f(x) di + 


•A 


/Or) da; 


r^o 


f(x) dx + c(A - xq) —^ +oo (A —^ +oo) - 
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这与无穷限积分收敛的条件矛盾,可见 /(+ oo ) 不可能是有限正数或正无穷大.同 
样地可以证明/(+00)也不可能是负数或负无穷大.因此得到 /(+ oo ) = 0. □ 

若/单调，则 f (+ oo ) 一定有意义，从而有/(+00) = 0. 但是实际上这时还 
有更好的结果. 

■+oo 

例题 12.4.2 若无穷限积分 f(x)dx 收敛，且/⑷单调，则有 

J a 

lim xf(x) — 0, 

证不妨设/单调减少.这时与例题 12.4.1 的证明类似地可以知道/非负. 
由于广义积分收敛，对于 e > 0,有正数 M>a, 使得对于任何一 XI A U A 2 >M, 
成立不等式 

f ( t ) dt < s. 

J A: 

取 Ai = a 禹 = 则当 x>M 就有 

r2x 

0 < 2xf(x) ^ f(t) dt < £, 

J X 

即已经得到 lim xf{x) = 0. □ 

a?—►+<» 

'+oo 

下面是无穷限积分 /( 岣如收敛时使 lip /卜）=0成立的主要结果. 

x —►十 oo 

t/ a 

T ~i~oo 

命題 12.4.1 设无穷限积分 f(x) da ： 收敛，且被积函数/ ㈤ 在 [W +00) 

上一致连续，则 ° 

lim f(w) = 0. 

X—fr+OO 

证用反 证法. 假设 lim /( a :) = 0不成立，则彐句 > 0,使> ( 2 ，彐; t 0 > 
A , 满足 |/( a ： o )| > 2^ o - 

因为/ ㈤ 在 [ ft f + oo ) 上一致连续，因此对£ 0 > 0, 3 d > 0, Vx \ x " € K + oo ) 
( j ^-^|<5), 成立 W ) - ^ 所以当 z € (吻，吻 + <5) 时> 有 

并民/ ㈤ 与 /( xo ) 同号.因此就有 

rxQ-^S | j ^ o +<5 

f(x) dx > da? — £q5. (12.9) 

J Xo J Xo 
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由于这个不等式右边的是一个固定的正数，而对于毎个 A>a , 都存在邱 > 欠 
满足 (12.9), 因此与无穷限积分的 Cauchy 收敛准则矛盾. □ 

注 在无穷限积分 J f ( x ) dx 收敛时，我们不知道保证/(+ 00 ) = 0的充 

分必要条件是什么.但若％ + oo ), 则在积分收敛时，条件 /(+ oo ) = 0等 

价于/在 K + oo ) 上一致连续（参见例题 5.4.6). 

此外下面的一个结论也是基本的，它表明虽然极限/(+00)不一定存在，但 
若将数列的极限点概念 （3.6.1 小节)推广到函数极限，则当连续被积函数的无穷 
限广义积分收敛时，必有一个极限点是 0. 

例麵 12.4.3 设 J e 且 f{x) dx 收敛，则存在数列 {x n } C 

k+oo), 满足条件 " 

lim x n — +oo, lim f{x n ) = 0. 
n—KX n—oo 

证 根据 Cauchy 收敛准则 t 对 h = 1/n, n > a ， 存在 > n , 使得 






< 


n 


对上述积分用积分第一中值定理，就有 


I/WI = 


、 A n +l 

j 4 n 


f { x)dx 


< 


n 


其中 & e ( A n , A n + l ). 因此 { f ( x n )} 为无穷小量，而 { x n } 是正无穷大量. □ 
注 如果积分还是绝对收敛的，则有更好的结论（见下面的练习题 6 ). 


12.4.2 练习® 

1. 设函数/于 [ a , + oo ) 上可导， f 内闭可积，且广义积分 

r-hco 


「+« 


/⑷办和 


f ( x)dx 都收敛，证明： /(+ oo ) = 0. 


r-hoc 


/( x ) dx 收敛, 


2, 设函数 /($) 在 [ a , + oo ) 上有有界的导函数且无穷限积分 
i 正 B 月： lim f { x ) = 0. 

: r 一 +50 

3. 举例说明例题 12.4.2 之逆不成立，也就是说，当函数/在 [ a ,+00) 上单调， 


且满足条件紂 ㈨ =0时，广义积分 

3f—► + «> 


H-oo 


仍可能发散- 


4,若 


「+CC 


f { x ) da ： 收敛，且 ; c /(; r ) 单调，则有 In a : ^ 0. 
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5. 设函数/⑷在 [ a , + 00 ) 上可微且无穷限积分 j f ( x ) dx 收敛,证明：存 

在数列 {〜}, 使 lim = + 00 , lim f { x n ) = 0. 

ft—^ co 

'+00 

6 , 设 / e C^,+oo), 且 l/O^cLc 收敛，则存在数列 {&} C [a,+00), 满足 
条件- + oo , JLiin ^ a : n /( a : n ) = 0. 并举出例子说明，如果积分只 
是条敛，则本题结以不成立. 


§12.5 关于教学的建议 

12.5.1 学习要点 

1. 在很多教科书中，无穷限积分与无界积分的定义、性质、敛散性判别和计 
算等都是分成两部分来讲授的.这样做必然会使得可以统一的许多结果必 
须分成两次重复叙述了.我们倾向于将它们放在一起叙述，而在需要分开 
的地方再分开叙述，这样不但可以精简文字，而且可以突出两类广义积分的 
异同之处. 

2. 广义积分的许多敛散性判别法与数项级数的敛散性判别法是平行的，例如 
比较判 别法， Cauchy 收敛准则， Abel 判别法与 Dirichlet 判别法等.这在学 
了级数之后就非常清楚.如果所用教材中数项级数的讲授安排在广义积分 
之前，则应当加入这方面的例题和练习题. 

3. 对习题课的建议广义积分内容在各种数学分析教科书中所占篇幅一般不 
多,因此主要的训练内容集中在敛散性判别法上,而关于计算和估计就比较 
少.但是从目前考研的情况来看,在常义积分方面的每种题型都可能在广 
义积分中出现.因此我们在参考题中较多地收入了这方而的题，希望引起注 
意.在这方面较有特色的不仅有传统题，也有过去注意不多的题.前者如用 
代换 z = * - 1/ t 解决积分 

x 2 」 1 r +o ° 1 + x 2 , 

的计算,后者如第一组参考题1,第二组参考题八 s . 


1十: 


dx 


12.5.2 参考题 
第一组参考题 
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1. 诋明：对于任何实数％成立恒等式 


+ 00 


da ： 


0 (l + a： 2 )(l + 


_ Ji 


+°° dx 


1 + x 2 


了， 


并计算以下 积分： 
r+w da ： 


⑴ 


(1 + ^){1 + ^) r 
2. 证明（或改进)对以下广义积分的 估计: 


( 2 ) 


t /2 


da ; 


1 + tan 100 x 


⑴ 


r+oo ^30 


29 


< 


x M + l 


⑺ 


i 

r 2 


a ; 60 + 1 


da ： < 


1 


10 


dx 


29 59 ^ 


(3) 


< 


(4 + \/ Bma ；) \/4 — a ： 2 8 

\ + °° V^~x 2 + 3 , V2 


30 _ 

(4) 0.009 9 < 


ar 5 十; r 2 + l & 〈 20 ’ 

dx < 0-01. 


「+oo ^-x 


J Q t + 100 

3 .设/■在 (~ oo ,+ oo ) 上内闭可积， P > 0,且 |/| p 在 (- oo , + ck ) 上 可积， 证明: 

r+oo 


lim |/( a ; + h) - /(^)| p dx = 0- 

九 ― Oj-oo 


4. 设 /，P 在 （- oo ,+ oo ) 上内闭可积 ， p > 0,且 |/ p ， 在 (- oo , + oo ) 
上可积，诋明：函数 


m 


「十 CO 


f{x + t ) p ( ar ) dx 


在 （— oo ,+ oo ) 上连续. 

5.设/ e CM ^+ oo ), 单调减少，且 f (+ oo ) = 0, 证明： 广义积分 

f+CC 


「十 OO 


/( a :) da : 


收敛的充要条件是 


xf{x)dx 收敛 . 


ln /( x ) 


6.设/在 [ a , + co ) 上为内闭可积的正函数，且有=扒则当 


r +oo 


-00 < p < -1 时，积分 | f ( x ) dx 收敛，而当 — 1 < p s +oo 时,积分 

J a 

fH-oo 

f { x)dx 发散. 

J a 

证明： j 厂(古 - 如:=%其中 7 是 Euler 常数 ( 见 2*5.3 小节 
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8. 判别广义积分 


'-j-OQ 

[(V 

sins + 

■ 1 

Jo 



■ 


dr 的收敛性与绝对收敛性. 


9. 讨论以下带有参数的广义积分的敛散性，确定使得积分绝对收敛、条件收 
敛和发散的参数范围： 


⑴ 


r+oo 


xP 


o 1 + a ; 叫 siiaxj ’ 


dx ; 


( 2 ) 


p+oo sin . x cos 


x 


xp 




10 .设 / 在 K + oo ) 上单调有界，广义积分 
证明： 




/( x ) sin - pa : dr 在 p > 0时收敛， 


广 +oo 


lim 

p—H^oo 


f ( x ) sin pa : = 0, 


「+oo 


11 .设 / e C [0, 十 oo ) t 广义积分 dx 绝对收敛, 证明: 

Jo 


lim 


^ f (吾 ) 咖} da: = / ⑼ j 。 4>{x) da; 


12 .设 /( z ) 在任意有限区间上可积,且在 {- oo ,+ oo ) 上绝对可积,证明: 


⑴ lim 


+OC 


f ( x)smnxdx = 0; 


f +°° 2 

(2) lim / ㈤ I sinn : r | — 

J-co % 


r + c » 


/( a :) da :. 


13. 在常义积分的积分第二中值定理的基础上,证明广义积分第二中值定理: 


设广义积分 




g ( x ) dx 收敛(奇点为 a 或&,或者 a 和 b 都是奇点)，如果/ 


在 ( a , b ) 上单调有界，则存在€ e ( a , &)，使 




/(咖⑷如= f { a + ) 




p ( j ：) da ： + /( ft _ ) 




</( a :) da ；. 


14. 设广义积分 


r+w 


/(4如 收敛. 证晛存在 ㈠ （1，十〜)，使得 


+00 「£ 

x^fixjdx ^ f ( x ) dx . 
1 Ji 


15.设> 0, /在 [ a ,+ oo ) 上平方可积，证明：积分 


r+oo 


/㈤ 

x 


da : 收敛, 
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™ 十 CO 

16.在: r > 0时定义特殊函数 T ( x )^ t x ^ e ^ dt , 证明： 

Jo 

(l) t { x ) < +oo > o; (2) r(x 十 l) = ^r(^)； 

(3) r(l) = 1， r(n + 1) = n! Vn e N + ; (4) r(y) = VS. 

(从 (3) 可见 r ㈤ 是阶乘 n ! 的连续化.这在一定条件下是唯一的（见 [54]).) 

第二组参考题 


1. 先证明不等式（12.8)，然后由 


{1 - 广 dx < 


r+«j 


e - " 1 ( Le ^ 


+oo 


da ; 


(1 + a : 2 产 


出发,用夹逼方法计算概率积分. 

2- (Gordon 不等式 } 证明： 函数 /⑷= e 
调减少，且成立 

^7 < 你 < 


Z /■+(» — 

e 2 dt 在 a : > 0时严格单 


x 


3.设/ e C [0, +00} 且平方可积，令貞 a ：) = 
上平方可积，且成立 


、⑷吡 证明： __在 [0，+ oo ) 

0 忑 


+oo 




「+0 O 


dx ^ 4 


f 2 { x ) djr . 


4. 设/在 [0，+ oo ) 上二阶可微，/ 和尸 在这个区间上均平方可积，证明 ： f 
在这个区间上也平方可积. 

5. 设/ e C ^ fa + cx ))， 且工/ ㈤ 和 f ( x ) 在这个区间上均平方可积, 证明： 

(1) / 也在这个区间上平方可积； 

(2) 成立不等式 


r+oo 


f 2 ( a ；) da ; ^ 2 


+oo r+oo 、 1/2 

x 2 f ^{ x ) dx (/’⑷) 2 da :) 
o Jo / 


(3) 在上述不等式中成立等号的充分必要条件是 / b ) 二 « e - 6ra , 其中 b > 0. 

6.问 a , &是怎样的正实数时,广义积分 

| (V \/x + a- \/x - y/yfx - 彳怎 -&) ±e 


是收敛的? 








参考题提示 


第二章数列极限 


笫一组参考 fi ( 55 页） 

1. 设前两个子列收效于 a 和氏利用第三个条件取适当的子列证明 a =氐 

2. 与上一题有密切联系. 

3. 用极限的和差运算法则即可 - 

4. 试用反证法. 

5- 试用夹逼定理. 

6- 利用 u 的因子分解对 〆 n ) 作估计 - 

7. 用拟合法(参考例题 2.4.3 及其注解 1). 答案为 0. 

8. 利用 0< fc < l 和; r >0 时成立的不等式 (l + a :)* < 1 + X , 

9. (1) 构造数列，使通项是 h - in - i - (2) 试用 2.4.3 小节中练习题4的结果. 

10- (1) 将分式倒过来如何？ （2) 试用反 证法. 

fln-hl 

11. 可用数学归纳法. 

12. 可用數学归纳法. 

13. (1) 将左边记 为知， 研究前后顼之差即可 ■ 由此可得 (2), 对于 （3) 可模仿命题 2.5 A 
14模仿命题 2.5.6 中对 Euler 常数的讨论.此题还可以用积分法做（见第十一章第一 

组参考题 9}. 

1 5 . 将如用算术平均值表示出来. 

16. 可取对数后做. 

17. 证明 { x n } 单调增加有上界.极限为 1 A 

18. 可归纳地 证明如 * I , T - 答案为 (6 + 2 c )/3. 

19. 注意对每个 n 成 立知十 b n +cn = a + i ) 十 c = A 答案为 A /3. 

20. (1) 可归纳地证明 bn T , h M 2 ) 在题中巳有提示.极限 Jii^nsin 可从命 

题 1.3.6 的不等式得到. n ^°° U 


第二组参考 B (57 页） 

1. 有许多方法可以证明 {〜} 有界.有推广价值的一种方法是利用 

\Jn-l-\- y/n < — 1 + 2\/n — 1 + 1 — Vn —T + 1 ， 

然后用 V ^ l < 从里向外将根号逐个脱去 • 

2 . 将左边展开，并利用一个辅助不等式（其中 A > 1 ): 
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参考題提示 


3. 利用命题 2.5-4 和极限 lim nsin - - 71. 

4 - 本题与 Euler 常数有关!用命^ 2.5.6 的结果.答案为 e . 

5. 用两次 Stol 7 定理.答案为 l /2 i 

6. ⑴用二项式定理 . （ 2 )需要用 Stolz 定理. 

7. 用 (21 : - Ai,Qfe ~ A k - A k - lt k = 2, * ■ • 代入，然后用 Stolz 定理. 

n 

S . 先证明 lim V 4 - +®, 然后再设法用 Stoiz 定理， 

n-^oo * ― * 

1 

9. 证明叫 a 0,但这还不够，还需要用 Stolz 定理证明 

10. 实际上这个¥明不比 Cauchy 命题的证明难. 

11 . 将£用 Z ~ ^~! (〗= 2 ,…= n ) 的线性组合表示出来. 

12+可试"用拟合 1 法例题 2.4.3). 

13. 先推出 Um y n =0 (参见例题 2.2.9), 然后参考 Cauchy 命题的证明方法.反例可 

Ti — 

考虑 In = 1 M = l /' y / ri , Tl € N +- 

14. 可以直接写出 {〜} 的表适式，然后用上一个参考题.（本絚的其他解法见例题 3 .6.3 
中 ■) 

15. 可求出 a n 的表达式.答案是 oo = 1/ S , 

16. 分别考虑奇数项子列和偶数项子列，证明它们均收敛子 2. 

17. 试怍变量代换 VO = x + x ~ l , 然后用: E 将如和&表示出来- 

18. 用迭代生成数列一节的现成结论即可.这里关于函数性质的讨论可以在学了微分 
学后苒做. 

19. 注意& = 1 + W 时本身恰力一个周期2轨. 

20. 本题已知有几种证法 ■ (1) 将 (i = 1，…， n ) 写为 n ，…，心 的钱 性组合，可 
以发现问题归结为证明在二项式系数 



将相隔 n 项的各项取和后除以 2 ' 当 A — oo ■极限均为^ 

Tn 

(2) 不妨从 xi + ■ - • + x„ = 0 开始.将 a 4” _i ) (i = 1, ■ - ■ , n) 写为 a ： i, …，； 的线 
性组合，用拟合法估计 m 叫 … ， MT 13 I } 与 max ^ J ， …，|〜|}之间的 
关系-然后可以先证明出 

此外本题还可以用线性代数 i 多元函数的方法求解. 


第三章实数系的基本定理 


第一组参考醣( 95 页） 

1 . 用凝聚定理等工具即可 

2 . 与上一题类似 . 




参考题提示 
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3- 参考例题 3.7,1 的某一个证明.对开区间上的无界函数则要换一种说法. 

4. 用闭区间套定理或其他等价工具. 

5. 与原证明无本质不同.参考例题 3.6.1 的几个证明. 

6. 与正文内容基本平行.可先对有界数列证明. 

7. 与题 5 类似. 

8-考虑子列中的收敛子列就够了. 

9. 只要证明存在无穷多个 n, 使得 1 丸以+、 > 1 +丄.然后用反证法. 
10. 与上题类似 ■ 


第二组参考睡 (96 页） 

1. 这个结论称为 Archimedes 公理或原理,但可以由实数系的基本定理证出. 

2. 这就是 Dedekind 的连续性定理(公理)，它与实数系的每一个基本定理等价. 

3 . 这个结论称为实数的连通性，它与实数系的每一个基本定理等价. 

4 . 这比用第二章的几何方法要容易. 

5. 可试用 ^/n —■ _ " G : N +. 

6. (1) 试从几何上考虑如何归纳地找出所要的项 .（2) 用反证法. 

7 . 参考例题 3 . 6.3 的解法.也可以写出 〜的表 达式，如第二章第二组参考题 14 那样做 - 

8 . 参考例题 3 - 6-3 的解法. 

9. 证明 { sitm } 在 [-1,1] 中稠密,即无限多次进入 (-1,1) 中的任何一个邻域中去. 
10- 几何 直观： 由于 { x n } 的项在 n 增加时既要到 Z 邻近，又要到 I 邻近,而且前后两 

项之差趋于0,因此一定会无限多次进入在 ( l , L ) 中的任意一个邻域中去. 

第四章函 数极限 


参考睡 （122 页） 

1- 用确界定理即可- 

2 - 用极限定义即可. 

3- 必要性无问题，充分性在作了修改 （1) 和 （2) 后仍 成立. 但对于推论来说，情况不 
同 .（1) 不行， （2) 可以. 

4. 只能说阶小子1/2,但不是 1/2. 

5. 这里 tt § 1是不一样的.答案为 1}. 

6. (1) 除以 z 后求极限即可 .（2) 类似. 2 

7. 目前没有 Taylor 公式可用.可记极限为 p ( n ), 求递推关系.答案:； p ( n )= ■ 

8. 直接验证即可 ( D ( x ) 的定义见 4.1.5 小节第10题). 

9 . (1) 和 （2) 均与例题 5 .1.1类似. 

10. 与上一题 类似， 稍难一点. 

11, 对 a ；> 1的情况可以有 fc > 0,使得 2 fc < d < 2 fc +1 , 然后利用条件.对0 < a < 1可 
化为前一情况. 
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参考題提示 


12. 这是数列极限中的 Cauchy 命题的推广. 

13. 与上一题类似. 

14. 这是数列极限中的 i 型的 Stdh 定理的推广，并包含了前两题. 

0 O 

15. 本题比 4.4.4 小节第 2 题难一点.需要 Cauchy 命题中的方法 ■ 


第五章连续函数 


第一组参考 S (15 3 页） 

1. 构造辅助函数 F { x ) = f{x + a )- f { x ), 1- a . 

2, 与上一题类似，但注意两个题的条件和结论均不相同* 

3* 请先作个图 ■ 

4. 试用反证法，将板限不存在用正面方式 写出. 两个小题是类似的 * 

5. ⑴可直接证， （2) 可作辅助函数 F ( x ) = f ( x ) ^ x . 

6. 可证明 {〜} 严格单调- 

7. 学习例题 5 .1- 4 的方法- 
8* 试用反证法 ■ 

9, 作辅助函数 5 ( 1 ) = /(x + X)~ f(x), 试证明： V £ > 0,VM > 0,3x> M , 使得 
|3 ⑷ I < ^ 

10. 任取 z < y , 在两点之间插入足够多的等距分布的点,用以估计1/⑷- /_• 此外， 
在学了微分学后有更容易的解法.（从本题可知，在文献中若提到带指数的 Lipschitz 
条件时,总假定其中的指数不大于 1.) 

11. 能否从 Dirichlet 函数学到点什么？ 

12. 利用一致连续性.本题有重要的意义,即可以用简单的分段线性连续函数来一致逼 
近任何连续函数- 

13. 试用反证法 ■ 

14. 严格单调性是明显的 . 试从几何观察来设计一个证明方法 ■ 

15. 前半题可用反证法.后半题的答案是否定的.例如考虑 Dirichlet 函数‘ 

16. 直接按定义证即可. 

17-与连续性的两个定义的等价性证明类似 ■ 

18. 与上题类似. 

19* 按定义证明即可. 

20. 可以从几何上考虑 y = /⑷的图像,理解为什么会有这样的“线性估汁 


第二组参考 S (1 M 页） 

1. 再强调一次，这里的7个小题都不要很多知识,有连续函数的零点存在定理就够了 - 
关键在于发挥你的想像力. 

2. 本题也只需要连续函数的零点存在定理.试从 n = 2 ,3做起,着什么时候你会有个 
飞跃.本题的解法很多,包括数学归纳法- 


参考超提示 
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3. 在题⑴中可试用反证法和凝聚定理 .（2) 以 （1) 为基础，例如取 

4. 有了上一个题的结论本题就很容易了. ^ 

5. 本题的结论很 有趣： 第一小题的答案是不存在（请证 明)； 第二小题的答案是存在 
(请举例). . 

6. 设法将问题转化为熟知的函数方程 /(x + y ) = /( x ) + f ( y ). 

7 - 试用反证法. 

8. 结论是 fc >0. 

9. 可从证明/ —定是严格单调增加函数着手. 

10. 注意： A / ⑷和 m ( x ) 都是单调函数.证明前先作草图观察这两个函数有什么特点. 

11. 可试用 Lebesgue 方法. 

12. 用闭区间套定理或其他工具均可. 

13. 本题中的连续性条件是本质的.（在数学通报 I 965 年第5期和美国数学月刊 ， M 
卷 (1957), 598^599 页上均有讨论，指出两个周期不可公约的周期函数之和仍有可 
能为周期函数0 

14. 再次强调一下,本题完全不需要连续性条件. 

15. 在一致连续性的充分必要条件中本题要难一点.充分性容易.必要性证明时可以考 
虑在$和 y 之间插入多个等分点. 

16. 可试用 Lebesgue 方法. 

17. 可试用闭区间套定理. 

18. 可以学习命题 5.5.2 中的方法. 

19. 可以先建立一个中间 结果: 对于 s > 0,存在某个自然数 fc 和某个(非退化)闭区间 

使得对 n > fc 和： c e hb] 成立 |/(tix)| ^ £ (用反证法和闭区间套定理即可). 

20. 用反证法.这时设有两个极限点匕< &. 根据第三章第二组参考题9,区间 (6,6) 
中每个点都是极限点.兒需证明它们都是/的不动点 . （本题的第一个证明见美国 
数学月刊， 83 卷（1976)，273页.此夕 HS 可看同一刊物的耵卷 (19 S 0), 748-749 ^0 


第六章导数与微分 


第一组参考 H (181 页） 

1. 本题完全是巧用导数定义. 

2. 将 /( a ：) 拆成简单分式后求导. 

3. 用 Heine 归结原理化为函数板限问题 ■ 

4. /是常值函数.用三角公式即可. 

5. 用有限增量公式.答案为去⑼. 

6. 答 案：⑴ (2) 

7 . 将/拆成适当的两项后求导. 

8. 试用数学归纳法. 
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参考题提示 


9. 用微分法方便一些. 

10. 与上题类似. 

11. 用适当的抛物线方程，写出切线方程进行计算即可. 

12. 与上题类似，但计算可能复杂一些. 

13. 证明不难.注意本題解释了禹物线的实际意义. 

14. 这个结果实际上为正文中的例题6丄4所覆盖 - 

15. 用 Leibniz 公式或数学归纳法均可. 

16. 先可考虑若 ao ^0时如何做？ 

17. 可以借用 6.1.4 之题6中的公式. 

18. 试用凝聚定理 - 

19. 想出这些结果不容易 3 用数学归纳法证明不难. 

20. 试用数学归纳法. 


第二组参考题 (183 页） 

1■⑴用 Euler 公式 P : cosa : + ismx 计算 〆 十+…十 e ni * 的实部和虚部较 
为方便 .（2) 在 （1) 的基础上求导. 

( Euler 公式的证明可以留到今后解决.但不必因为尚未证明而在数学分析教学中 
不敢用它 .） 

% 在有理点上 R(x) 不连续,因此只要对勒为无理数时证明 •) 不 可导. 对毎个自 
然数1总有整数使 j 然后估计差商 ■ 

3. 先作图猜出结论，然后设法写出 iE 明.（结论总是先有,然后才去证明它.否则证明 
什么？当然猜测可能错，那就重新再来过 -) 

4. 直接计算即可. 

5. 用数学归纳法即可.但本题还有其$捷径. 

6. 可以用（奴+ u ^ irw uivJwfc 为 样板- 

7. 注意导函数是线性的，因此最大值在边界达到. 

S . 引入 U ( x ) = k m x k -\ m = 1， ■ ■ 、 fi . 发现它们之间的遂推关系- 

9. 可先用 Leibniz 公式写出 — = In (去) +&( n )- 然后证 明咖) =1 + + + 

答案为 Euler 常数 7 . 

10. 注意要 1明尸 (0) 存在.也可利用第四聿参考题15的结果. 

11. 可以对 （1 + V ^? n+2 + (1 - V ^) 2ri+2 求 n 阶导数 ■ 

12. Schwarz 导数是在复分析中较老的概念，但自1978年后出人意料地在混沌研究中 
得到重要的应用.本题的各小题计算均不难. 




参考題提示 
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第七章微分学的基本定理 

第一组畚考题 （221 页） 

1. 仿例题 7.1.2. 

2- 令方程左边为 f ( x ), 分析 f \ xy 可试用反证法 - 

3- 与上题的方法类似. 

4. 试作辅助函数 F ( x ) = e -^/ far )- 

5. 试用数学归纳法. 

6. ⑴试作辅助函数 (2) 类似. 

7. 先从几何意义搞清楚本题要证明什么？ 

8. 与上一题类似 ■ 

9. 这4小题都可用于复习在例题 7.1.3 中的方法- 

10. 设法用 Cauchy 中值定理. 

11. 实际上与题9类似 ■ 

12. 试用反证法. 

13. 可用 Cauchy 中值定理和函数在 [0,+ oo ) 上一致连续. 

14. 注意与 Stok 定理的相似处（当然这是下一章的 L ! Hospital 法则的特例). 

15. 设法利用例题 7.1.5 的结论 ■ 

16. 设0 < z < 2,写出/(0),/{2) 在点; n 的 Taylor 展开式. 

17. 注意在例题 7.2.5 中只能用 * > 0作估计. 

18. 在 (0, a ) 中的最大值点当然是极大值点，因此在该点的导数为 0. 如何利用这个条 
件？ 

第二组参考翅 卿页） 

1. 若 f e C [ a t bl 则用 Lagrange 中值定理即可.本题的意义在于对导函数来说，连续 
性的要求不是必要的 • 方法上与第一组参考题中第7题类似. 

2. 设法先求出/(0), f (0), /"⑼再说. 

3. 试用变换 y = j 后再观察. 

4. 若广无零点，则保号.'然后用 Taylor 公式. 

5. 考虑本题的几何意义.可试用辅助函数 

f 烟—伽） , 

F ( j ;) = ^ 

广⑷， x - a . 

6- 试用辅助函数 F ⑻= [ f ( x ) ^ 

7. 可以只考虑 a > l . 试用辅助函数 F { x ) = In / Ot ). 

8- 试用辅助函数 F ( x )^ f ( x ) + [ f ( x )] 2 . 

9. 本题给出了关于 A/i 的一个恒等式，条件很强.试固定 z 后对&求导,先证明 /' 
为线性函数. 
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麥考题圾示 


10. 可试用辅助函数 

F(x) = ±[/(x) - f(a) - 跑 — ’⑷ - a)] - s(x - a)(6-x}], 

o — a 

其中 e > 0. 投法证明 FbK 0. 

11. 可以先证明在区间上 /(X) 三 0. 

12. 注意在条件中惠含了 / ⑷ (0) -0 Vn >0. 

13. 上题的提示在这里也是对的. 

14. 一阶导数是差商的极限.本题是其推广.试用带 Peano 余项的 Taylor 公式 .还可 
以利用第六章第二组参考题 S . 

15. 利用例题 7.2,5 的方法，写出带 Lagrange 余项的 Taylor 公式 

/(x + h) = f(x) + f\x)h+ ^-k 2 十…十 著 W 十 fM{x J- 0h) h\ 

取互异的〜，…， h -! 代替上面的\然后从中解出 /' ⑷，…， 

16- 不妨设已有 /(+oo) = 0. 设法证明 (+oo)=0. 然后可以借用上題中的思路. 
17. (1) 本题可以从例题 7.2.5 得到，当然也可以独立证明. 

(2) 从几何上不难考虑.对 （2) 试用反证法.这里需要关于极限类型 I — 十00的 
Cauchy 收敛准则. 

(在学了积分学后可以知道本题所讨论的间题等价于：在区间 [〜+ oo ) 上广义可积 
的函数当 Z — +00时是否一定收敛于 0.) 

18 ■写出 f(x + r) 在点 a; 的带 Lagrange 余项的 Taylor 公式，利用单调性作估计. 

19. 在上题的基础上已不难得到.（本题的结果见美国数学月刊，90卷 （1983), 130-131 
页 ■) 


第八章微分学的应用 


第一组参考 H ( 274 页） 

1- 试用辅助函数 F ( x )= e K /( x }. (本题与上一章第二组参考题17⑶相同，但这里有 
新的工具可用 .） 

2. 先证明/⑼= 尸⑼ = 0,然后从条件中求出 /" ⑼= 4答案力 A 

3. 与例题 8.1.10 类似.答 案为： a = k-l, 极限为- (卜… ■ 

4. 注意/是闭区间上的连续函数. 

5. p = 1时即三点不等式. 0 < p < 1时证明不难 ■ 

6. 注意所要证明的不等式等价于 

( 1+ ^rnr)( 1+ i) <e< ( 1+ 去 )( 1 + 去 ) - 

然后将穴改为连续变量怎，就可用微分学方法证明. 




参考题提示 
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7. 可试用辅助函数 /(a；) = a； - sin；E(cos；E) _V3 ■ 

8. 可以按常规的微分学方法求解. 

9. 分别处理左边和右边的不等式. 

10. 作辅助函数/化)= ^-4 - a e (0, jj. 在 a: = 0用极限值补充定义.求 

/的最小值. 工 

11. 可设法从应用平均值不等式开始. 

12. 只要证明/⑷= { smxr ss ! 严格单调增加. 

13. 可用 Young 不等式或凸性不等式. 

14. 必要性对一般可撖函数都成立.充分性可用反诬法. 

15. 在第五章有类似的题 t 但这里当然要利用可微性. 

16. 写出/(0)和/(I)在极小值点的 Wot 展开式. 

17. 试用辅助函数 W*) = /⑺一十 1). 

18. 用反通法.若 5 在 ( a , b ) 中无零点，则可以试用辅助函数 Fb) = 


第二组畚考题( 275 页） 

1. 考虑辅助函数= e x f ( x ), 

2. 计算 I / O 时的 g ( Ti ) { x ) 和它在 x ^0 时的极限.这里可以使用导数极限定理 
(7.1.2 小节) ■ 

3. 可以用上一题的结论. 

4. 注意基本关系 K ( x ) = P „_ i ( x } Vn ^2. 主要工具是带 Lagrange 余项的 Maclaurin 
公式.只有 （3) 稍难一点. 

5- 可以利用上题的（ 6 ).答案为+ aK i/2 . 

6. 证明 i 严格单调增加. 

Vn 

7. 不妨从 a = l,a = 0 开始.可以 证明： 若分母有实根或& = 0,则不会有三个拐点. 
再用平移,将问题归结为讨论 

y = -，/? 2 — -y < 0. 

y x 2 + 20X + 7 

可以用二阶导数证明这时存在三个拐点. 

8. 可以用第一章中的向前-向后数学归纳法证明对一切自然数 n 成立 

,/ Xi + - -+X n \ < /(xi) + ■ ■ ■ + f(x n ) 

J \ n ) 、 n ■ 

然后用例题 5.1.2 中的方法. 

9. 证明对每个郎 € ( a , b ) 成立 f ( x 0 ) - f ( x ^) = f ( Xa )- 

10. 从条件可有/卜 + h )- f { x )^ 十 2/ i ) — /( x )|, 反复利用这个关系和 / 的局 

部有界性,可证明/在内的每个闭子区间上一致连续 - 
lh 可以先在一个拴度较小的区间上来做. 

12. 试用反证法- 
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参考题提示 


13. 用带 Lagrange 余项的 Taylor 公式即可(本题的结论若联系到凸性就容易理解) - 

14. 用反证法.若对每个 ar e R 成立 f ( x ) r ( x ) r ( x ) r ( x ) < 0,则由于它们均具有介 
值性质,因此均保号.然后设法利用上一题， 

15. 将不等式左边记为 h (^. 易见/ I 是最高次项系数大于0的偶次多项式.若 〆 cr ) 

取到负值,则在最小值点和处必有 P ( xo ) < 0, - 0, p lf { x Q ) > 0. 于是 

^ o )- K ^ o )>0 另一方面，考虑 = [ e ^( p fl ( x )- p ^))}\ 就可引出矛盾 ■ 

16. 要看出在 P ( x }^ 0 的两个相异实根之间存在 Q (^) - 0的至少两个根. 

17. 用 F ^) = f ( x ) - x 就容易做. 

18. 思路同上，只是讨论稍长一些. 

19. 结论取决于表达式4 = 0+ +6手一 1的值.在 A < 0时有4个相异实根,在4 > 0 
时有两个相异实根 I 在 A = 0 By ! ■有重根. 

20- 法线的条数可以归结为上一题的三角方程的实根个数（也可归结为4次代数方程 
的实根个数问 题). 设定点的座标为（足 10. 则可以确定出一条曲线： 

( dX )+ + ㈣ ^ = ( o 2 - 6 2 )+ ■ 

稍有一点曲率知识的读者会知道这就是椭圆的渐屈线方程.结论是:若定点在椭圆 
的渐屈线内时,可引出4条 法线; 若定点在渐屈线外,则只有两条.若在渐屈线上， 
则一般为三条，但在尖点处 A 有两条.在下 面的图 1中作出了一个椭囤和它的渐屈 
线，其中 o = 3, & = 2.在图2中显示了从点（0.5,0.5)出发得到 4 条法线的情况 - 



第九章不定积分 

参考腰 （29 S 页） 

1 . 作代换 sin 2 x = t. 


参考题提示 
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2. (1) 先求怎 ki ( l 十 P ) 的原函数，然后分部 积分; （2) 作代换 it = e 4 ; (3) 求 F ⑼= 0的 
原函数，分段求出 F 的 增童; ⑷分部积分;⑸利用 ^( a - b ) = & m (( x + a )-{ x - i - b ) y , 
(6) 用例题922的解2中的方法. 

3. 分部积分. 

4•用 t 的表达式作变量代换. 

5. 这时的部分分式分解是形式为 A t /(x - 的项之和 ■ 

6. 求满足条件 F (0) = 0的原函数. 

7-这里的方法与证明 W 不是有理数的代数方法 类似. 用反证法■淖 ^ Ot )= POe )/ Q ㈤ , 
其中 P 和 Q 是不可约的多项式，设法引出矛盾. 


第+章定积分 


第一组 参考題 (於 2 页） 

1. 不要取等距划分. 

2-⑴将 Dirichlet 函数加以改造，⑶利用导函数的介值性 ■ 

3. 分析介点集不同所引起的差. 

4. 所需知识均见命题 8.4.3. 

5. (1) 可从积分定义得到，其余可以由此逐步改造得到- 

6. 利用可积性作足够细的分划，由此估计积分,其中取叫小于分划细度 - 

7 . 与例题 10.2.1 类似- 

8. 与例题 10.2.3 类似. 

9. 用例题 10.2.3 的方法就可以明在一个连续点上的函数值为 0. 

10. 利用两个函数的可积性是关键.只用到一个函数的可积性是不够的 - 
11- 利用导函数的介值性. 

12. 这只是两个极限计算 - 

13. 设法证明极限为 

14. 不妨先做1 } 这时同时乘除以后用 L ’ Hospital 法则即可. 

15. 作代换 x + t = s 即可 ■ 

16. «为奇数时就是例题 10.4.3, n 为偶数时可用类似方法得到. 

17. 设法将 S ( m ， n ) 写成 积分. 

18. 参考例题 10.4.4. 

19. 用 Jordan 不等式克服指数上的困难+ 

20+对/〃 ㈤ sina : 的积分用分部积分. 

21. 答案是只有/ = 0的一种可能性. 

22. 考虑 

23. 用变限积分，开方后将右边除到左边苒积分. 

24. 利用/单调增加，且/ > 1. 

25. 参考例题10- 3 .1. 
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参考题提示 


第二组畚考題 (334 页） 

1-(1) 为证单调性可以作代换卜叫关于连续性只要证明 F 在点 : r = 0右连续 .（2) 
由于没有/连续的条件,所以不能用 [ Hospital 法则 f 但可以用 Cauchy 命题（命 
题 2.4.1) 的方法做. 

2. 只需证明充分性.首先，与命题 10-1.1 类似地证明/在积分区间上有界.然后利用 
条件中的一列持殊分划去估计细度足够小的任何一个分划的和式与/之差. 

3. 在上一题基础上,只要取一列等距分划， 证明相 应的积分和与 介点集 无关地收敛于 

这时要根据 Cauchy 积分和式的定义，利用（部分）介点构造新的分划，估计 

X! / ⑹(而- ^-0 
1=1 


与 J 之差. 

4. 从简单情况开始:/从常值函数,阶梯函数开始,从不变号开始 - 

5. 写出/的多项式形式,将/与/相乘后的积分写成关于 fc 的有理分式. 

6. 找递推关系. 

7. 对给定的 e > 0将积分拆开估计. 

8- 注意分于和分母可约,将最大公因子约去后再积分. 


第十一章积分学的应用 


第一组畚考題 （370 页） 

1. 将 1 /e = ( e - a /( x ))|^ 写为积分形式开始做起. 

2. 利用对称性处理左第一个积分,然后用 Sdiwau 不等式. 

3■⑴将不等式 F ( x ) F { y )( a ;^ ㈤ — F (3/)) S 0 先对; t ： 积分 t 再对 y 积分■⑵与 

(1) 的方法类似. i l 

4. 先将不等式整理等价形式(£丁^) 

5. 作积分代换，使两边的被积函数为 cos{sin ar ) 和 sin ( cosx ) t 左边写为 sin ( n /2 - sin a :) 
苒作比较. 

6. 令 g ( x ) = ( x - — x )", 对 f (2 n \ x ) g ( x ) 的积分不断作分部积分即可. 

7. 先用 Schwarz 不等式证明数列 { dn + i / dr ,} 单调. 

8. 用 Taylor 展开式分出主部. 

9. 取对数做. 

10. 参考命题 2.5.6 的证明 ■ 

11. 作 Taylor 展开，并用余项控制误差. 

12. 在被积函数的零点处对于其左方的各个峰和谷的大小进行估计. 

13. 作代换/ ㈡ ）= y , 再用第二中值定理- 

14. 分/在 E 间 [ aj 上有无零点进行讨论，当 sin / ⑷不变号时用积分第一中值定理. 

15. 将&用组合数表示并作简化- 




参考题提示 
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第二组参考题 (372 页) 


1. 设法用勾股定理 


2.利用 r 2 " - 1的因式分解. i 

3- ( I )用反证法即可,因为如 2 的积分为1;(2)这时积分 j 1 -岣/⑷ da ； = 1对每 

个 a 成立，利用 a 的任意性作 估计. ° 

4. 与上题类似，这时对毎个 a 成立. 


5. 用变限积分容易证明 Cl 是从到如的积分,而 c 2 是从0到 JI 的輯分,它们的近 
似值力 -0.433 785和 1.851 94. 

6- 首先在没有可撖条件下建立（11,10)，然后从两个方向进行估计 ■ 

7. (1) 可先证明/在任何闭区间上必在端点达到最大值,然后用 反证槪 （2) 可用反证 
法； ⑶同时具有两种凸性的函数一定是线性函数. 

8. ⑴令 f l / Wldi , 则 h > I 几 Y = |几再用 ScWz 不 等式； 

(2) 将积分拆开，用两次 （1)- 

9. 将右边除到左边，乘以 g 后苒积分. 

10.取 f(xo) = M, 解决分母问题.然后在甽和[邮,11上用微分中值定理,得到两 
个中值点 a 和汍在这个子区间上即可估计出 r 的积分大子等于 4. 

n. 从 脚二 Ml < 0 出发积分即可了 
JW 

12 . 用反证法,利用边界条件在两个半子区间上估计积分. 

13■记 p (： r ) = a : 3 - r 2 , 证明[(广 ( x }) 2 — ( p "( x)) 2 j da > (/" - p ") 2 . 

, 0 Jo 

14 ■因 / 连续，取 m 为其最小值，设/(抑）二 m ， 则 m S / ㈤ ^ m + I | ar - x 0 i ， 由此 
出发作估计. 

15. 参考正文中的 Stirling 公式的证明和注，并先做 1 L 4.5 小节练习题 7 . 


第十二章广义积分 


第一组参考 B ( 398 页） 

1. 作代换即可.注意与例题 10.4.8 的联系. 

2- (4) 需要作分部积分. 

3. 有两个 方法: 分析积分和式，或用连续函数逼近- 

4. 用 Holder 不等式和上一题. 

5. 在 [a,A] 上分部积分，在必要性证明中用例题^ 4 . 2 . 

6. 归结到 Cauchy 判别法. 

7. 分段写出积分即可. 

8. 用 Taylor 公式估计阶. 
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参考碍提示 


9-(1) qir - V > l 时绝对收敛，否则 发散; (2) p < 2绝对收敛, 2< p <3 条件收敢， 
其他情况发散. 

10. 先证 /(+ oo ) - 0. 

11- 分段估计‘ 

12. 这两题在常义积分都见过，这里的推广不难. 

13. 在常义积分的结果上做- 

14. 只是上一题的应用. 

15. 用 Schwarz 不等式. 

16- (4) 需要概率积分. 


第二组参考题 (401 页） 

1. 需要 Wallis 公式. 

2. 力得到右边的不等式,可以研究 F { x ) = e 2 ;另一边不等式 

的证明是类似的. " 

3. 分部积分后用 Schwarz 不等式. 

4. 用 Schwarz 不等式，或反证法. 

5. 主要工具是分部积分和 Schwarz 不等式. 

6. Tkylor 展开. 

7. 用 9.21 小节中分解有理函数为部分分式的方法做,可参考 114] 的第2卷奶9小节. 

8. 在（1)，⑵中用 Euler 公式# -cosfi + isin 0 做比较方便. 

9 . (1) 与 （2) 等价.证明方法很多,也可用反证法，这时从前两个条件可以推出第三个 
条件不成立- 

10. 积分号下和式可以对消至只剩一项- 
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凹函数 . 243 
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闭区间套 . 70 

〜定理 ■■■*■• ■'*■*■' ■ * * ■ * * ■■ * * ■ 70 
构 造〜的 Bolzano 二分法 ■ 71, 129 

构造〜的三分法 ..76 

不等式 . 250, 344 

Bellman-Gronwall ~ * 224, 373 

Bernoulli . . 3 

〜 的推广 . 7, 258 

Cauchy ■〜 ... 6, 8 

Cauchy 平均 值〜 . 5 


Cauchy-Schwarz . 348 

〜 的反向不等式 374 

Fkn Ky ~ . 9 

Gordon . .401 

Hadamard . . 344, 365, 373 

Holder ~ . 255, 352 

Jensen ~ . 248, 345 

Jordan ~ 253 

Kantorovich ~ . 374 

Minkowski 〜 . 257, 259, 350, 354 

Opial - . 373 

Schwarz .. 6, 346 

Tsdiebysdxef . . 370 

Yoirn^ 259, 260, 348, 354, 372 

几何平均值 - 调和平 均值〜 … ■- 8 
平均值〜 ■ 4, 369 

〜的 Cauchy 证明 . 5 

〜的 Liouville 证明 . 252 

广义〜 . 255, 346 

广义〜的积分学证明 ■*■352 
用 Bernoulli 不等式 证明〜 4 


算术平均值 - 几何平 均值〜 （见平均 
值不等式） 

有关阶乘 n! 的〜 . 7, 46, 56 

不定式 . 102 
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导数 . 157 

〜 存在与连续的 关系 … . 159, 160 

〜的 Caratheodory 定义 . 183 

〜极 限定理 195 


Schwarz 〜 . 184, 40S 

单侧〜 . 157 

高阶〜 .- + 167 

导函数 . . .. 157 

〜不会有第一类间断点 ……195 
有第二类间断点的〜 ■ 196 

单侧导数极限定理 . 194 

单调函数 . 143 

〜 的单侧极限存在定理 ……104 


〜的间断点至多可列 * ■ - 144 

〜的无 穷限积分.…377, 396, 396 

单调数列 . 20, 26 

〜的收 敛定理 . 20 

等价量代换法 . 119, 120 

迭代生成数列 . 46, 59, 156 

~ 的单调性 . 49 

~收敛的充要条件 . 155 

〜 与上、下极限 . 89 

~与压缩映射原理 . ……77 


方程求根中的 ~… ■ 264 
研究〜的几何方法 . 49 


动力系统 . 147 

对数求导法 . 165 


对偶法则 .. 9, 10 
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F 


反函数求导公式 . 162 

覆盖 

〜定理 (Heine-BoTel 定理）■…80 
加强形式的〜 . 82 


开- 


■<的 Lebesgue 数 . 82 


有限子~ 


iP 4 - a * a -p a f 4 Pi 


复合函数求导的链式法则 . 163 


G 

概率积分 . 392, 395 

拐点 . 249,263 

广义积分（见积分） 

归结原理 

Heine 〜104 
〜的推论 . 105 


H 

函数方程 . 126 

换元法 

不定积 分的〜 . 279, 280 

定积 分的〜 . 319 

混沛 . 51，59, 146 

〜的 Li-Yorke 定义 . 151 

周期3 蕴涵〜 . 146 


J 


~不等式 . 

■- 346, 348 

- 的连续性命题…… 

■-■■■■* 333 

变限. . 

. 314 

不定〜 . 

. 279 

蚊〜 . 

. . 3T5 

定~ . 

. 299 

非初等 不定〜 . 

. 297 

J _ ■■■■ ■ ■■士 

. 375 

~的主值 . 

. 376 

无界(型卜 . 

. 376 


无穷限(型) . . 375 

无界〜（见广义积分） 

无穷限〜（见广义积分） 

夹逼定理 . 20 

间断点 . 124 

单调函 数的〜 . 144 

第 一类〜 . 124 

导函数不 会有〜 . 195 

第二类~ 

导函数的~ . 196 

极限 

单# K. 9S 

广义~ (或非正常 . 13 

函 数〜 . . 97 

〜的基 本类型 . 97 

〜的其 他类型 . 98 

上 、下〜 . 83 

^^列~ .* ■ * ■ * - * * - * - 12 

极限点 . S 3 

无限〜 .S3 

令 P 艮〜 + ■ + 83 

介值定理 . 132 

导函 数的〜 （Darboux 定理） ■ - 193 

阶乘 （n!) . 7 

〜的 Stirling 公式 . 363, 364 

双〜 （ n !!) . SO , 326 

有关 〜的不等式 . 7, 46, 56 

近似计算 

数 e 的〜 …42, 56, 230, 240, 274 

用压缩映射原理的〜 . 77 

微分177 

方程求根与. . 264 

矩形公式 . 357, 360 
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&速算法 . 52 

除法的~ . 282 

计算圆周率的~ . 267 
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求平方根 的〜… 52, 53, 268, 271， 
272 


L 

连续 . 124 

〜函数 . 124 

—致〜（见一致连续） 

单侧〜 （左〜和右 . 124 

一致〜(见一 ㈣ 续） 

连续可微 . 185 

零点存在定理 . 129 

刘徽 

Archimedes - 〜 算法 . 57, 265, 266 
逻辑符号 V 和3 . 9 


M 


面积原理 


371 


N 

拟合& . 37 

凝聚定理 . 73 

P 

抛物线映射 . 

平均值 

〜不等式（见不等式） 

Gauss 的算术几何〜 

加权的 i 阶〜 （t 阶和） 

几何~ . 

平方〜 (均方根值）… 

算术〜 + ■ + ■ + . + 


Q 

确界 . 67 

〜存在定理 . 67 

S 

上、下极限 . S 3 

适当放大法 . 14 


24, 59 


. 29, 266 

. 259 

,，■，■■，，■ 259 

. 259 

. 259 


实数与实数系 . 

.■… 3 t 6,7 

收敛准则 

Cauchy ^ . 

. 74 

函数极限的〜… 

. 106 

. 

. 12 

〜的上极限和下 极限- 

. 83 

~极限 . 

.,■■■■■■■ 12 

Cauchy ^ *. 

. 74 

Fibonacci 〜 . 

. 48 

部分和 . .* ■ 

_ * ■ * ■*■ 1 * 24 

单调. . 

. 26 

由迭代生成的〜- 

46, 59, 156 

单调有 . 

. 20 

〜的收敛定理 

. 20 

发散~ . 

. 21 

基本. . . .. 

. 74 

收敛〜 . 

. 12 

数学归纳法 . 

. 5, 48 

〜与不完全归纳法. 

. 48 

向前向后 〜… h + — 

. 5 

双煎饼定理 . 

. 154 

似然猜想 . 

■-，，，■，-- 48 

素数定理 . 

. 117 

算法 

~的阶 . 

. 264 

Archimedeia - 刘徽〜 • ■ 

57, 265, 266 

Salamin—Brent; 〜 . 

……29, 267 

二阶〜 . 

. 266 


线性〜…265 


T 

梯形公式……■………………357 

调和级数 . 22, 25 

凸函数 . 243 

〜不等式 . *■*■■*■* 248，344 

〜的 连续性 . 245 

〜的 可微性 . 246 

〜的 Hadamard 不等式 ■ * 344, 373 
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〜的 Jen&en 不等式 . 248 

〜的 Jensen 定义 . . . .276 

椭 HI 周长估计 . 355 

W 

万能公式 . 358 

微分 ■■■■'■*'*'■*■* ■ * ■ * * * * ■ * ■ * ■ ■ * ■ 177 

〜与近 似计算 . 177 

一阶〜 . 177 

〜的形式不变性 . 179 

撖积分基本定理 . 314, 315 

漱积分基本公式 . 314 

漱元法 . 336 

无穷大童 . 12, 114 

赖级数 . 24 

无穷小量 . 12, 114, 115 


X 


细度 


分 划的〜 . 

- 299 

瑕点■ + ■'■■■ + ■-■*■ + ■， . . 

■ 376 

瑕积# . 

■- 376 

循环法 


积分计》 中的〜 . 

■ 283 


Z 


mm . 

…124, 300 

〜 ^8 *. 

. 300 

函数在一 点的〜 …… 

. 124 


. 134 

中值定理 


Cauchy 〜 . 

. 191 

Lagrange ^ . 

. 189 

Rolls ~……■…… 

，， .. + …187 


Taylor ^ . . 

. 205 

积分〜 .. 

- 306, 327, 333 


，” ，，- 306, 308 

Mr —^ 

► ■ + ■ +，306，327 

微分. . 

.1 S 5 

驻点（或平稳点）…… 

. 187 

蛛网工作法 . 

. 50, 233 

子 W 盖（见覆盖） 

子列 . 

. 13 

自然对数的底《 (见 e ) 

最值定理………■…- 

. 134 


Y 


圆周率(见 it ) 

压缩映射 . 

.. 

燕尾突变 . 


77 

77 

263 


一致连续（性) 




‘■137 


〜的 CfiJitor 定理， ■ * ■ - ■ 137 


〜与无穷限积分的联系……396 

隐函数求导法 . 171 

有界变差函数 . 146 

有界性定理 . 134 

有限增量公式 . 159, 191 

原函数 . 278 
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Abel 判别法（中条件的必要性） 

广义积分的〜 . 381 

Archimedes 刘撤算法 

圆周率的〜 . 57, 265, 266 

Archimedes 公理 . 06 

Bellrnfm-Groiiwall 不等式 — 224, 373 
Bernoulli 不等式 . 3, 7, 258 

用 〜 明平均值不等式 . 4 

Bernoulli 数 . 215, 357, 364 


Bernstein 定理 … ... 225 

Bolzano 二分法 . 71, 129 

Bolzano - Weierstrass 凝聚定理 . 73 

Brouwer 不动点定理 . 132 

Cantor 定理 + —. .* …—137 

Catalan 恒等式 55 

Cauchy 不等式 . 6, 8 

Cauchy .. 336 

Cauchy 命题， .. 31 

Cauchy 平均值不等式 . 5 

Cauchy 收敛准则 . 74 

〜的 凝聚定理证明 . 75 

~ 的三分法证明 . … ' ， 76 

〜 的上、下极限证明 . 88 

函数极 限的〜 106 

迭代生成数列的 ~ . …156 

Cauchy 数列 . 74 

Cauchy 余项 

Taylor 公式的〜 . 206, 366 

Cauchy 证明 

平均值不等式的 . . 5 

Cauchy 中值定理 . 191 

Cauchy-Schwarz 不等式 . 348 

〜的反向不等式 *-■■■* * * * ■ * ■ ■ 3T4 

Darboux 定理 . 193 


Dedekind 


~的连续性定理 . 96 

Dirichlet 函数. 103 t 123, 128, 137, 301 
Dirichlet 判别法（中条件的必要性） 

广义积分的〜 . 380 

e (自然对数的底） . 37 

〜的近似计算 . 42, 56, 230 

〜的无穷级数展开式 . 40 

〜的无理性证明 . 41 

与 〜有关的两个问题 ■... 38, 240 
EuXsr 2S2 

Euler 常数7… ■ 37, 43, 369, 399, 408 

Euler 公式 . 217, 408 

Euler 积分 .* 390, 394 

. . ， “ i，.- + ■■■*-*. 215 

Euler-Maclaurin 求和公式 .…■…356 
Euler-Poisson 积分 . 392 


FWti Ky . .* * b 9 

Fermat 定理 . 186 

Fibonacci 数列 . . . . .* 48 

FVouIlaiii 积分 k . .. — 391, 394 

Gauss 的算术几何平均值 ■■…29, 266 

Gordon 不等式 . ，— 401 

Green 公式与面积计算 ……336, 343 

Guldin 定理 . 341, 342 

Hadamard 不等式 . .344, 373 

Heine 归结原理 . 104 

〜的推论 ■ ■ * * 1 * ^ ■ ■ - .. . 105 

Heine~Bord 覆盖定理 . 80 

Holder 不等式 . 255, 350 

Jensen 不等式 . 248, 345 


Jensen 定义 

凸函数的〜 …276 
Jordan 不等式 . 253, 274 


Kepter 方程 . 80, 146, 172 
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Kantorovich 不等式 ■ * ■ • ■ * ■ ■ * ■ * ■ - ■ 374 
Lstgrongc 十旦等式 - 8 
Lagrange 余项 

Taylor 公 式的〜 . 205, 366 

Lagrange 中值定理 . 189 

〜的面 积证明 . 190 

Laguerre 多项式 . 201 

Lebesgue 定理 .* . 304 

Lebesgue 方法 . 81, 94, 131 

Lebesgue 数 . 82 

Legendre 多项式 . 184, 201 

Leibniz 公式 . 167 

L 1 Hospital 法则 . 226 

Li~Yorke 定理 . 148 

Li-Yorke 定义 


混 沌的〜 . 151 

LiouviUe 定理 

关于非初等不定积 分的 〜 298 
Liouville 证明 

平均值不等 式的〜 . 252 

Lipschitz 条件 . 142, 153, 199 

Logistic 映射 . 24, 59 

Maclaurin 公式 . 209 

secar 的 ~ *. 215 


I cot a ； 的 〜217 
tana: 的〜 ... 217 


Miotow^ki 不等式， 257, 259, 350 t 354 
Newton (-Raphson) 求根法 … 268, 272 

Newton-Leibniz 公式 . 314 

Cauchy 关于 〜 的例子 329 


o, O 和〜 .13, 115 

Opial 不等式 .373 

Peano 余项 


Taylor 公 式的〜 . 203 


71 ( 圆周率） 

〜的超越性 ■ * 368 

〜的无理性证明 .3S7 


〜的 Ajdiimedes ■ 刘傲算法 + ■. 57, 
265, 266 

〜的 Salamin-Brent 算法 …，267 
〜 ■ 的 Viete 公式 . 114 


〜的 Wallis 公式 . 362 

Riemann 定理 . 313, 335 

Riemann 积分 . 299 

Riemaim 函数 . 127, 137, 183, 305 

Riemann 引理 —……■………313 

Rolle 定理 . 187 

〜的 Saomiescm 证明 . 188 

SaJajuiii-Breiit 算法 29，267 

Schwarz 不等式 . 6, 346 

Schwarz 定理 . 224 


Schwarz 导数 *.. 184, 408 

Stirling 公式 .. 117, 363, 364, 369, 374 
Stolz 定理 . 31 

I n n 


Tkylor 多项式 .204 

〜的 最优逼近性质 . 207 

Taylor 公式 . ‘ 202 

〜与极限计算 . 229 

带 Peano 余 项的〜 . 203 

带 Lagrange 余项的 ~ • 205, 366 
带 Cauchy 余 项的〜 •…206, 366 

带积分型余项的 ~ . 365 

Toeplitz 定理 . 58 

Tschebyschet 不等式 —. . 370 

Vifete 公式 . 114 

Wallis 公式 . 326, 362, 363 

Young 不等式 . 259, 260, 348, 354 

~ 的补充 . 372 
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附: 下册内容简介 


下册的前四章为元穷级軚，后十章为多元微积分.下面将介绍各章的部分内 
容.还请使用书末的两个索引，从中可查到在目录中不易找到的许多材料. 

第十三章为敦项级数.从敫学吏上的4个例子引进元穷级数.在 i 项级数中 
介绍了用级数米判定单调数列是否收敛于0的 Sapagof 判别法.研究了二项式 
系数的漸近性态.利用元穷乘积证明了正弦函数的无穷乘积展开式，引进 
r 兩敫的无穷乘积定义. 

第十四章为函数项级教和幂級敦，对三分法作了详细分析.介绍了准一致收 
敛性和 Arzela 控制收敛定理的 Lewin 证明.证明了每个幂级軚一定是 Taylor 级 
数，还介绍了 i 弦和余弦函数之外的基本三角函敦的幂级数展开式. 

第十五章为 Fourier 級軚.§15,1节为系数的 性质. §15.2 节为 Fourier 級敦的 
各种收敛性，其中包括点收敛、在 Cesaro 意义下的收敛、平方平均收敛与一致 
收敛，讨论7 Gibbs 现象，以及系數单调的正弦级数为 Fourier 级数的充要条件. 

第十六章介绍无穷级数的几个应用.前两节是在积分计算与级数求和中的 
应用，其中求出 C(2n) 的值，并得到 Bernoulli 数的儿个性质. §16.3 节集中于 
Weierstraas 逼近定 理的证 明方法及其应用.介绍了奇异积分方法 、 Bernstein 
明和 Cohen 证明. §16.4 节是用无穷级敦构造具有某些特殊性貭的函数. 

第十七章为 R " 中的点集与实敫基本定理的推广，特别介绍了连通和道路连 
通的概念，证明了区域必是道路连道的.在 §17.2 节介绍 R / 1 中的基本定理，其中 
把阇区间套定理推广成比较方便的闭集套定理的形式. 

第十八章为多元函数的极限与连续.除通常对重极限与累次极限的一呰讨 
论外介绍了多元函軚连续的若千充分条件 t 以臬合语言刻画连续性的命题，紧集 
上的连续函敫性质及其应用 t 以及向量值函数的压缩映射原理.还以参考题的形 
式介绍了 Peaiio 曲线和 Tietze 扩张定理. 

第十九章为偏导数与全微分， §19.3 节是求多无函数偏导数的链式法则•在 
§19.4 节介绍向量值函数的有限增量公式和拟微分平均值定理. 

第二十章为隐函数存在定理与隐函敫求导.在 §20.2 节用压缩映射原理远明 
了局部逆映射存在定理.在 §20.3 节对变量代换问题作了系统的讨论.在 §20.4 
节介绍隐函数（组）的整体存在性，包括整体同胚的一些充分条件和充要条件. 

第二十一章为偏导数在各个方面的应用.在 §21.3 节用向量与矩阵语言重析 
叙述了 Taylor 公式，并讨论了梯度为零向量时兩敫的最快增长方向问题（第二组 
参考题 1 ) .在 §21.4 节对条件最值的求解作了系统与详细的讨论，并收集了丰富 
的习题.在§!21. 5 节介绍了高维的 Rolle 定理，这个材料引 自美国数学月 刊上的 
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论文，可以作为多元徵分学应用的一个有趣的例子+ 

第二十二章为重积分.在二重积分中引入了平面上零面积臬和零测度集的 
概念，给出了 Riemann 可积的充要条件.在重积分的应用中着重介绍了微元法、 
带重积分的不等式和重积分在不等式证叨中的应用. 

第二十三幸为含参变量积分.对于如何证明含参变 f 广义积分一致收敛或 
不一致收敛给出了 一个总结.在 §23,3 节中介绍了重要的特殊由敦： B 函數和 r 
函数，对于 r 函数还釭明了 Bohr^Mollerup 定理和其他几个重要公式. 

第二十四幸为曲线积分（含 Green 公式)■在 §24.2 节中介绍梯度曲线的方 
法，以此改进了 一道美国大学 Putnam 竞赛题的结果，并乜閘高维中值定理.在 
§2 4 .3节中利用 Green 公式证明了著名的等周不等式.在§ 2 4.4节中介绍了连续 
向量场的羡转度并用之证明 Brouwer 不动 A 定理与代数基本定理. 

第二十五幸为面面 秩分 （含 Gauss 公式与 Stokes 公式).在 §25.4 节中介绍 
了 一些外微分的知识. §25.5 节是一个完整的习题课教案，其中证明了第一型曲 
面积分在正交变换下的不 变性； 分析了用参数才程计算第二智曲面积分时积分 
号前正负号的选取 法则； 证明了在球面上曲面积分的关皋式 (25.28). 

第二十六幸为场论初步.引入狄度、旋度和 Laplace 算子，分析了各种场之 
间的关糸.对调和函数作了一点初步的介绍.本章是多元积分的综合应用，另一 
方面也为进一步学习敦学物理方程等倮程作一些数学分析方面的准备工作. 

附: 书中常用记号 

为读者方便起见,将下册中常用记号列举如下(参见上册 §1.2 节)： 

1. N + 是所有正整数所成的集合. 

2. R 是所有实数所成的集合，同时也表示区间（- ㈤ ， 十 00). 

3- @是等价关系的记号. 

4- H 是实数 z 的整数部分,即不 超过; r 的最大整数. 

5. □ 表示一个证明或解的结束. 

6 (几 ) =c fe = Tt ( n - l )-- ( n-fc + 1) 

7. 记号《表示近似值,例如 tc « 3+141592+ 

8. 复合函数也写成 (/1)(4. 

9. 若4和 B 为两个集合,则用记号表示71与 S 的差集，即 
集合 { x \ xeAg ^ x ^ B }, 

10.用⑷或 叫⑷ 表示以 fl 为中心,以5 > 0为半径的邻域.在一维情况它 
就是开区间 ( a ^5 ,a + 5). 如不必指出半径，则可简记为 O ⑷或 U ( a ). 
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第 + 三章数项级数 


本章是无穷级数理论的第一章.在 §13.1 节中从无限项求和、部分和数列和 
广义积分三个角度对无穷级数的基本概念作综述.在 §13.2 节和 §13.3 节中讲述 
正项级数和一般项级数的判别法与性质. §13.4 节用于介绍无穷乘积.最后一节 
是学习要点和参考题.（有关级数求和的问题将在 §16.2 节集中讨论 .） 

§13.1 无穷级数的基本概念 

13*1,1 无穷级数的多种视角 

可以从几个不同角度来理解无穷级数的概念. 

— 、首先，无穷级数是有限项求和的直接推广.下面是数学发展史上的几个 
東要例子，其中都涉及无穷级数问题（参见 [30]). 

例题 13 . 1.1 我国古代重要典籍《庄子》(约公元前 300 年）一书中有 “一尺 
之棰，日取其半,万世不竭”. 从数学上看，这与下列无穷项求和有密切联系： 

1 = + + j + + + …+ * 十 …. 

例题 13 . 1.2 古希腊伊利亚学派的 Zeno 提出过 4 个著名的悖论，其中的 
Achilles® 悖 论是： Achilles 永远追不上在他前面的一只乌龟 ; 因力 Achilles 必须 
首先跑到乌龟的出发点，而在这段时间中乌龟又已经向前爬过一段距离,因此仍 
然在 Archilles 的前面,这种情况会无休止地继续下去. 

若将上面提到的时间记为 L 并继续下去，问题就变成了计算 h +… 
的和. 这是一个无穷级数求和问题.虽然谁都知道 AchiUes —定会赶上乌龟，而 
旦不难直接计箅出所需要的时间,但是为了驳倒 Zeno 的说法,就需要有关于无 
穷级数的概念和工具，这超出了当时希腊数学的水平(见下一+节的思考题 1). 


例题 13.1.3 古希腊数学家 Archimedes 求得抛物线弓彤的面积是同底同高 
的三角形面积乘以因子 I . 如图 13.1 所示,其中作出了经过点4尽 C 的拋物 
线弓形和对应的三角形.由于过抛物线上点4的切线平行于直线段因此它 
们符合同底同高 ( AD ) 的条件.从图中可以看出在拋物线弓形中去掉上述 
三角形之后又得到两个较小的抛物线弓形，于是又可以作出与它们分别同底同 

""" ① Achilles (阿基里斯）是荷诗 《伊 利亚特 } 中的希腊名将，以快跑著称,在文中被称为 
The great runner. 用无穷级数工具來解决 Zeno 悖论的想法最早来自 Gregory (1647). 
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高的两个三角形. Ardiimedes 证明它们的面积之和是第一个二角形面积的+， 
而民这个过程可以无限继续.因此就出现了无穷级数的求和 问题： 

1 + + + H -^ H -= 音 . （ HI) 

由于当时没有无穷级数的概念和极限理论, Archimedes 在论证中只能使用 
Eudoxus 的穷竭法，否则证明可以简单得多. 


例题 13.1.4 我国魏晋时代的数学家刘徽提 
出用“割圆术”来计算圆周率.他的方法是从计 
算圆的内接正六边形的面积出发，然后将内接正 
多边形的边数成倍增加,将每次增加的小三角形 
的面积累加，以得到越来越精确的圆面积值，从 
而求出圆周率的近似值.刘徽 提出： “割之弥 
细，所失弥少，割之又割以至于不可割,则与圓合 
体而无所失矣这就是说圆面积是一个无穷级 
数之和（本题的分析将在本小节末完成). 



二、其次，对数列的研究就会导致无穷级数.在上册中我们已经有意识地这 
祥做了.在 2.2.3 小节末的注解中（上册2 4 〜25页）引入了无穷级数 

= ai + % 十…十 ^十… （13.2) 

n=l 

的基本概念，其中包括通项部分和数列= at +« 2 + ■ ■■+«„, n = 1,2,-. 
当部分和数列 { S n } 收敛时,称无穷级数 (13.2) 收敛，否则称 (L3.2) 发散.当无穷 
级数 (13.2) 收敛时，称极限 S &为无穷级数 （13+2) 的和,并记为 

n^oo 

oo 

o, n ^ a \ + + ■ * ■ + 1 ^ ^ S r 

n=l 

此外，对于 s 为无穷大量,即部分和数列有广义极限的情况，也写为 h 

n—l 

s . 为简明 起见， 常将无穷级数简称为级数 ; 有时还将£知简记为 

n=l 

对收敛级数来说，还需要有余项概念< 设£ ‘收敛，则级数£ a fc 对每 

n=l 十 1 

M OO 

个 n 均收敛.将它的和瓜称为收敛级数 E 知的第 n 个余项.若将级数 I： a n 

71=1 Risl 

的部分和数列记为 { S n } y 记级数的和为糸则就有 Rn ; S - S n 、 因此作为数列 
的余项 {^ri} —定是无穷小量： lirn i? n = 0. 

n—toe 

由级数的定义可见，从给定的数列 {〜} 出发可以构造一个级数 

3Q 

ai + [(a n+1 _ 〜)， 


(13,3) 
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使得二者同时收敛或发散.当它们收敛时,级数 （13.3) 的和 S 就等于数列的极 
限 ： Jirn a T1 - 6'- 今后将会看到,对于给定的数列构造级数 (13.3) 是研究数列以 
及极限的一种有用方法. 

由于级数与数列的上述联系，关于级数的不少性质可以从数列的性质直接推 
出.首先是级数收敛的必要 条件： 

OC 

收敛 # lim a Ti = 0， (13.4) 

71—►CC 

n=l 

其证明见例题 2-2-9 -同时在那里已经指出，这不是级数收敛的充分条件. 

由数列的 Cauchy 收敛准则（见 §3.4) 就得到级数的 Cauchy 收敛准 则：级 
数 E 〜 收敛的充分必要条件是对每个 e > 0 ; 存在正整数 iV ， 使得对满足条件 
n>N 的正整数和每个正整数 p ， 成立不等式 

kn+L + a n +2 + + ‘ ■ + a n +p| < e. (13,5) 


注惫 :若于 (13-5) 中令 p = 1,就得到收敛级数的必要条件 (13.4). 此外，例题 
3 . 4 .1和 3.4.2 就是这个收敛准则在无穷级数上的应用. 

若级数的每一项同号，则称该级数 为同号级数. 习惯上称非负项级数 
为正项 级数. 显然对同号级数只需研究正项级数就够了.对于止项级数，其部分 
和数列 为单调 增加数列，因此就知道: 正项级数收敛的充分必要条 件是其部分和 
数列有上界. 

在上册的#容中已经介绍了几个重要的正项级数*例如，已经用多种方法证 
明调 和级数 £去发散（见例题 2.2. G , 3 』. 2 )，关于 p 次幂的调和级数(简称为 

n=l 71 

P 级数) & 的敛散性结论：当 P < 1时发散,当 p > 1时收敛（见 2.2.4 小节 

的题10 2.3.2 小节的题 6 ).在命题 2.5.2 中得到了自然对数的底 e 的无穷级 
数表示（命题2.5.2) ; 并将它用于 e 的近似计算与无理性证明中， 


.、对无穷级数的第三个视角是将它与第十二章的广义积分作比较.例如, 


在级数 I ： 〜 与无穷限广义积分 


/ WdT 的基本概念之间，存 在离散 ^ 连续 


的对应关系： x , a n ^ f ( x ), S n = 

k=l 

r +oc 


/( a ：) da ? 和 i ? 7 . 


E ' 

= T1+1 


JA 


f ( x ) dj ：. 


在敛散性判别方面级数理论为广义积分提供了以下两个 工具: 


命题1 3 丄1设/于 h + w ) 上内闭可积，则广义积分 [ +00 /(^) di 收敛的 
充分必要条 件是: 对于发散于正无穷大的每个数列 { A n \c k + oo ), 级数 
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收敛，其中戌= a . 



/( 工） da : 


命题 13.1. 2 设/于 [a,+ 00 ) 上内闭可积且不变号，则 [ +C °/(^)dx 收敛的 

充分必要条件是:存在发散于正无穷大的严格单调增加数列 { A n }c h + oo )， 使 
同亭级数 

0C «>1 

乞 / ㈤ 如 

收敛，其中禹= a . 

注在例题 1 H 5 中实际上已经用了这个命题.又已在 1 H 1 小节中指出, 
无穷级数的性质 (13.4) 在广义积分中没有简单的平行结果. 


现在用级数概念来完成对刘徽割圆术的分析. 
例醣 13.1.4 ( 续）考虑刘徽对半径 
为1的圆面积计算.从内接正6边形开 / 

始,每次边数加倍，第 n 次的正多边形 L 

边数力6_2^\其面积力 ¥ 

H 2 " _ lsin T ^ r * k 

从 sin a : 〜 (;e —* 0) 可见 \ 

lini S n ^ 7 C , 、 

U {5„}为部 " 分^数列的无穷级数是 
E a n ，其中 a n = - <5 n -i (设^ = 



图 13.2 


0). 刘徽的方法就是将〜累加以得到 

级数和 n 的近似值.在图13,2中的正六边形的面积力 5 L = fllf 而在其每条边上 
的 6 个小三角形面积之和就是 a 2 ^ S 2 - S x . 

现在分析级数通项的渐近 性态： 为方便起见令〜= 3 ■ 2- 1 , 则有 


— S n — jSn—i " -^n, (sin ~~ 
V 


x n sm 


1 - cos 


⑴ , 


(13.6) 


因此刘徽的级数 E 如在渐近性态上相当于公比为 j 的几何级数. 

n=l 今 

类似地可以分和每次计算后的误差，这就是级数的 余项： 


^n = 5 — = 1- 




(13.7) 
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由这些分析已可得到有用的结论.萏先，从 （13.7) 知道' +1 e \ £n , 这与上册 

265-2 G 6 页的分析可谓异曲同丁.-其次，比较 (13.6) 和 (13.7) 可以知道 

1 

£n ^ ~ n ~ 0 , n . (13.8) 

从而就可以建立外推公式 

11 ~ ^ S n ~ | ) = S n _i + — S u -i), (13.9) 

例如根据参考文献 [4 j 中的第48页，仿照刘徽计算出96边形和192边形的 面积: 

^ ^3.139350m S G ^ 3.141031 951, 

然后用 (13.9) 就可以得到有显著改进的 结果： 

+ - 5 5 ) ^ 3.141 592 534. 

从⑷还知道，刘徽在这一步也用了某种外推法，但究竟是什么方法则仍是中国 
数学史上的一个悬案 ® (关于外推法吋以参看 [13]). □ 

13.1.2 思考願 

这一小节的思考题主要用于对级数定义进行复习,对于其中的是非题，若回 
答 “是' 则要作出证明，若回答“不是' 则要举出反例. 

1. (例题 13.1.2 之续）设 比赛开 始时，乌龟在 AxchiUes 之前1000 m , Archilles 
的速度为10 m / s , 乌龟的爬行速度为 0.1 m / s . 试将 Zeno 悖论中的论点转 
化为无穷级数求和问题，并计算出 ArchiUes 赶上乌龟所需要的时间.（本题 
说明，有了无穷级数的工具之后， Zeno 的这个悖论就不再是悖论了 .） 

2- 设级数 E 〜与 £6. 均收敛（或发散),讨论以下级数的敛 散性： 

^( o n ±& n ), ^ a n b n , ^(fcn ^0 ) f 

又对于 I ： 〜和 Eh 均为正项级数情况讨论同样的问题. 

3 - 对 f 级数 E maX { a n ， h }, 继续上题的讨论. 

4. 如果级数 EK + a n + 1 ) 收敛，是否必可推出 Sa n 收敛？又在是正 
项级数时，答案又是什么？ 

5, 记 S = 1 - 1 + 1 - 1 +… ： 并作以 f 计算： 

■5 = 1- (1 - 1 + 1-1 + ...) = 1- 

问:其中有何错误？又请阅读第二组参考题 1 S 后再做此题. 

6* 讨论级数 ai — cii + a 〕 一江2 +…+〜 — a rt 十…的敛散性 ■ 

①根据 I 4 ]的第妨刘徽 if 算的是 lOOrt 的近 似值. 他得到的 5 V , = ^6 = 

OZO 

314 ^. 5e ^ 55 = W ' 因此按照 （ 13 . s ) 的修正 M 为而刘徽实际所用的修 iHft 为 
从而得到 10031*314| =314.16. 
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7. 如果对每个正整数均成立 

lim + <1^+2 + . ， * + fl n +p) — 0, 

n—.x 

问:是否能由此推出级数一定收敛？ 

8- 设 a n Sc „ Sh ; n ：= l , 2 ，… ，若已知级数和£心同时收敛（或发 

n=l 

散) ，问： 能否推出级数£ g 收敛（或发散)？并清将你的结论与数列的夹 
逼定理（见上册如页）较. 

9 ■设 f 知 收敛于和乂若对于每个％将 咏 _!和〜两项作交换，证明所 
得级数收敛，并 g 其和- 

10. 设有收敛正项级数£知，且对于每个正整数 n 蚊 a n ( 如私，其中 

n=l 

为第 n 个余项： 证明： g 如实际上是有限和- 

§13.2 正项级数 


从本节开始我们将主要关注级数的敛散性判别法.如果能够判定一个级数 
收敛，则原则上至少可以用数值方法来计算级数和的近 似值. 关于级数求和的内 
容则在 §16.2 节中讨论+ 

正项级数的敛散性一般只需要从其部分和数列是否有界就可以解决，在这方 
面已经得到了许多丰富的成果.以下的前两个小节分别介绍比较判别法的一般 
形式和特殊形式，然后在 13-2.3 小节介绍 Cauchy 积分判別法、 Cauchy 凝聚判 
别法、 Sapagof 判别法和 Kummer 判别法 . 


13.2.1 比较判别法的一般形式 


首先列出比较判别法的几种常用形式，它们的证明见教科书. 

比较判别法的基本形式：设正项级数和的通项之间满足条件 
W n = ] , 2,…， 则就有以下结论： 


⑴ 收敛 收敛； (13-10) 

(2) 如发散 发散. （13.11) 

注意其中关于两个级数通项之间的不等式关系只需要对充分大的 n 成立即可. 
我们称 (13.10) 中的 Eh 与 （13. U ) 中的 E 〜为比较级数.一般常用的比 


较级数如 


LAJ 


nln p n 
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等等.在使用比较判別法时经常需要知道以下‘級别”关系（参见 2.7.1 小 节)： 

Ln <£ a n n! -C Ti n (a > l t £ > 0). 

比较判别法的极限形式:若对于正项级数和 E 心存在（广义)极限 

c = lim (13.12) 

n—cc CLn 

则当0 < c < +00 时正项级数！>»与同敛数，当 C = 0时可以从 E 知收 
敛推出 Ebn 收敛，或从发散推出 E 知发散，当 C = +00 时有相反的结论. 

比较判别法的极限形式表明，研究级数的通项所成的数列{^}当 
n — oo 时的渐近性态往往是值得做的分析丄作，其中包括通项 {〜} 是否是无穷 
小量的初步观察,如果不是，则已经可以断定该级数发散.对于上面0 < C < +00 
的情况,可以称为等价置判别法. 

比较判别法的比值形式:设对于正项级数 Ean ， E & U 的通项当 Ti 充分大时 
成立不等式 

< ^|± L ? (13.13) 

则结论 （13.10) 与 (13.11) 成立. 

在下一小节会看到，从 d ’ Alembert 判别法开始的许多判别法都是在取定某 
个5：心之后从 (13.13) 导出的比较判别法的特殊形式. 

13 . 2 . 2 比较判别法的特殊形式 

上一小节中的比较判别法有一个共同点，就是都需要有比较级数.如何对于 
给定的级数去寻找合适的比较级数往往是一个难题 ®. 

—神新的思维方法是“守株待兔”：取定比较级数以导出简单易用的判别 
法-例如,一般教科书中的 Cauchy 根值判别法和 d'Alembert 比值判别法就是 
如此.它们都是用几何级数作为比较级数.区别在于， Cauchy 根值判别法是 
从 （13,10) 和 (13.11) 出发两&开 n 次根得到，而 d’Alembert 比值判别法则从比 
值形式 (13.13) 推出. 由于教科书中都有它们的介绍和比较,此处从略. 

不难看出，这样得到的每一种判别法的能力必定有限，其适用范围为所取 
的比较级数所限定.例如， P 级数的敛数性就不可能用 Cauchy 根值判别法或 
d ' AJember 比值判别法来进行判定.利用数列收敛和发散的快慢概念，就很容易 
理解这神现象.（参见 2.7.1 小节关于无穷大量的“级别”概念, §4.4 中关于无穷 
小量和无穷大量的比较，以及 S .7.1 小节中关于收敛速度的讨论 .） 

"" i 里的在 i % 由于事先不知道一个级数究竞是收敛还是发散,因此事先不知道 
是按照 （13.10) 述是 (13.11) 去寻找比较级数.这在原则上只能通过尝试和摸索来解决. 
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具体来说，采用 P 级数作为比较级数就得到 R ^ be 判别法，采用 f 一 fV 

n= 2 ^ m U 

作为比较级数就得到 Bertrand 判别法和 Gauss 判别法.它们的证明都竒以从 [10] 
等书中找到，此外还有许多更为细致的讨论和发展可以参考[犯]和其中的文献. 

现在我们将上述几种判别法的使用方法列表如下.这里要注意，每^判别法 
都有多种不同形式 ; 为简明起见，这里只列出较易使用的形式.以下设 f ‘为 

正项级数.表中第一列为判别法名称> 第二列为计算量，第三列为用法 广 =1 
Cauchy 根值判别法 ： lira ^ c, c < 1时级数收敛， 

T 1 — ¥< X ) 

Ol 时级数 发散; 

d’Alembert 判别法： lira . = d , d < 1 时级数收敛， 

n — Un 

心1时级数 发散; 

Haabe 判别法： lim n - = r , r > 1时级数收敛， 

n—oo I 

r <\ 时级数 发散; 

Bertrand 判别法： Jam ^ lnnj^n — — 1) — 1 j = 6， b > 1 时级数收敛， 

b < l 时级数 发散; 

Gauss 判别法： = 1 + " n " + ^ ') >£>0, ^ > 1 时级数收敛， 

"矣1时级数发散. 


注1表中除 Cauchy 根值判别法外,所列出的判别法都基于对 比值‘ +1 /〜 
(或 a n / a n + 1 ) 的分析，因此都可以称为比值判别法.在 Gauss 判别法中的 p = 1 
时级数发散的结论可从 Bertrand 判别法得到.此外,若再考虑 


nlnn(In In n) p 


J £ n 


In n In In n{ln In lnn) p ' 


(13.14) 


等比较级数，就可以得到更为精细的判别法,统称为 Bertrand 判别法（见 [62]}. 


注2容易发现本小节列举的所有判别法中，除了 Cauchy 根值 判别法之外, 
都只能用于为单调的情况，至少当 n 充分大时必须 单调， 否则就不可能成 
功.在这个意义上可以说，它们都是 通项单调减少的正项级数判 别法.正因为如 
此，虽然 Cauchy 根值判别法只是以几何级数为比较级数得到的判别法，能力有 
限，但是它的适用范围不能为表中彳 | 何其他判别法所完全覆盖.一个典型例子是 
以知= 2-^- 1 广为通项的级数£知，其中 
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2, 


n 为奇数， 
n 为偶数. 


由 lim ^=4-知可用 Cauchy 根值判别法，但比值判别法都不行. 

n— »00 L 

注3在这方面还应当提到各种形式的对数判别法.这黾只举出两种对数判 
别法的极限形式(此外还有非极限形式和上、下极限形式)： 

1* 若对正项级数存在极限 

ln ( l / d n ) _ , 


lim 


Inn 


(13.15) 


则当 〆 > 1时级数收敛，而当 〆 < 1时级数发散 ■ 

2* 若对正项级数 Ea n 存在极限 

Um 吧― 》)) = b '， (13.16) 

ti—^oo In In n 

则当 (/ > i 时级数收敛,而当 y < 1时级数发散. 


这两种判别法与 Raabe 判别法和 Bertrand 判别法的关系恰如 Cauchy 根值判别 
法与 d ' Alembert 判别法那样，即当后者有效时前者一定有效（见本节练习题 I 2 )， 
但反之不成立(参见 [52]). 与根值判别法相同 的是， 对数判别法不依赖于级数中 
的比值 a n + l / a n , 因此对于通项不是单调的正项级数仍然可能有效. 


13.2.3 其他判别法 

对正项级数来说，除了上面介绍的几个判别法之外，其他判别法还有很多.本 
小节中只列举其中的几种判别法,它们都含有新的思想.此外，最后还讨论了比 
较级数中的一个理论问题 * 

首先应当指出，建立在广义积分基础上的 Cauchy 积分判别法是非常有用的. 
芭不依赖于比较级数.例如在 （13.14) 中的级数的敛散性都可以用它得到解决， 
但是不能用前面的那些判别法来判定. 


⑴ 命题 13.2,1 (Cauchy 积#判别法）设/在 [ l ,+ oo ) 上单调减少，则级数 

E f ( n ) 与无穷限广义积分 f °/>) da ： 同敛散. 

R=l Jl 

注积分判别法只是面积原理的一个应用（见上册371贸)，证明从略.希望 
初学者要学习这种面积比较方法，它可以解决不少问题. 


命鼸^13.2.2 (Cauchy 凝聚判别法）设 {〜} 是单调减少的正数散列，则正 
项级散£如收敛的充分必要条 件是: 凝聚项级数 
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> : = ^1 2d2 4 g> 4 + ’ ’ ■ + 2 n ct2" + ’ ’ ■ 

n—1 

收敛. 

证由于该正项级数的通项单调减少 f 因此不等式 

2 k ~ 1 a 2 k ^ + a 2 fe - 1 +2 + ■ • * + fla* ^ 2 允 _1 a2fc~i 

对> 1成立.注意不等式中间部分 恰有妙 - 1 项.取从1到 n 并相加，即可 
得到 

n n 一 1 

七 2 k a 2 k S ai + a。 + …+ 咖 ^ 2 h a2k , 

fc=l fc =；0 

可见原来的级数的部分和与凝聚项级数的部分和同时有界或无界.口 

注这里也不需要比较级数，建议读者对+ \£ 2 和（ 13 . 14 )中 

的级数用 Cauchy 凝聚判别法一试. n=1 " =2 

讨论一个数列{心}是否收敛于0是数学分析中的基本问题之具有多方 
面的应用.无穷级数已经为此提供了一种方法，这就是研究级数 f 如 是否收 

敛,若级数收敛，则就得到 n lim a n =0. 容昜理解这个方法不会彳 iif 1 效,若级数 
发散就不能作出任何结论.¥!对于单调数列，则有下面好得多的结果(参见美 
国数学月刊95卷 （19 S 8) 942页 ；). 


命埋 13.2.3 (Sapagof 判别法）设正数数列 {^} 单调减少，则 〗im 〜 = 0 

n-t-oo 

的充分必要条件是正项级数 E (1 - 发散. 

n=l \ / 


证将题中的级数记为其中&„ = 1一^二1，2，.... 

n-1 

由于正数数列 { On } 单调减少，因此有极限 lim - a . 若 a > 0,则 
b n < —■ —-" +1 - . 由于 E ( a » - ttn + i ) ^ lini (ai - a n ) 可见 [ 心收 

a n=l 

敛.若 a = 0, 则有 


n-hp R+p 

E E 


fc=u+l fe=u+l 


Qfc ~ tlfc+i 

a * 


> E 




叫 一 aj^+i 一 


tWp+i 

a ti+i 


对任意给定的 n , 利用 — 0 的条件，总可以取到充分大的 p ， 使上式大于 
可见级数£ k 发散. □ 

rir=l 


注1本命题有几种等价形式（见[1糾卷2的第365小节之 5)]): 

⑴设 {«»} 为单调增加的正数数列，则该数列与级数 E fi - 一心一)同 

n=l V a ^+l / 

敛散(这种形式在各神教科书中出现最多)； 
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( 2 ) 若正项级数£知的部分和数列为 { s n } : 则 E 〜与 E I 同敛散. 

n—1 n=l n=l 

注2应当指出，在下一节的变号级数敛散性判别法中，往往需要证明某个 
单调数列收敛于 0. 这时命题 13.2.3 就是一个有用的工艮这样就可能将变号级 
数的敛散性判别问题归结为某个正项级数的敛散性判別问题，而关于后者的方 
法要丰富得多.此外，还可以看出，如数列极限理论中的例题 2.3.3 (上册 28 页) 
这类经典性结果都可以看成为命题 13.2.3 的特例. 


命题 13.2.4 (Kummer 判别法 ） （ 1) 正项级数 H 收敛的充分必要条件 

是存在正数数列 {&} 和正数么使得当 n 充分大时^ 1 

V - b n+1 W > 0; (13-17) 

(2) 正项级数 E ‘发散的充分必要条件是存在发散的正项级数 I ： +， 
使得当 n 充分大时 S ' 1 

6. - - K +1 K 0. (13.18) 


证 （1) 先证充分性.不妨设条件(13：17)已对于 n > 1成立.将它改写为 
0 < <5 a n+ i ^ b n a n - & R +1 a n + i , 可见正数数列 {MrJ 单调减少，因此有估计： 

n n— X 

y~^Qfc ^ y^(fafcQfc - bfe + iafe + i) ( a+ 了， ^i a ii 

知 =1 k=l 

oo 

从而知级数 I ： 收敛. 

n™l 

再证必要性，在 £ 知收敛时记其余项为仏， T * > 1■令 

n^l 

a n T Rn ^n+l _ Rn ~~ ^Tt+1 


}， 则就有 




^ n +1 


石 n +1 






^ n +1 


因此取 J = 1 即可. 

(2) 这时的充分性就是比较判别法的比值形式（见 （13.13)). 再证必要性.设 
£知发散，取& = 其中& 为级数的第 n 个部分和.这时 （13.18) 满足： 

Or 




^ T 1 

a n +i 




S n - S n +i 

a n+l 


—1 < 0. 


从士 = I ， 和命题让 2 .3 ( 注 1 之⑺）可知 I ： 士发散 ■ a 

CVi rt — 1 

注 1 值得注意: Kummer 判别法中的⑴来自于正项级数收敛的充分必要 
条件是其部分和数列有上界，而与比较判别法没有直接联系.（参 见美国数学月 
刊 102 卷 (1995) 817-818 页中的历史观点 .） 


注2采取不同的 {&}, 就可以从 Kummer 判别法得到上一小节的各种比 
值判别法（见[叫卷 2 的 362 小节]) . 关于 Kummer 判别法的必要性结果取自 
美国数学月刊101 卷 (1994) 450〜452 页. 
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在上一小节中已经提到，由于存在收敛(发散)速度不同的正项级数,因此用 
持定的比较级数得到的比较判别法的能力总是有限制的.现在我们证明，对于比 
较判别法而言,不论是为了判定级数收敛，还是发散,都不可能存在什么万能的 
比较级数. 

命® 13-2.5 (1) (du Bois Reymond 定理）对于一个给定的收敛正项级数 
£一定存在一个收敛正项级散 g 心，使得 iinx ^--0; 

(2) (Abel 定理）对于一个给定的发散正项级数 f 知，一定存在一个发散 

n=l 

正项级数£心，使得 -^-=0. 

n=l 


OO 


证⑴由 E 〜收敛知, 余项〜 单调减少收敛于 0. 令= 孤 

n=l 

\^； 0 ,其中记看知.从 

n t - ：： vfer % = ^ + ^-° 

和可见£心为满足要求的收敛级数. 

k^l n~i 

(2) 令 bn = 令 S 然后引用命题 l 3 . 2 . 3 ( 注1之⑺）即可. □ 

^>n 


~注利 JH 2. 4 的 Stolz 定现可以如下解释本题的结果.对于⑴，分别记 
它&和£ 的余项为扎和圮，7^ 1， 2, …， 则它们都是单调减少的无穷 


小量.由条件 h > 0还知 { R f n } 严格单调减少.利用命题 2.4.2 ( I 型的 Stolz 
定理)，可见有 _ 

_ i^n+1 — n— a n _Q 




lim 




lim 


b n 


从而仏 =^( K ). 这就是收敛级数 f 知的收敛速度比£ k 的收敛速度慢的 

ti=1 n=l 

严格表述. 0 O » 

对于（2)，若分别记_〜和 £* n 的部分和为 &和 SL n = 1,2,…，则 
它们都是单调增加的正大量， Ml . { S n } 还是严格单调增加的，用命题 2.4.3 


(4 型的 Stolz 定理）就得到 

Sn = 也就是 《 S n . 

这就是作为正无穷大量的 A 的发散速度 慢于义 的严格表述. 


①若{^}从某项起为0,则正项级数£ 〜 为有限和，任何收敛正项级数都可以作为 

rt= 1 


E 只要每个心 > d , 
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13.2.4 例题 

先介绍对 P 级数的敛散性证明，它们与上册已有的证明不同.其中第一个证 
明在方法论上很有价值. 

例题 13.2.1 讨论 p 级数的敛散性. 

证1对于 P 矣1只需讨论 P=U 即调和级数.利用微分中值定理，有 

ln ( 1 + ^) =in(n + 1)_lnn= ^T0" < 

其中0 <0 < 1，因此对调和级数的部分和有估计(参见上册43 页)： 

N 

E 丄 > ln2 + (ln3 - hi2) + ■ ■ ■ + (ln(JV 十 1) — InJV) - ln(N + l) f 

n=l 

可见级数发散.对于 p > i 同样有 

1 _1 = p — 1 > v - 1 

(n + l^- 1 (n + 沒广 （n + 1)” 

其中0<0<1,因此有估计 


N 



n=l 


<1 + 7^ 


(1 - 古) + …+ ( ㈤ _\尸 




可见级数收敛. 口 

证 2对于 p S 1只需证明 P = 1时调和级数发散.用反证法.若调和级数 
收敛,其和为 A 则 


S 


1 + + …+ 


2 n-l 


= i 1 + y + -*- + i^r^r 
=+ 4- H -+ 


因此得到 

1 +冬+…+ 


2n- 1 


+ 

十 

+ 


+ 


4- — + • ■ ■ H —— — 

+ 4 + + 2n 


+ 


+ + - 1- — + 


n 


+ 4* 


S 


_Ll ■ ■ . = _Ll ■■,■■■ _Ll ■ I t —|— . 

2n-l 2 2 + 4+ 2n 


+ 




> 


2n 1 


可见这不可能成立. 


再讨论 P > h 这时级数的部分和数列 {&} 满足条件 &JV < 5 2JV+1 以及 


5 3 jv+i = 1 + (+ + …+ ( 2 A) p ) + (+ + ■ ■. + (2# 1 十 1)P ) 

<1 + 2( 士 + 卜 (2N) P ) = 1 + 2： P (l + ^- + 11 • + ) 

< 1 + 2 1 ~ p S 2 n + i > 
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因此部分和数列 { S „} 以 1/(1 - 2 J - P ) 为上界，可见级数收敛. □ 
注 证 2 见 Math. Magazine, 52 卷 （ 1979) 178 页 . 


下面是利用 P 级数为比较级数的几个例题 


例题 13.2.2 讨论下列级数的敛 散性： 

⑴ S 3 i n n ; ( 2 ) £ (l n7 ! 严 ; ⑶ £ (\nn) [alnn ' 

tt — X Tl —』 TV — O 

解 只要知道对于任何两个正数 A 6 > 0均成立 

__ ( e Ina)ln6 = ^In a In 6 _ ( e lnb)lna = ^Ina 

就不难解决前两题.在题⑴中，利用 3 Inrt = n 1 * 13 和 ln 3 > 1, 可见这个级数本 
身就是 P > 1的 P 级数，因此收 g 对于题 （2 ) t 利用 ( lnn ) io - = 和当 n 
充分大时有 ri lnlnn > n 2 , 就可用£ ^为比较级数而知其收敛.类似地可以在 

n=l 打 

题 （3) 中有 ( lnn) lalrin - e (lnln < < 〆 《 = n ， 因此可从 f j 的发散性知其 

n=l n 

发散. □ 

在下面的例子中用等价量判别法（当然也可用其他比较判别法)： 


例題 13.2.3 讨论下列级数的敛散性： 

⑴ (2)5! (!)、>◦);⑶ 

71=1 、 ' / n=l 71=^1 

解⑴利用关于阶乘的 Wallis 公式知道有 〜祝 (即公式 

(11.29)), 因此该级数的 通项知 与级数的通项为等价无穷小量.从 

而知道级数当^ 2时发散，而当 fc > 2%收敛. 

(2) 根据 Stirling 公式（ II . 32 ),可见成立 

On = n \ (含）〜(音）= b n . 

若 a > e , 则可看出数列{心}不是无穷小量，因此级数以及 E ^ n 均发散. 
否则,可以取 ( f ，1)，并看出 

w 茂脊 j 

因此从几何级数 r -(0< r < l ) 收敛知 I 如 收敛. 

(3) 利用 Taylor 公式即可得到 
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(见上册 230 页例题8丄 4 之解 2 )，因此知级数发散. 口 
下面是应用 Sapagof 判别法的一个典型例题. 

例题 13.2.4 问: 在什么条件下数列为无穷小量，其中 

a(a — 1 ) … （tt — n + 1) 


知0 


n ! 


■，n 二 1，2, 


证从定义可见，若参数 a 为非负整数，则数列至多只有前有限项不等于0, 
因此是无穷小量.否则，只需讨论{|知|}.从 

|a n +i| _ n — ci _ 1 _ a + 1 
|a^| n +1 77+1 

可见当 a < -1 时有 ta n |, 因此数列不可能趋于 0. 

当 a > - i 时 { K |} 当 n 充分大时单调减少 * 利用命题13+2+3，从 

! K+il „ a + 1 介 V a + 1 


^Tl 


: 和 I :货 


n - 


发散可知= 0 * 口 

下面例题 13 基〗中引进的微分中值定理方法的又一个应用. 

例题13,2,5设 E 知为正项级数，为其部分和数列 ， P > 1,证明：无 


论£〜收敛与否, 驗 T ： 勞 总是收敛的. 

n=l n=l 

证这里的出发点是 t 设0 < a < b , 对函数 Vi 在区 

间 [ M ] 上用 Lagrange 微分丰值定理,才知存在« < ^ < b , 值成立 

- ~^r =〜- 1 )- ■ ( t ~ a ) > ( p - 1) ■ 

用 tx = &代入,得到不等式 


以 n 


Sn - S n - 


< 


p~ l v^i 邱 


?-i 


oo 


由此可以作出级数 I ] > 的部分和数列的上界 估计: 

Ti=l *^n 




< 




p - 1 




p 

p 


P -1 a p ~ l f 


因此级数 I ： I 收敛. □ 

n=l °n 

注以上证明对于收敛和发散情况都有数> 但可以看出，若 | 知收 
敛,记和为夂则^ -^ r , 因此本题的结论是平凡的. ^ 

下一个例题也^有意义. 
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例题 13.2.6 若正项级数 f ^一收敛,证明 ：级数 f ^ n 2 ^-n 

n=L a n n -l ai 十 （ 12 十 - V d n 

也收敛. 

证从条件可见正数数列 {〜} 为正无穷大量.以下分两步来做. 

(1) 若数列 {〜} 单调增加，则有 

+ - ■ ■ ^ I - d2n~l 為 a n + ■ * . + 0,2n-l ^ 

因此有不 等式： 

2 n - i _ j _ 2 n _< 2 n-l + 2 n < 4 

H - h d2n-i di H - h o,2n 、 na n na n a n ' 

从而级数 £ , , , X -4 -n 的部分和数列有上界，因此收敛.同时还得到 

十句十…十 

OO OQ 

52 —- x ~~ T ^ (13,19) 

^ (ii + 没 2 + …+ 知 ^ a n v ; 

n=l n=l 

(2) 对于一般情况，将数列 {〜} 按照从小到大重排 ®, #将重排后的数列记 
为 { bn }. 根据收敛的正项级数在重排后仍收敛,因此级数£ ^收敛.利用⑴ 

n=l 

知道级数 ft &1+& 二 ，卄 & 收敛.同时容易看出对每个^成立不等式 ® 

61 + 62 +， ■. + 十奶十 ■ ■ ■ + ttn ， (13*20) 

因此就有 

_ n _ < n 

fti + ^2 + 11 * + 、 &i + 6^ 十 ■ ■ ，+ b n ’ 

于是从比较判别法就知道级数£ 2 ^ 收敛. 口 

注我们不知道不等式 (13.19) 右边的系数4是否可以减少,若可以的话，其 
最优值又是多少(参见下一个例题). 

可以看出上题中第二个级数的第 n 项是第一个级数的前 n 项的调和平均值. 
根据调和平均值-几何平均值不等式（见上册第8页 1.3.2 小节题3)，可见本题是 
以下著名不等式的一个推论. 

例题13. 2 .7 ( Carleman 不等式）设§ ( i „ 为收敛的正项级数,则成立 

Tl=l 

OO QC 

52 >/ ai 02 ■ -- a „ ^ 

其中右边的系数 e 不能再 U=1 

① 为了实现这样的重排需要反复利用一个初等结论 : 若数列为正无穷大量，则数列中必有最 
小数 . 这就是 2,2.4 小节中的练习题匕其证明可以参考上册 18 页例题 2.2.1. 

② 由于 h ，…， 是数列 {^} 中按照从小到大的顺序重新排列的前《砸，因此它们的和不 
会大于任何其他 n 项之和，其中包括 fll + … + a „. 
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证对部分和估计如下（其中利用的不等式见上册邨 页): 

N 


N 


E …■■一 


N 




d\ + 2d2 + ‘ ■. + na n 


n 


y/ni 


n(n + 1) 


jV 

E 


n{n + 1) 




N 


N 


? y ^ fcdfc ^ 


i 


k=i 

N 


n(n + 1) 


N 

: ( 


T _ lf + 


^ G djt ， 


然后令 N — 00 即可得到 Caxleman 不等式.最后，对于每个 iV 构造一个 数列: 
a n = Ijn , n = 1, 2 t …， iV , 而知= 0 Vn > iV f 然后作出由 {〜} 得到的两个级数 
和之比,令 iV — 00,且用 Stolz 定理（即命题 2.4.3), 就有 


N 


lim 

N — X 


S ■■ dn 

n=l _ 

N 


N 


JV^O Vn \ 


送表明不等式右边的系数 e 不能再改进. □ 

注1这里的 Carleman 不等式的证明来自 [27]. 此外还可以参见 [23, 3卟 
在上述证明中的二重隶和的顺序交换也可以利用裂项法改写为 

n n n +1 

Y^ kak = kak ^ -ArrY^ kak+an+i ^ 


n(n + 1) 


并对于 n = l ，2,〜 t iV 相加,就得到同样的 结果: 

N 




注 2 与此有关的还有 Hardy 不等式，其中当 p > 1时为 


E iE 


n \ P 

1/p 




k : 


P-1 


> : 


令 —+ oo 就导出 Carleman 不等式. 


13.2.5 练习题 

1- 设正项级数 | ‘和的通项为等价量:知~心，又记两个级数的部 
分和为& fns ；, 余项^凡和 iC n = 1，2, …， 证明： 

(1) 若两个级数均收敛，则仏〜扣； 
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(2) 若两个级数均发数，则^ 


2.设 E 如为正项级数,证明：任意改变其中各项的顺序和加括号后得到的 
级数与原来的级数具有相同的敛散性，且在收敛时级数的和不变.（这表明， 
如果无限项求和时每项为非负数，或至多只有有限项为负数，则有限项求和 
时的结合律和交换律对无限项求和都依然成立 .） 


3. 讨论下列各级数的敛 散性: 


⑴ £ 古 ; 

Tt-l J 



OO 

n=I 


⑸ 



cc 

⑷ 5 ： 

n n 一 1 

u —1 1 

n=l 

( 2 n 2 + n + 1 ) 2 

oo 

⑹ I: 

rt=l 

一 ( 1 十 _ H - h 盖 ) 

e 


OQ 

WE 

dr. 


4. 从例题 13.2.6 和 13.2.7 知道，若从收敛正项级数£ 知作出 { u n }, 其中^ 

n=l 

为 a u a 2 ，…， a n 的调和平均值或几何平均值，则 f 如 收敛. 但是若如力 

Tl = l 

算术平均值，则情况大不一样. 证明： 若正项级数£知收敛，则除了一种 
特殊情况之外，级数£ + 必定发散. 

n=l 71 

5. 试用 Sapa ^ f 判别法（即命题 13.2.3) 证明以下数列收敛于0: 

4^^} ： (2 H "^ r } ； ⑻ { ( i "- Tl )^ (;十:) } (x> 

6. 举出一个收敛的正项级数的例子> 使它满足条件^ = 1. 

n—^oo 

7. 已知正项级数收敛 t P > 1, 证明： 级数一定 收敛. 又若去掉 
E 知为正项级数的条件，结论是否还成立？ 

8. 设数列{^}芝调减少收敛于0, 且〜 = ‘― 2a„ +I + ct 时 2 > 0, n = 1，2> …, 
证明：级数 f 此收敛. 

n — 1 

9. 设对于每个正整数 n 都有0 < < a 2n + a 2 ri + ls 证明： 级数 £ « n 发散. 
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10 . 设 m 证明级数 | 收敛 ■ 

11. 设: c >0, 讨论^数 l i x 

^(2 - a ；)(2 -x 2 )(2 - x 3 )***( 2 - a ： n ) 

n=l 

的敛散性. 

12. 设 f 如为正项级数,证明： 

(1) 若在 Raabe 判别法中的极限存在 s 则在对数判别 
法 (13.15) 中的极限-也存在，且极限值相同； 

{2} 若在 Bertrand 判别法中的极限 Jim Inn n - l ) - lj 存在，则 

在对数判别法 (13.16) 中的极限 Jim 也存在,且极限值相同 • 

13. 设 f 知 为正项级数， fc 为一正整数，如果 Jim 证明：丨< 1时， 

?V=1 71 

K a n 收敛; 丨 > 1时 ， E 发散 • 

71—1 71=1 

(本题如取 fc = 1，就是 d ’ Alembert 判 别法. 因此,本题可看作为 d'Alembert 
判别法的一个推广 .） 

14. ( Dini ) 设正项级数 E 收敛，其余项为 E a fc , n = 0， l ， ….证 

n=l ^= Ti+l 

明：£ 发散，但对任意 P > 0, E 收敛- 

n=l ^-1 H 

15. 设0 < ai < f ，然后用迭代公式知 = sina n , x 生成数列 K }, 讨论级数 

的敛散性(参考上册 233 页的例题 8 丄 10). 

n=l 

§13.3 一般 项级数 

本节研究一般项级数,即在@ 〜 中既有无限多个正项，又有无限多个负项 
的情况，称这样的级数为变号级 iT 对于其他情况则可以归之于正项级数的范畴 
去解决 - 

这里需要强调指出绝对收敛级数与条件收敛级数的区别.从敛散性来看，前 
者的收敛性可以用正项级数的各种判别法来判定.而后者则需要全新的判别法. 
从级数的一系列性质来看，二者均有极大的 不同. 粗略地说,前者与有限和相似， 
而后者则完全不同. 
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13.3.1 一般项 级数的敛散性判别法 

称收敛级数为绝对收敛级数，若 I： 也 收敛; 否则就称为条件收敛 

级数.用 Cauchy 收敛准则就可以得到这里的基本 结论： 

命题 1H1 若级数 f M 收敛，则 g 如必定 收敛. 

n;l r-=1 

由此可知，在研究变号级数乙知的敛散性时，可以先分析对应的正项级数 
El«n| 的敛散性.对后者来说可以用正项级数的各种判別法.若 EI 知| 收敛， 
则原来的级数的收敛性就已经解决.若 El ‘ l 发散，则的敛散性有 
两种可能：条件收敛或发散.选时上一节中以比较判别法为基础的各种判别法 
都不能奏效.其中的例外是导致发散结论的 Cauchy 根值判^和 d’Alembert 
判别法.这就是说，在对于 Efa„| 用这两神判别法时，若有 HHi VKI > 1或 

n—>oo 

> 1, 则可以肯定原来的级数发散，其原因在于选两种判别 

法背后的"比较级数是(正项）几何级数，它^¥比大于1时的级数通项不收敛于 
0 f 而 Uni 丨知丨= 0与 lim - 0是等价的，因此它们的反面也等价. 

n—i-oo 

变号级数中最基本的例子就是在上册54页例题 2.7.3 中的无穷 级数： 

^ (-1) 竹 -1 t 1 (-1 产 _1 

g —- — = 1-了十^+ —-— + -.，=In2. 

其求和计^上册45页的例题 2.5.4 和361页的例题 11.4.1. 

在一般项级数的敛散性判别法中除了 Cauchy 收敛准则仍然有效之外，常用 
的其他判别 法有： 加 

L Leibniz 判别法若数列 { a n } 单调收敛于0,则£ (-收敛. 

n.= l 

注满足 Leibniz 判别法中条件的级数称为 Leibniz 型级数,它的各项符号 
交替取正号和负号.我们将这样的级数称为交错级数. Leibniz 型级数就是通项 
单调收敛于0的交错级数.初学者可能以为在变号级数中交错级数不会很多，其 
实 不然. 虽说一个级数加括号后收敛不能推出原来的级数也收敛，然面利用级数 
收敛的定义或 Cauchy 收敛准则就可以得到下面的 结果： 

命题 13.3.2 若对级数加括号后得到的级数收敛 f 且在每个括号内各 
项的符号相同，则级数乙知也收敛. 

由此可知，对于任何变号级数都可以采用加括号的方法使它成为一个交错级 
数,而且两个级数的敛散性等价. 

但是 Leibniz 判别法只是保证收敛性的一神充分条件，而下面两个判别法都 
是级数收敛的充分必要 条件. 又容易知道 Leibniz 判别法只是 Dirichlet 判别法 
的一^持例. . 
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OC 

2. Dirlchlet 判别法若乙知的部分和数列有界 f 数列{\}单调收敛于 

n=l 

0,则£ adn 收敛. 

n=l 

0 O 00 

3- Abel 判别法若 I ：知收敛，数列 {<} 单调有界，则£如&„收敛. 

n=l tl =1 

注1 Dirlchlet 判别法和 Abel 判别法的基础是 Abel 变换（参见 [55] 的 
第一章 ). 这个变换在一系列问题中有用,也是积分第二中值定理（命题 10.2.2) 
的基础.其基本形式很简单.设有两个有限数列和令 

M 十…十叫， fc = 1， ■ ■ ，， n ，则 
Ol&l + tt 2^2 + ■ ■ ■ + ct n b n 

=Aibi + ( A 2 - ^ i ) & 2 + ■ ■ ■ + {^n - A n _ i )6 n 

—力 1(石1 _ &3) + ^3(&2 — 如）+ ■ ■ ■ + — h ) 十 A n b n . (13.21) 

由此可导出各种有用的估计式.设|叫 (M ( k : i ，2 f 〜 ^)，则当 { b k }^ k<n 
为非负单调减少时，容易得到 

十02^2 + . ■ ■ + ctn.i'rtj ^ Mbj , (13.22) 

又若只值定忉 d 单调，则有 

jai6i + »2&2 + …+ o, n b n \ ^ M(j6i| + 2|6„[). (13,23) 

注2与广义积分中的命题 12.2.1 和 12.2,2 (上册 380-381 K ) 类似地可以 

00 

证明， EHrichlet 判别法和 Abel 判别法中的条件也是级数 g 知〜收敛的必要条 
件. 这方面的结论见数 学通报 7卷 (1983) 29-32 页和9 ^(棚 4 ) 22 〜23页. 

13.3.2 一般项级数的基本性质 


E 分绝对收敛级数和条件收敛级数的意义不仅是它们的判别方法不同，更重 
要的是它们在一系列性质上完全不一样. 

作为无限项求和来说，绝对收敛级数与正项收敛级数都满足结合律和交换 
律，而且其和不变(参见 13.2.4 小节的练习题 2). 

但对条件收敛级数来情况大不相同.为了指出 i | 两类收敛^数的根本差 
异何在,需要引进由级数£〜导出的两个正项级数£ 4和£冗： 

n=l n=l n=l 

_ | a n |+ a n _ j a «) 若知 > 0， ______ | a n 卜 a n { ~ a m 若知 < 0， 

~ 0 = i a n ― o — \ 

d [0, 若 1 10, 若 
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00 

命麵 13.3.3 (1) E ««绝对收敛的充分必要条件是由它导出的两个正项级 

n=l 

00 M 50 

数 E 4和 E &同时收敛， （2) 若 E 知收敛，则该级数条件收敛的充分必 
要是这两止项级数同时发散. Ti=I 

注 这就是说，条件收敛级数中的正项之和力 +oo, 而负项之和力-00,因 
此当 n — 00时其部分和数列 { S n } 必为 oo-oo 型的不定式（见上册10 2 页的 
注).由此可知条件收敛级数是依赖于正项和负项在求和过程（即部分和数列当 
n — 00的极限过程）中相互抵消而收敛的. 

由此出发,就不难证明下列著名 定理. 初看起来其结果似乎很惊人,但其本 
质则不难理解. 


命题 13.3.4 (Riemann 重排定理） 设级数 E 知为条件收敛,则对于满足 

71 — 1 

- oo ^ A ^ B ^+ oo 的任意一对 A 圪可以改变级数中的项的顺序，使 

得重排之后的级数的部分和数列{乂} ^ 要求： 

Urn S , n = A , HE 义①. 

n—►oo 

特别是当重排级数的和可以是任何有限数或带确定件号的无穷大. 


绝对^敛级 数和# 件收敛级数的另一个差异表现在级数的乘积问题中. 

级数 知和 的乘积是有限和与有限和的乘积的推广.如果将上述 

两个无穷换为和，则它们的乘积就等于所有形式为的项之和.对于 
无穷级数的乘积，这类项有无限多个，因此首先就是按什么顺序相加，其次作力 
无限项求和当然述有敛散性问题. 

力简明起^1，本书 g 考虑无穷级数的 Cauchy 乘积，又称对角线乘积.这就 
是定义级数£〜和£ 〜 的乘积力无穷级数 

n=l jt=1 

cso 

其中 C/I = ™ a l^n + + … + 

n=l t+j=u+l 

这里的基本结果 如下： 

命题 13.3.5 设£ 〜和 f 〜 均绝对收敛，它们的和分别为力和 B， 则它 

n=^l n=l 

们的 Cauchy 乘积乙 c„ 也绝对收敛，且其和为 A - B . 

n=l 

上述结果还可以改 进为： 

①由于此时如 — 0,从上册96页最后一题知， 若 则部分和数列 （&} 的极限点集 
为闭区间 [ A , Bl 这个结杲对于 A , S 为非有限数的情况也成立. 
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命题 13.3.6 (Mertens 定理） 设 f 〜= A 和^ K ^ B , 且其中至少有 

n=l n=l 

一个级数绝对收敛，则就有 f ： c n = A - B , 

n=l 

以上两个基本结果的证明见[叫等教 科书. 此外，还有一个补充结果，它的 
证明用幂级数理论很容舄 得到： 

命® 13.3 .T 设^知，看 k 和它们的 Cauchy 乘积£ q 都收敛，且分别 
以4 W 为和，则 1 1 ，l=1 

13.3.3 例题 

注意：在一般项级数的敛散性讨论中，若级数收敛，则还需进一步讨论它是 
绝对收敛还是条件收敛. 

下面的第一个例题的目的是 强调: 对于变号级数来说，将通项换为等价无穷 
小量的方法是没有根 据的. 这表明（在正项级数中非常有用的） 等价量判别法在 
变号级数中不能成立（见比较判别 法的极限形式 (13.12) 和例题 13.2.2). 

例题 m 问:级 数 n | 亨 和孟 是否同 敛散？ 

解 第一个级数是典型的 Leibniz 型级数，因此收敛.但第二个级数是发散 
的. 虽然它是交错级数,同时它的通项与第一个级数的通项是等价无穷小量，但 
并不满足通项绝对值单调的条件,因此不能用 Leibniz 判别法. 

证明第 g 个级数发散的方法 很多. 例如研究由两个级数通项之差构成的第 
三个级数：其中 

71=2 

c - (-# 卜妒 __ 1 丄 

如 y ^ + (- 1 广 (-1,) ~ n ’ 

可见这个级数是发散的正项级数，因此第二个级数一定发散. 口 

注 1试用其他方法证明题中第二个级数发散.例如从第一项开始对相邻两 
项加括号，证明所得的级数发散,从而可推出原来的级数一定发散. 

注 2 在变 号级数中不能随意将通项用等价无穷小量来替换的根本原因也 
是由条件收敛所引 起的. 初学者需要在这里回顾命题1 3 . 3 .3及 其注. 从本质上 
说 ，这里的问题与 4 . 4 . 3 小节中对于等价量代换法中的错误分析是一样的 ■ 

注 3 这里要注意，对于变号级数，分析通项的等价量还是经常有用的.若级 
数绝对收敛 t 当然就可以用等价量判别法，对于条件收敛情况，能够知道通项的 
渐近性态也可能是有用的.下面就是一个例子. 
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例题 13.3.2 分析数列 } 的渐近性态,并用于讨论级数 (=) 的敛 
散性，其中 a 不是非负整数，- a { a ~ 1 ) " j a ~ n + l) , 71 ^= 1 ^. 

解（从例题 13.2.4 已知当 a > ~1 时该数列为无穷小量 ■) 对于给定的 A 取 
m > |q + 1[, 则对于 n > m 可分析如下,其中出现的 G 等均为 常数： 

ijrj 

_ c [ m-(a +!)]■■■ [n - (a + 1)] _ c 

1 m …打 1 A 1 

k—rn 

=exp C 2 + 亡 In (1 - 1 ) 

fc=m 

=exp C 2 - (a + 1) ^ 0(+) ① 

k—rn k=fn 

=exp[C *3 - (» + 1) Inn 4- o(l}] 

C 

其中利用了关于调和级数前 n 项的渐近性态（上册 4 3页)和级数 f 收敛 

的知识.最后出现的正常数 C 将在后面用其他方法确定（见 (13.41^ 

将此结果用于级数 f 就可知 a > 0是级数绝对收敛的充分必要条件，而当 
a ^-1 时级数通项不趋于0,因此级数发散.当 -1 < a < 0时在例题 13.2.4 中 
已知级数为 Leibniz 型的交错级数，因此为条件收敛. 口 

注渐近性态 （13.24) 见[3句等，这里的证明是沐定夷提供的.对于本题的 
传统方法是用 Haabe 判别法， Leibniz 判别法和例题 13.2.4 的结论. 

00 

例题 13-3.3 设数列 {〜} 单调减少趋于零,且级数 E 知发散,证明级数 

n=l 

oo 

a n siunj ? 当 i ： 妾 h , fc = 0, ±1,±2, ••-时条件 收敛- 

n=l 



a •十 1 


(13.24) 


OO 


证只需讨论0 < i m 由 Dirichlet 判别法,只需要证明级数 [ sinna : 的 
部分和数列有界.事实上，对任意正整数 A 利用三角恒等式 

Z / ■ n L I ■ \ X 

就可得到估计 2 


2 sin 号 (sin x + sin 2a: H - h sin nx) = cos —— cos (加二 ^) x 


sin x + sin 2x + … + sinnx| < — 


sm 


x 




© 叫 4 手利 ㈣ -科卜 (力 — 0) ， 可见这里的 


0 d ) 对于+ 之比是一个与 * 无关的有界置 ■ 
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这就证明了 £ sin 7 ii 的部分和数列有界，所以级数£ a n sinna ? 收敛. 

n=l n=l 

另 一 方面，利用 | a n sinna ；| ^ a n sin 2 m = y(a T1 - a 7l cos 2 nx ), 仿上可以 
证明级数 E ^^2^收敛 : 因而由题设级数£ ‘发散知级数 E - 

n=l n=l n=l 

a n cos 2 nx ) 发散，因此由比较判别法知级数£ Ksiti ^| 发散,这就证明了原来 

n=l 

的级数 E a n sin 71 T 条件 收敛. □ 

n=l 

注 后半题和广义积分的例题 12.2.3 中当 p = 1时（见上册384页)相同. 

例题 13.3.4 证明级数乙 ^ 收敛. 

n — 1 *1 


解将级数中相邻的同号项合并，从而组成一个交错级数 E (- ir 〜，其中 

Tl— 1 

1 _ 1 , _ 1 


( X n 


n 

2n 


2 






(n 十 l) 2 _ 1 
2n 


n ‘ 


E 

Jc =0 


1 


n 


+ 0 


71 4 




(2n + 1) 一 ^l + 0 ( 去)] =| — + 十 0 ( 


n ‘ 


由此即可知 {〜} 为无穷小量，且至少当^充分大时单调 减少: 




+ 0 


tt \ n ” j 

这表明原级数加括号后得到的级数收敛.由于括号中的项符号相同，所以可 
推知原级数收敛（见命题 13.3.2). □ 


注 以上证明是沐定夷提 供的. 一般教科书中的方法是将^的和式中的 
2^+1项分拆为前 n 项和后 n + 1项两部分,然后分别证明这两个和式之值都在 
区间 （ l/(n + l ), l / n ) 之内，因此 > a n+1 . 

«> f 一 IV 卜 1 

下一个例题是对于一个具体的变号级数 g i __ L _ = ln 2 来验证 Rie - 

n —1 

mann 定理（即命题 13.3.4) 中的部分结论. 

例题 13.3.5 设 g 知是£ ( T 1 的一个1排，其中{如}中正项之间 

n=l n=l fl 

M 

的顺序以及负项之间的顺序与重排之前相同，又设在乙‘的前 rz 项中 有如个 

n=il 

正项，且存在极限 iim 今 _= p ，证明 f ： a n = \ n 2 +^-ln ) (当 P = 0,1 

n—^co fb L y 1 — p J 

时将右边的表达式理解为它在 (0,1) 两^的广义极限-00和 +00). 
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00 


证直接计算 E 〜的部分和数列 如下 : 


S n 




= I 1 + "S " 屮 


屮 


2 p n 






然后利用上册 43 页末的渐近等式 


1 + j + ■ ■■屮 — = \nn 十7十 ^( 1 ), 

£t 71 


其中 7 为 Euler 常数 ; 就可得到 


S n - [ln( 2 p„) +7 + 0(1)]- 如一 „ 十 7 + 0(1 )卜 ^~[ln(u ~p„) + 7 十 。⑴ j 

= ln2 + T ln ■卜⑴ - ln2 + i ln ( T ^&) + 。⑴， 

令 J 7 — 00 可见结论为真 . □ 


13.3.4 练习题 


讨论下列级数的绝对收敛性与条件收敛性 : 
00 sin n% 

⑴ 


" 12 " 


71=2 


( 3 ) 


n 口 

c » 


⑸ £( 


i + 丢 


n 


\ sixxnx 

J n 


n = 

oo 




n ; 


oo 


⑼ E 


(—iV 


[时 （一 l ) 




■_hj 

( 11 ) ^ sin(n 7 t 


十 


n=2 


Inn 


OO 


(2 )E 

n=l 

oo 

⑷ £ 


(_1)«2^ 


sinru; 


n 


1 + 




n=i 

oo 


( 6 ) sin(K\/n 2 + a 2 ); 
n=l 

⑻它 (- l^shin 


n 


(10) fln( 


(一 ir 


n ^2 、 


HP 


oo 


丄 

n 


( i 2) ^(- ir(^ n - i ) 


2 . 将调和级数 + 的各项改变符号，其规则是每 p 个正项后为？个负项， 

然后再如此 ii ， 但不改变各项原有的顺序 . 证明 : 所得级数当且仅当 p 
时收敛 . 
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3. 设0 < a < 1,将级数& V ^ 按照每 P 个正项后为3个负项的规则 

进行重排，但保持正项3司和负项之间的原有顺序， 证明： 重排后的级数当 
R 仅当 p ~ q 时收敛. 

4 . 设 P > 0, 讨论下列级数的绝对收敛性与条件收 敛性： 

⑴卜 | + U+: + 兩 i 1)P -赤+…， 

(― ir(i+p)(2+p)‘- (n+jo) 

⑷ ^ - 

5 - 研究级数盖 1 +L» (若分母为零则去掉该项）的条件收敛性和绝对收 

敛性 . 


6. 设数列 {〜} 严格单调减少且趋于零，证明下列级数 收敛: 

oo 

V (一1广 + 叱 + .‘* 十 a n 

7. 证明下列级数收敛 : n_1 


n 


t ( 1 + t ) + t ( 1 + t + t )^ t ( 1 + y + t + t ) + 


cc 


8 . (du Bois Reymond 判别法）设级数它 K - 如 - i ) 绝对收敛,级数£ k 

n =2 n =l 

收敛，证明：£收敛. 

n™l 

oo 

9 . (Dedekind 判别法）设级数 E (知 - a n _ i ) 绝对收敛， lim a n 

n :2 

cc oo 

Ebn 的部分和数列有界，证明 ：S ^ b n 收敛. 

ti =1 n=i 

oo 


0,级数 


10- 已知级数 £ 发散, 证明： 级数 E (1 + 士) a rt 也发数. 

n=l n=l 、 M / 

11. 证明： 当 kl < 1 时，成立 (E 9") ■ (E /) = E (n+l)g n . 

\fi =0 / \n =0 / n =0 


12. 证明级数£与自身的 Cauchy 乘积是收敛级数. 

■n=fl w 卞 1 


oo f_i ^n^n+l 

13■设 以 ,^) 


二忍 1 ^，证明 


( 2 n + 1)1 

2 S { x ) C { x ) = S { 2 x ). 

14 - 设级数 E t S d) 2 均收敛 1 又对每个 n 有 b n ( a n + b n ) / 0, 证明: 


级数 I： 


a n 




收敛. 


15. 两个发散级数的 Cauchy 乘积可以是收敛的.试验证以下两个发散级数 


1 - e ( 鲁 r 


2 n+l 


的 Cauchy 乘积是绝对收敛级数. 
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第十三章数哨釭数 


16. (1) 举例说明收敛级数与发散级数的乘积既可能收敛，也可能发散 . ⑵证 
明：对于正项收敛级数和正项发散级数的乘积，其乘积一定发散(假定其中 
的正项收敛级数的和大于 0). 


§13.4 无穷乘积 

正如研究数列的前后项之差导致无穷级数的研究，研究数列的前后项之比就 
引向无穷乘积的研究.本节利用无穷级数方面的已有工具,对无穷乘积的基本内 
容和例题作一个简单介绍. 


13.4.1 基本内容 


无穷乘积的记号为 UPn= PlP 2-*- Pn --*, 其中假定通项〜 7 ^ 0, ^ = 

n=l 

1,2,...® 称= &巩为 它的第 n 个部分乘积 ， n = 1,2,….如果部分 
乘积数列 { P .} 有非零限 lim P n = P ^ 0 , 则称送个无穷乘积收敛，并记 

R—HX 

fl Pn - P ； 如果数列 {Pn } 发散或者 lim = 0,则称这个无穷乘积发散.我们 

n —l 71 —C3C 

用简化记号 n pn . 

这里要指出，将 R lim P .-0 的情况称为无穷乘积发散(于 0) 完全是为了便 
于和无穷级数的结果起来，而并不是这种情况没有价值或没有意义.采取这 
个做法的好处从下面的必要条件已可看出. 


与无穷级数的通项趋于0是收敛的必要条件一样，当无穷乘积 UPn 收敛时， 
其通项必收敛于1 A 

lim P n 

lim p n 


P n 


P n ^i ~ lim P n _i 


因此，总可以假设从某个 n 起 Ptl > 0. 为方便起见> 在下面将改记为1 + 
将无穷乘积 npn 改记为 n(l +知)，并假设 | 知 | < 1， n 二1，2, ■ 

与上面关于通项的讨设完全类似，可以引进收敛无穷乘积 UPn 的余项 

n=l 

Qn - II 并证明一定有 W = L 


通过取对数将部分乘积变为和式 f 就不难建立以下结果： 

1. 无穷乘积 (1 十知） 收敛的充分必要条件是级数£ 1 b (1 + a n ) 收敛. 

n=l 


① 这是研究无穷乘积的基本前提,否则已不必讨论. 

② 在证明中已经利用了 { Pn } 的极限非零的条件.又容易 看出: 若无穷乘积发散于0,则其通 
项不 '定收敛于 1. 例如通顼 - y Vn 的无穷乘疾就是如此. 
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00 


2-若从某个 n 起％ > 0,则无穷乘积 n (1 +收敛的充分必要条件是正 

Tl-— 1 

项级数£叫 收敛. （若该级数发散，则无穷乘积为 +0 C .) 

n= 1 

3. 若从某个 u 起〜 < 0,则无穷乘积 fi ( l + a n ) 收敛的充分必要条件是负 

n=l 

项级数£ 收敛.（若该级数发散，则无穷乘积发散于 a ) 

Tl^ 1 

4. 若 { a n } 变号,但已知级数£ %收敛，则⑴当级数£ <收敛时无穷 
乘积收敛， （2) 当级数§ <发散时无穷乘积发散于0 (这里要利用等价关 


系 ln(l +x)-x 


x d 


(x 0)). 


oo 


5 -若无穷乘积 n ( i + ia f! |) 收敛， 则称无穷乘积 n ( i +^) 绝对收敛.不难 

证明绝对收无穷乘积一定收敛，反之未必由此又可建立无穷乘 
积条件收敛等等与无穷级数类似的概念和结果. 

13.4.2 例题 

历史上第一个得到严格证明的无穷乘积是 Vifete 在 1 S 93 年发表的关于圆周 
率的 Viete 公式： 


n 





T + TVT 




(13.25) 


实际上这就是 


7 U 


n 


cos 


7 C 


2 n+l * 


(13.26) 


Viete 公式是在微积分出现之前在分析方面的重要结果，它在人类对于圆周率的 
认识上也是一个突破,具有重要的历史意义(参见上册114 页题 5). 

在上册362^363页中建立的 Wallis 公式是历史上较早出现的另一个重要 
的无穷乘积，而且也是关于圆周率的结果.除了已经在那里介绍的几种常用形式 
(如 (11.27), (11.29), (11.30)) 外，还可写成以下 形式： 


n & 


71 

T 1 


/ 

n 1 


x 

K 


(13.27) 


、（加 + !) 2 / 4， V 4 n 2 } 

不难验证以上两个无穷乘积的收敛性和等式成立(作为练习). 

在上册 2 5页的 2,2.4 小节和邪页的 2,3.2 小节中已有不少无穷乘积的练习 
题,当然在那1都以数列的形式出现(还可以注意上册369页的题 10), 
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下面是用无穷乘积理论研究数列的一铁例题.首先简要地叙述关于 (13.24) 
的另一个证明. 

例题 13.4.1 若《不是非负整数，则存在非零常数 C , 使得 
| ! ] + — —n +1) I c 


,1+*' 


iiE 引入记号 


则只要证明 {〜} 有非零极限.注意关于 a 的条件使得〜# 0, n = 1，2 ; …. 

恰如数列与无穷级数的联系一样，对于任意给定的一个非零数列，不难 
写出一个无穷乘积，使得它的部分乘积数列就是 { a n }, 从而就有 


lira a n - a \\ 

n—oo i -. 


^ n - j -1 


(13.28) 


f 是问题就变为证明右边的无穷乘积收敛（但无需计算出它的值).本题的以下 
部分已经没有困难,留作为练习题. □ 

下面是对于命题13. 2 .3的新证明,它来自美国数 学月刊 95卷 （1988) 942页. 
为读者方便起见，将该命题内容重新写出如下. 


例题 13.4.2 ^ { a n } 为单调减少的正数数列，则 lim & = 0的充分必要条 

n 一 oc 

件是级数 S ( i - 发散. 

证将题中的级数通项记为从条件知0 < 1 ~ < 1, n - 

H ….与上题一样将数列 {〜} 的极限与一个无穷乘积联系 起来： 

oo 

= Ol JJ(1 - b n ). 

但是要注意：目前关心的是右边的无穷乘 il 是否 发散于 0. 易见有等价 关系： 

oo oo 

y^a n = o^Yl(i- K) 发散于 0㈡ E 卜叫 1 - 心 ) 卜 +oo. 

现在只需要证明以下两 Yk 项级数同时发散 ： n=l 

■M OO 

ln(l - 6„)] = +00 y^ b n — + 00 , (13.29) 

n —1 n=l 

分两种情况讨论， （1) 若不是无穷小量,则两个级数的通项都不趋于0,因 
此 (13.29) 成立; ⑺若 { fe n } 是无穷小量，则从 k !( l - x)^-x ( x ^ O ) 和比较判 
别法的极限形式 (13.12), 可见 （13.29) 也成立. □ 

下面是分析中的重要结杲，它是 Euler 首先用类比方法猜测出来的.我们将 
主要根据[叫卷2的359小节给出证明. 
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例题 13,4.3 ( Euler ) 对所有; r 直成立 


sinx ^ x 



X 2 \ 



知). 


(13.30) 


证可以看出当 X 为 x 的整倍数时两边为 0. 以下只需要讨论: t 不是 K 的 
整倍数的情况，这时容易验证右边的无穷乘积收敛 - 

不难发现 sin (2 n + l )^ 可展开为 sin #的加+ 1次多项式，且只含奇次蒂项， 
因此可写成 ® 

sin (2 n + l)p = sin p P ( sin 2 <p) } (13.31) 

其中 P { u ) 为 u 的 n 次多项式.将右边的除到左边并令 f — 0,就可以定 
出 P (0) = 2 n + L 又利用办二 ( A : = 1，2,…， 17) 使 （13+31) 左边为0,因 

此 Sill 2 仰1，2, …， 71) 恰好是多项式 P ( u ) 的所有根，这样就完全确定了多 
项式 P ( it ). 将所得表达式代人 (13.31) 的右边,并令 a : - (2 n + 1) 朽得到 


smx = (2n + l) S in^ r J] 

fc — 1 



sin 2 


sin 2 


x 

+ 1 
hit 

2 n + 1 



(13.32) 


以下采用与命题 2.5.2 (上册40页）中完全类似的方法.（差别只在于那里是级 
数,而这电是乘积 .） 固定 m ， 令 n > m ， 并将上式右边分解为 


其中 


sinx = U m - V m , 


t / m -(2 n + l ) sin ^ ： 



Kn= n 1 - 

te=m+i\ 


sin 3 


sin 2 


X 

2n + 1 
kx 

2n + 1 



sin 2 


sin 2 


x 

2n + 1 
kx 

2 n +1 



(13.33) 

(13-34) 

(13.35) 


在 (13.33) 中令 n — oo , 这时左边与 n 无关，从 (13.34) 得到 

hm a U m = xf[ - ( 13 . 3fi ) 

因此第^个因子心的极限也存在. '但这里重要的是对这个极限的估计.利 
用 (13.35), | simK | x | 以及 Jordan 不等式（见上册253页例题 8.5.6) 可以得到 


sm 


sin 


x 




2n + l 
kn 

2n + 1 




(2n + l) 2 1 
4 Pit 2 


Tf " 


(2n + l) 2 


k = 1,2, ■■- ,7 i , 


①例如用 de Moivre 公式 cos(2n +l)¥> + isin(2ti +l)p = (cos p +isin v?) 2n+1 或者数学归 
纳法 即可 . 
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从而有对于 VW 的 估汁: 



sin 


x 


2 n + l 


sm 


•2 


kli 


2n +1 



x 4 


> 


n 


x 


2 




这样就得到对于极限 lim 的 估计: 

n^oo 


1 > lim V m 


sin x 


smo : 


lim Ujn 


x * 


X SA X ~ ^ 


> n 

fc = m 4 1 


X A 


4 k 2 


最后,利用上式右边是一个收敛无穷乘积的余项,因此当 m — oc 时极限为1,这 
样就从数列极限的夹 M 定理得到所要的展开式. 口 

注1在展开式 (13.30) 中令 x = j 就得到 Wallis 公式 (13.27) 中的第二 
个公式.可见 Euler 的展开式是非常有力的结果. 


注 2 关于展开式 （13.30) 的证明方法很多，可以参看美国数学月刊 S 9 卷 
(1982) 225〜230页的一个综述. 

注3值得回顾 Euler 发现这个展开式的思维过程.他的出发点是将 sinx 
与多项式作类比，由于 sim 以所有 h 0 为零点，因此他猜测 （13.30) 会成 
立.他又将该式两边展开为 z 的幂级数，从而得到 

0 O „ oo , 

E 1 一兀 2 1 _ 7 t 4 

等一系列重要结果.其中 " I 1 一个级数的求% 1 问题即所谓 Basel 问题，在 Euler 之 
前已有近百年的历史.包括 Bernoulli 兄弟在内的许多数学家都作过努力而没有 
成功.同时谁也想不到在它的答案中会出现圆周率^这是数学史上最精彩的故 
亊之一，有着多方面的教育意义.详细内容请看 [39] 的第二章和 [18] 的第九章. 
在第十六章还会回到这个问题上来，并推导出 P 为偁数时的 P 级数和的计 
算公式. ^ 

在上册 恥1 页已经引进特殊函数 r (; r ) = pV '- M*，z > 0. 它是阶乘 n ! 

的连续化.现在我们介绍 r 函数的无穷乘积定°义，但是这里的定义域不局限于 
工 > 0. 关于在 T > 0时两个定义的等价性证明见后面的例题 16*1-4. 


例 jg 13.4.4 对于4 0 f -1，-2,…，定义 


1 + 


r ( x ) = j n 


n 


x 

n 


(13.37) 


从 


、 1 + l 


+ 


x 

n 


, x(x - 1) 

1 十 - ^ +0 




可知定义中的无穷乘积绝对收敛，因 


Mr 函数的上述定义是有意义的, 
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写出上述无穷乘积的部分乘枳 
(n + l) x 


吨 + 工 )(1 + +) … （1 + +) 


n + 1 V 
n / 


nln x 


n 


x(x + 1) … （z + n) 


即有 Euler-Gauss 公式 


r ⑷ =lim 


n \ n ^ 


由此就有 


n ■一 oo + 1) > ■‘ (；T 十 71) 

T(l + 1) 


(13.38) 


lim 


nx 




r ( a ：) n—oo T + 找 + 1 

即 rb + i ) = w (斗从 r ( i ) = l 可见有 r(n +1) - ni . 利用在上册 43 页处引 
进的 Euler 常数 

7 G + + + …+ 丢 - ln ( L + n )). 

可见有 

oo 

n 


j/n 


1 + 


去 y 


将它与 r 函数的乘积定义结合，就得到 r 函数的 Weierstrass 公式 


又利用 


^^=#11(1 + 分-吾 

TI ~ X 


(13.39) 


» (1 + 

r ( i - x ) = -斗 4 =n \ n i 

I —■ — - 

ft J 

与 （13.37) —起就得到 r 函数的余元 公式： 


n 


r ( z ) r(i -工） 


jt 


sinTtE 1 


(13.40) 


这里利用了正弦函数的无穷乘积公式 (13.30), 并在其中将: f 换为 t 若令 z = 
\ 代入，就得到 r ( j ) = (这也可从 Euler-Gauss 公式 （ I 3 , 38 ) 和 Wallis 公 

式 (1 L 29) 得到). 

注将 Euler-Gauss 公式（1 3 .圳与< j 比较就得到公式 (13.24) 的第三个 
证明，而且这一次述得到了其中的非零常 



1 

a(a _ 1) … （a — n + 1) 

1 1 

w 

1 

n\ 



(13.41) 


例如,对于 a == -1/2,上式就是熟知的 结果： 

(-1/2) (2 n - l)n ^ _1 1 

\ n ) (2 n)N r ( l /2) ~ ▲ 



34 


第十三章數项級數 


13.4.3 练习题 

1. 讨论下列无穷乘积的敛散性: 



n + 1 . 
n + 2 : 


CO 

⑶ n 

71=1 



(2) 仙十产 +1 ); 


⑷ n 




n 2 + 1 


n 


⑹ n 


L e 


+ 


n 


① 


(5) n[ i+ (- 1 广 

n=2 

2, 设 夜不 1)(6 +百( & 十0 . 

3. 设数列的每一项满足条件 0<^<^-, 证明： 级数£ <收敛的充 


(a + l)(a + 2 ) … (a + n) 


分必要条件是无穷乘积 fi cosa R 收敛. 

71^1 

4- 如果对正数数列 {‘} 存在极限 lim n (- A - r > 0, 证明： 级数 

Ti —\ ^n + 1 / 

E (- l )"- 1 ^ 收敛.（可利用例题 13.4.2.) 

n=l 

5, 讨论无穷乘积 ( d (二 )) 的敛散性 ，其中 a , A 7 为参数，且设叫 

已足够大，使得中出现的所有因子均大于 0. 

6, ( Euler ) 对于0 < z < 1， 证明： 

(1 h )(1 十巧 (1 十^ ) …= (1 —邠」 ) (1 一办， 

7, ( Stirling ) 证明：若级数 E a n (x 2 - l )( x 2 - 2 2 ) - ■ ■ ( a : 3 - n 2 } 于某个 a : 值时 

收敛，则级数对任何 z g 收敛. 

8- (Landau) 证明：级数 

£ ~x{x + dz + rt) 0 , - 1 ， - 2 , ■..) 


与 Dirichle 傲数£ | 对同样的 z 值收敛. 

71 

9. 设正数数列 {‘} 满足条件 -^ = i + 去 + o ( b n ), 并已知级数£ 绝 

u n+l n 

co 

对收敛， 证明: 级数 Z ： 如发散.（可参考第 S 页的 Gauss 判别法 .） 

U=1 

10. ( Stirling 公式的又一证明）用无穷乘积方法 证明： 数列 {n\e n /n n+1 2} 有非 
零极限，并求出此极限. ‘ 

①此题对于 lim 又提供了一个证明. 

Tt—oo n!6 p 
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§13.5 对于教学的建议 

13.5.1 学习要点 

1 . 正如本章开头所指出的那样，数项级数与上册第二章的数列极限有密切联 
系.建议在学习本章时能绘常将级数内容与数列的相应内容加以比较. 

2 . 无穷级数在一系列概念和方法上又与上一章的广义积分非常相似+虽然各 
种教材在这两部分内容的安排次序上并不一致，但若能沟通两者之间的联 
系，则对于学习是很有^助的. 

3- 知 =0 是级数 f 知收敛的必要而非充分的条件”是体现无穷级数 
收敛特点的一条基本 ife . ^ ^ 

4. 需要重点关心的一些级数是几何级数,; p 级数 E 4", g n 1 , p , Leib - 

n=l n n=2 广 

niz 型级数 ( l : -1 和关于数项级数的绝大部分知识点 
可以通过对级数的讨论]到展开. 

5- 比较判别法是正项级数收敛性判别法的基本出发点.要注意比较判别法 
对一般项级数来说，只有绝对收敛情况才有效.很能说明问题的例子是例 
题 1 S . 3 . L 必须 明白： 等价量判别法就是一种特殊的比较判别法.而对于变 
号级数来说,比较判别法在原则上是不成立的. 

6 - 如上册 75 页之⑷所说，在实数系的许多等价的基本定理中， Cauchy 收敛 
准则将在积分和级数中起主要作用.初学者不容易掌握它的意义和用法是 
很自然的.本章的习题课应当有一部分时间用于围绕 Cauchy 收敛准则组 
织一些比较具体的例题,多角度地应用 Cauchy 收敛准则,以帮助学生学习 
这一基本工具. 


7- Abel 变换是估计乘积项之和+ a 2 & 2 + + a n b n \ 的重要方法,它与 

分部积分公式、积分第二中值定理都有联系.程度好的学生应能学会用公 
式 （13.21) 〜 (13.23) 来处理类似的问题. 

S . 证明一个级数发散有时比证明级数收敛更使学生感到困难.证明级数发散 
常用的方 法有： 

⑴证明级数的通项不趋 于零； 

( 2 ) 利用 Cauchy 收敛 准则； 

(3) 证明按某种方式加括号后所得的级数 发散； 

⑷对正项级数，证明部分和数列无 上界； 

(5) 对正项级数，利用§ 13.2 节中的各种判 别法； 

( 6 ) 把级数通项分解为一个收敛级数的通项与一个发散级数的通项之和. 
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第十三幸数项级数 


13.5.2 参考題 
第一组参考题 


试用两种方法 证明： 对于正数数列必有 

n—*oo (1 + tti)(l + ^2) ■ ■ . (1 十 U n ) 


0. 


2, (Abel-Pringsheim 定理）设正项级数的通项单调减少，且已知级数收 


敛，证明： lim nan = 0. 

n— +00 

3. 设 iE 项级数 f 的通项单调减少,又已知级数£ +收敛，证 明：级 

n-l n=l \ n 

数 g A 收敛. 

tl .= l 

4- 设正项级数 t ^ n 的通项单调减少,证明：级数与级数 E ^ K - 

« n + i ) 同敛 $ rk 在收敛时具有相同的和.又对^项不是单^篆少的情 
况,试举 例说明 “同敛散 T 的 g 论不苒成立. 

5- 由于数列 {〜} 与无穷级数具有相同的敛散性 T 试用级数理 
论讨论下列数列的敛散性： 


(1) = 1 十 . ■■ 十■^一 lim, n = 1 ， 2, * ■ ■ ; 

(2) a n = 1 + -^=- 十 ■ ■，十 - %-fn' Ti = 1,2, ■ ■ ■ ; 

⑻ afl = ^y + ^T + ... + _ ^T — hlInn > ^2,3，.... 

(题⑴即上册 43 页命题 2.5.6, M (2) 见上册56页参考题14,又可以与 
上册371页参考题10作比较 .） 

6 -证明：⑴若/是[1，十 oo ) 上的非负单调减少函数,则存在极限 

( n r n \ 

⑻-^ /(^)darj = A , 

且 ⑴; ⑺上 

7-若函数/在 [-1 ,1] 上定义， R 存在/"⑼，证明 ：级数 pj (七 )绝对收 
敛的充分必要条件是/(0) = m = 0 . 71=1 


s . 设函数/在[1，十 oo ) 上单调增加 a 有极限/(十 ㈤ )=儿 证明： 

OC 

⑴ I : [/h +〗）-/(«)]收敛 t 并求 其和； 

Tl = l 

CO 

⑵又若/在[ 1 ，+ 00 )上二次可微，且 /" ⑷ < 0 ,则 E r ( n ) 也收敛. 
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9. (二重正项级数的求和顺序交换定理）设对每个正整数％正项级数 

h=l 

收敛， R 其和为知.若级数£ a Tt 收敛， 证明： 

OO OO M OO OO 

知 = X / 53 ank = y ^ y ^ a »- fc - 
ti =1 tj =1 A:=l A：=l ji =1 

10. 对正整数 m > 2,用^表示级数£ +的和， 证明： £ S m = l . 

m =2 

11. 设正项级数 £ 知 的通项单调减少趋于0,且已知数列(叫-如 )} 有 

n^l k=l 

界，证明： £ 如收敛. 

n — 1 

12- 设正项级数 f ‘收敛 f 且数列- a n + l j 严格单调减少， 证明： 

lim f --- L J — + oo . 

n—foc y 知 +1 (In / 

13. 设正项级数 E ‘收敛，数列 i na n } 单调,证明： lim 打知 Inn = 0. 

14. 设 q = 1，= 2, = o n _i + a n - 2 , n = 3,4, …， 证明 ： E 士 收敛 ■ 

n=l a n 

( Fibonacci 数列的倒数所成级数收敛 .） 

15. 设0 〈: p < 1， a ] > 0, a n+1 = - r ^ ， n = 1，2，. + ■，证明: ^ a n 收敛 ■ 

1 十 n=l 

16. 设正项级数 E ^ 收敛，则对于 p > 士,证明：级数 E 收敛.举例 

n-l 么 n.=l 71 

说明 p =^ 时级数 ^ 可能发散. 

17. 证明下列两个级数发散:⑴£ Sinn , (2) f ： Sinn 2 . 

n=l n=l 

IS - 设正项级数发散，讨论以下级数的敛散性： （1) g — , (2) 

n =} n=l 1 H - ^ <2^ 

E (3) £ ⑷ £ jf ^ r . 

n=l 丄十 ™ in n -i 1 十〜 n =i 1 + 

19 -设有收敛级数 £ = 5, 证明 ：（1) lim 3+ 恥 + … + 叫 = 0f ⑺级 

n =i ^ 

数£ ° i + . 2 f 1.、+， 收敛，且其和也是 *5. 
n=l 申 + 1) 

20,设级数盖叫= s 为条件收敛，盖 a f ( n ) = ^是 E 的一个重排，若 f — 技， 

证明: €早任意乂存在％使「二 f ( n )\> N ^ 1 

(这表明，对于条件收敛级数作甫排时,如果每一项的新位置与原有位置之 
差不超过某个界限的话,则级数的和不会改变 .） 
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第二组参考题 

1. 设正项级数 S + 收敛， 证明 :级数 £ 丨1 i , 2 收敛. 

n=l a n n =l t fl l + a 2 + - h^nj 

00 n 

2- 设 a >0, 〜 二1，2, …， 证明：级数 E -- n 、 3/2 收敛， 

n=i (a + + ■ ■ ■ + a n ) d " 

且其和 

y/a 

3. 设正项级数 § 〜 收敛且存在 M>0, 使对每个正整数 n 成立 

n=l 

at ^ Ma n> n ^ fc ^ 2 n , 


证明 ： lim na n = 0. 

ft—5-00 

4- 试构造两个发散的正项级数 f 知与 f 6„，它们的通项都单调减少，但 

n=l n=l 

级数 g mm { a n , b n } 收敛- 

n=l 

5- (Frink 判别法）设对正项级数 E 知存在极限\则当 

n—oo \ a n / 

^< e ~ l 时级数收敛 f 而当 X > e - 1 时级数发散- 


6. ( Ennakc ^ f 判 | lj 法）设/在 [ a ，+ oo ) 上单调减少且大于0,又知存在极限 
liin 则正项级数 f /(幻当々<1时收敛，而当 P >1 时 

+°° JW »=1 

发散. 


7. ( Lobatchevski 判别法)通项单调趋于0的正项级数£〜与级数 g b n 2 - 

71 1 

同 敛散，其中= majc{fc I a k ^ 2 ^ n }. 

8- 证明： 以下两个无穷乘积收敛于自然对数的底 e : 

OO 

(1) [] (1 + 士)，其中以=1, = nian-j + l ) Vn ^2; 


⑵ 2 ⑷ V2 ， (H) 


1/4 M _1 A J_V /S 

AT'T'T' 


(题 （ 2 ) 来自美国数学月刊町卷 （ l _) 的 1 页 .） 

9 - 证明： 若 P < i , 则级数 f cosi ^ n) 发散. 

/i=l 71 

10* 设级数 £ 收敛，证明：⑴对任一正整数 fc ， 级数 f ^ a n + fc 收敛; （2) 

n=l n=l 

oo 

lim min+jf 0. 
k—^oo 

71=1 

11. 若对每一个满足 lim & n = 0 的数列队}，级数 f 收敛，证明 ：级数 

^ 00 n=l 

Eh 绝对收敛. 
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0O 00 00 

12- 若对每一个收敛级数 E & n , M E a n b n 收敛,证明 ：级数 E k-« n+1 l 

n=l 7i=1 7i=l 

收敛. 

oc oo 

13. 举出一个收敛级数 I ： 知,使得级数 E 心发散. 

rt=l Ti=l 

'+oo 

14. 设函数/在[1， +00) 上连续可微，且 如收敛, 证明： 广义积分 

+ Jl 

f °° f ( x ) dx 与无穷级数 S /( n ) 同 敛散. 

J I 71 = 1 

15. 设 p >0, 证明： 交错级数£ 卜 1 的和 S 满足估计 y <S<1 - 
16* 设级数 f ： a n b n 收敛，又知{^}单调减少收敛于0,证阱 

n=l 

lim ⑷ ■( - h a n )bn = 0. 

n—^ao 

(第一组参考题 19 之 （1) 为本题之特例 ■) 

17. 设级数 & | 收敛，其中 P > 0, 证明： Ql+ ° 2 + ' +aT1 =0. 

18. 设级数§ 知 的部分和数列为 {&}, 并令〜 = & + 馬 .. ： …七心 , n - 

„ 1 11 
n=i 

cc 

1, 2, …. 定义 : 若存在极限 lim 〜 =A 则称级数 I] 知 可以 Ces&ro 求 

n—►oo n _| 

和(或称级数在 Cesaro 意义下可求和),并将极限值 G 称为级数的 Cesaro 
和,证明：收敛级数一定可以 Cesaro 求和，且其 Ceshio 和与收敛级数在通 
常意义下的@相等.但反之不真. 

19. 证明： 级数£〜可以 Cesaro 求和的必要条件是 lim = 0. 

n=l ri—M il 

(这个条件比通常意义下级数收敛时通项必须为无穷小量的必要条 
件弱得多 .） 

20. 下列级数是否可以 Cesaro 求和？ 如果 可以， 试求出 它们的 Cesaro 和. 

(1)1 — 1 + 1 - 1 + -.. ; (2) 1 — 2^ + 3^ — ¥ 十 ‘ ■ ■ ; 

(3) 1 + 0 — 1 + 1 + 0 - 1 + ■ ■ ■ ; ⑷ sin a : + sin 2 t + sin 3 1 + • * • * 

oo 

21. 设级数 f 如的通项满足条件- 0 f 证明： 该级数在通常意义下 
收敛的 M 必要条件是级数可以 Cesaro 求和 . 

<50 

22. 设级数 g 如可以 Cesiro 求和, 证明： 该级数在通常意义下收敛的充分必 
要条件 i lim 叫 . + 2 勿十… + n _ fln =0 

n—^oo 71 





第 + 四章函数项级数与幂级数 


无穷级数为研究函数提供了全新的有力工具,如果说数项级数是无穷级数的 
基础，则函数项级数就是无穷级数的理论核心. 

本章共分五节 s 前两节是函数项级数的一般理论.在 §14-1 节中,我们讨论函 
数项级数与函数列的一致收敛性; §14.2 节是和函数与极限函数性质的讨论.接 
下来的两节用于讨论最重要的一类函数项级数——幂 级数. §14.3 为其一般理 
论, § H .4 为 Taylor 级数展开，最后一节是学习要点和参考题. 

§14.1 一致收敛性及其判别法 

函数是数学分析的主要研究对象.将函数展开为函数项级数，使得级数的通 
项是比较简单的函数,这样就为函数的研究和计算提供了新工具.对于以函数项 
级数的和函数形式出现的大量非初等函数，如何利用级数来研究它们的基本性 
质，如连续性、可微性、可积性以及如何计算它们的导数和积分就成为需要解决 
的基本理论问题.为此我们需要引进新的概念，这就是一致收敛性. 

14.1.1 基本内容 

下面先列出函 | 项级数的一致收敛概念的要点. 

1 - 函数项级数在某个数集五上的收敛性以及在收敛时的和函数是 

逐点定义的般称为“点收敛”、 （( 逐点收敛”或“点态收数 1 ’等.这在上一 
章都已见过 t 在讨论时与常数项级数没有 E 别.但为了研究函数项级数的 
和函数,则需要有比点收敛更强的条件，这就是一致收敛性.在 [31] 的第六 
章中有这方面发展的历史性材料. 

2 . 函数项级数在数集丑上的一致收敛性是一种整体性质.这类整体性质在 
数学分析中多次出现.例如函数在某个区间上的有界性、一致连续性和 
Riemam 可积性等.与此相反，函数的连续性、可微性和函数项级数的点 
收敛性则是局部性质（可参考上册 137 f 140页). 

3- 称函数项级数 u (^) 在 数集五 上一致收敛，如果该级数的部分和函数列 
{ S n } 在 E 上二臺收敛. 

4- 设一个函数列 {&} 在数集£上收敛于其极限函数別 $). 称 { S n } 于£ :上 

一致收敛,如果对于每个正数^ > 0,存在 iV ， 使得对每个正整数 7* > 和 

毎个 z e 尽均成立 \ S n ( x ) - S ( x )\ < s . 
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容易看出，这与 Jim = 5(^) 在所有 I G £成立的不同之处是目前的 

#只与 e 有关， f $于所有 xeE 同时适用.这就是收敛的“一致性”. 

5. 若函数项级数 f u n ( x ) 在开 K 间（或其他数集）/中的每个有限闭区间上 

一致收敛，则称 n ^k 数在 J 中内 闭一致收敛. 与有界性、一致连续性和可积 
性等整体性质一样，若函数项级数在 J 上一致收敛，则一定在/中内闭一 
致收~敛，但反之不一定成立. ^ 

6 . 若 f： \n n (x)\ 于数集 E 上一致收敛，则称 f u n (x) ^ E 上绝 对一致收敛. 

在绝对一致收敛的函数项级数必在—致收敛，但反之不真. 

一致收敛性有明显的几何意义.下面是三个例子及其几何图像. 

例豔 14.1.1 非负连续函数列⑴ { xe ~ nx }, (2) { nx^ tx } f (3) {« 2 恍^}在 
K 间[0, 1} 上收敛于同一个极限函数 S^r) ^ 0. 从图 14.1 上可以看出它们在队 1] 
上的收敛情况大不相同 .（1) 是一致收敛的，⑵不一致收敛，但还是一致有界的， 
(3) 不一致收敛，面且不一致有界.（图中对 （3) 只作出 (K z < 0.1 的部分 .） 



容易看出三个函数列中的第 n 个函数都 在点 ； r = 1/ n 处达到最大值.这些 
最大_分別为 l /( ne )，1/ e 和 n / e . 又不难汁算出，对这三个函数列都存在极限 

lim f f n { x ) dr , 极限值分别为0, 0和 1. 

rwoo J 0 

其次是一致收敛性的判别方法. 
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第 + 四章禹数哨级数与幂鈒数 


1. 对于函数项级数来说，主要的一致收敛性判别 法有: Cauchy —致收敛准则, 
Weie^trass 判別法（也称为 M- 判别法、强级数判别法和优级数判别法等) t 
以及通过 Abel 变换得到的 Abel 判别法和 Dirichlet 判别法， 

2. Cauchy 一致收敛准 则是充 分必要条件，但应用时往往需要较复杂的 技巧； 

3 - Weierstra^ 判别法只对绝对一致收敛的情况 有效; 而&可以举例说明，存 
在绝对一致收敛的函数项级数的例子，使得 Weierstrass 判别法失效.但由 
于它将问题归结为正项级数的收敛性判别，使用方便，因此有广泛的应用. 

4- Abel 判别法和 Dirichlet 判别法都是函数项级数一致收敛的充分必要条件, 
其证明与广义积分和数项级数的同名判别法类似. 

5- 在数项级数中没有对应物的是基于 Dini 定理的 Dini 判 别法： 

Dini 定理 若函数项级数 p u^ix) 的每一项(或 n 充分大后的项)为有界 

闭区间 [a，b] 上的非负连续 n ^数，又已知级数的和函数 S(aO 也在 Kb] 上连 
续，则级数在 hb] 上一致收敛①. 

当然 Dini 判别法对条件的要求较高，但它仍在许多问题中有效.此外，如 
果关心的区间不是有界闭区间,则还有可能得到内闭一数收敛性的结论. 

6* 在讨论函数项级数的一致收敛性时比较容易的一类情况是能够 

得到其部分和函数满的紧凑表达式,这时问题就转化为函数列的一 
致收敛性问題（不难看出可以将已经列举的各种判别法改述为关于函数列 
的一致收敛性判别法).如果同时还能得到级数的和函数，即函数列 { S n } 
的极限函数邛4的表达式，则就有上确界判 别法： 函数列在数集 E 
上一致收敛于负4的充分必要条件是 

lim supH^tx) - 5{x)|} — 0, 

对于具体问题来说,则往往有可能用微分法眾 | 又㈤- S(:r )| 在五上的最 
大值或上确界,又若能估计出它的 上界如 使得成立 lim 知 = 0,则也可以 

n—KX? 

得到一致收敛的结论.这也可称为优势判别法. 

这里需要指出几点： 

(1) 请初学者 注意： 这个上确界判别法（即优势判别法）与函数项级数的 
Weieistrass 判别法不一样,并无直接关系,前者是充分必要条件,后者 
只是充分条件. 

~① Dini 定理 对于非 有界闭区间不成立,例如对于函数列来说,在|0, 1) 上的函数列 { P } 处 
处单调收敛于 a 但不一致收敛. 
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(2) 由于上确界判别法是充分必要条件,因此往往能解决不一致收敛的判 
别问题.持别是还能得到以下的对 角线判别法: 如果存在数列 {〜} C 
E , 使得条件 

lim \ S n ( x n ) - = 0 

n—so 

不满足，则 {&} 在芯上 不一致 收敛于 S ( x ). 

(3) 为了便于掌握有关一致收敛的基本概念,在教科书中均举出许多可以 
用上确界判别法得到解决的例题. m 是这并不表明这类方法可以用于 
许多函数项级数问题上去.事实上求函数项级数的部分和函数列以及 
和函数的表达式一般是困难的或者根本做不到的事情. 


7. 证明给定的函数项级数在某个数集 S 上不一致收敛的方法不很多.如果不 
能将问题归结为函数列去研究的话，则一般需要用 Cauchy 一数收敛准则. 
此外,在一数收敛条件下保证和函数或极限函数具有某种性质的一系列命 
题的逆否命题,也往往可以用来判定非一致收敛性.最常用的就是连续性 
命题的逆否命题:若函数项级数(或函数列）的每一项于区间 J 上处处连续， 
又已知其和函数(或极限函数)在^上不是处处连续，贝彳级数 (或 函数列）于 
I 上不一致收敛.在下面例题 H .1.3 中还会介绍它的一种变形 ■ 

14.1.2 例题 

由于在一般教科书中已有大量关于函数列的例题，本节不拟收入选方面的很 
多材料.下面首先是几个涉及判别方法的例题. 


例题 14.1.2 绝对一致收敛的函数项级的一致收敛性不一定能够用 Weier _ 
strass 判别法来 判定: 观察非负函数项级数2 u n { x ), 其中对 n = l ， 2 , …令 


Un (^ x ) = < 71 n +1 n 

n \ o } : T 为区间 [0 t l ] 中的其他值. 

容易看出，財于区间 [0,1] 中的每个 A 在级数的无限项中 I 多只有一项不是0, 
因此级数处处收敛 - 又可以看出对余项的估计札 ㈤ = E 叫 ㈦ < -ttt 

k = n ^ r \ 71 十 1 

在|0 5 1]上一致成立，因此级数在 [0,1] 上一致 收敛， 但是从 sup u n ( x ) = 

找[0,1] n 

(n = lX --) 和调和级数发散可知，用 Weierstr^s 判别法一定不 k 功. 口 

注 本题的构造方法可以推广为：设数列 {〜} 收敛于0 ,区间/上的函数 
列{如}满足条件⑻ | ^ V = 0 Vi # j ， 则乙 w fl ( x ) 在区间 
I 上必一致 收敛. " =1 



44 第+四章函数咁级数与幕級数 

下一个例题中的结论可以作为一种不一致收敛判 别法来 使用. 

例题 14*1.3 设对每个71，函数、⑷在; r = c 处左连续,又已知 D u n (c) 

n=l 

发散.证#对任意正数 <5 > 0, g u n ( x ) 在 E： 间 ( c -8 f c ) 上必不一致收敛. 

n=^l 

证用反证法.设有 <5 > 0,使 f u n ( x ) 在区间 （c ~ & c) 上一致收敛,这就 
是\/£ > 0, 37 V > 0,当 II > iV 时，分霉个正整数 p 和每个 x €( c ~ ,5,c), 成立 

|u„+i(a;) + - - ■ + u n+p (a;)| < (14.1) 

由题设，如十 1($) +…+如+»在; c = c 左连续，在 （14.1) 中令 i c _ ， 得到 

卜 „+ i ( c ) 十…+ ^ +? (6)| ^ £. 

由数项级数的 Cauchy 收敛准则知道，这与£ u n { c ) 发散的条件相矛盾，口 

Tl=l 

注1可将本题与一致连续性理论中的例题 5.4.5 (上册140页)作比较. 

注2例如，函数项级数^在 z = 0时发散,因此该级数在(0, +00) 
上必定不一致收敛.当然，还进一步研究是否内闭一致收敛等可能性. 

下一个例题是用导函数的性质来判定函数项级数的一致收敛性. 

例题 14.1.4 (Bendbcon 判别法）设 E、(a:) 为[\&]上的可微函数项级 

n—l 

数，且 f <(^) 的部分和函数列在 M ] 上一致有界， 证明： 如果£、⑻在 
[«， 6] 上棱敛 f 则必在 [ M ] 上一致收敛. n 1 

证由题设，存在正常数 C， 使得对每个正整数 n 和 每个: r e \ a , bi 同时成 
立不等式 

n 

（ c . 

fc —1 

对任意给定的 S > 0,取区间卜 b] 的等距分划，…其中 m 充分大， 
使分划的细度 Ah = 女. 

由于函数项级数史 、(: E) 在 [a, 6] 处处收敛，因此从 Cauchy 收敛准则知， 
存在 iV, 使 n > iv 时， xj ■任意正整数 P 和分划的每个分点化同时成立 

几十 JI 

u k (^ i ) < ^ — 0? li ■ ■ ■ T 

现在对于任意的^ e ㈨札不妨设^ 就可以作出估计： 
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Tl+p 


n+p 


n+js 


fe =« 十 I fe = Tl + l 




n+p 

(工 i) 

I J:=n+1 




< + 2C|^ — I ^ 


n-\-p 

^ u ki^i) 

k=Ti J rl 

S , 6 _ 


X _ 


其中在上对 I ； \ u k ( x ) - U . iXi )} 用微分中值定理 , 6 e ( u ;). 这表明 
E 〜 Or ) 在 [ a , 上满足 Cauchy 一致收敛准则，从而在 [ a ，6] 上一致收敛. 口 


例題 14.1.5 证明函数项级数£ (-1 广 #(1-4 在[0，1]上绝对收敛且一致 
收敛,但不绝对一致收敛. "" 

OO 

证 （1) L (- i) n ^(i - 4在 [fUl 上绝对 收敛: 实际上每项取绝对值之后 

n=l 

oo 

的级数 I ： #(1 - 4的部分和函数列为{^-^ +1 }：因此在[0,11上处处 收敛. 

n=l 

( 2 ) £ (- 1 广 #(1 -岣在 [ o ， i ] 上不绝对一致收 敛:从 ⑴可见取绝对值后 


oo 


级数 ^ x n { l - x ) 的和函数为 S ( x ) - s ,^€[0, l ) t S ( l )=0, 它在点 a : = 1的左 

侧不; iU , 而级数通项在 [0,1] 上连续，因此诙级数在[0,1!上不一致收敛. 

00 

(3) I ； (-1)^(1 - 4在队11上一致 收敛: 直接计算出余项 


n=l 


Rn(x) 




fc=n+l 


因此有估计(其中利用了算术平均值-几何平均值不等式)： 

队 ㈤ I <(1 - x)x n ^ = -^[(n + lKl- x)x n ^] 




n + 1 


71+ 1 \ 
打十 2 y 


71+2 


< 


n 


0, 


可见级数于 [0,1] 上一致收敛. n 

例題 14.1.6 求 g n (: r + 去 f 的收敛域，并讨论其一致收敛性. 


解 （1) 先求收敛域.当 I = 0时级数显然收敛.当 I / 0时，观察通项的绝 


对值: 


n 


:工 + 士)1 =咖| 


1 + 




nx 


Ji|^| n e T , 


因而原级数当 M < 1时收敛,当 N > 1时发散,级数的收敛域是 (-1,1)- 
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(2) 函数项级数一致收敛的一个必要条件是其通项一致收敛于 0. 但本题的 
级数通项不满足这个条件.这用对角线判别法就可以知道:对每个正整数 n f 取 
h = + 则就有 

ft 

/ 1 

n ( + ™ I ™ +oo- 

闵此所论级数在（- ij ) 上不一致收敛. □ 

注这里也可用例题 14.1.3 提供的判别法.由于当 M = 1时级数发散，因 
此不可能在 (-1,1) 上一致收敛.但是容易 i 正明级数在其中内闭一致收敛- 

下一题在每种教科书中都为了比较起见，我们列入该题，证明从咯- 
例题 14.1.7 证明： 级数在闭区间 [ a ， b ) 上一致收敛的充分必要 
条件是该闭区间不含 27 C 的整 i 1 数点. 

下面是用 Cauchy 一致收敛准则来判定函数项级数的经典性结果,其中所用 
的分析方法具有新的特点，值得学习（参见 N ). 

例题1毛1. 8 设{6„}为单调减少的非负数列， 证明： 级数£ hsin 似在 
(-00, +00) 上一致收敛的充分必要条件是& 二 0(七). 


证为方便起见引人下列记号，其中 n<p: 

S ntP = b n sin nx H - h & p sinp s， 

先证必要性.此时只需考虑区间 （0,1). 设级数在这个区间上一致收敛，则对 
于 e > 0> 存在乂使得对于任意的 p > n > N i 不等式 |^ iP | < ^对所有 z € (0, 1) 
同时成立. 

取 p = 2 n-l,a: = 送时在和式 

^,2!,-! = 6 n sinna; H - h & 2n-i sin(2n - 1)® 

中的每个正弦函数的自变量都在区间 f ] 中，因此就有 

& 27 ^sin 子 < 62 n[sinna : 十 - |-sin( 2 n ； — 1 ) 怎 ] S 5 n ,2n-i < 

wj E 6,1 = 0 成立. 

再证充分性.显然只要证明级数在区间 [0 l7 c] 上一致收敛.这时对 S„, p 的估 
计将随 z 取不同值而采用不同的方法，佴最后综合起来的估计则与 z 无关 • 

从非负无穷小量 { nb n } 可以合理地定义一个新的单调减少 数列： 

Mn - max{m6 m } f n = 1 ， 2 ,… ■ ， 

且有〜 — 0. 以下分二种情况^ * &， p: 

(1) 若: r < f t 则在中的每一个正弦函数的自变量都在 [0, n] 内，再利 
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|^n,p| = s n , p ^ b n nx + --b p px ^ P}l n x ^ Jt^ n . 

(2) 若尤> 则利用三角变换（见例题 13.3.3), Jordan 不等式 shifl > 

-^ 9^8 e [ Q ^ f ] (例题 8.5.6) 和号< I ,可以对于任意 r >打估计出 
|shi«^ 十 … + sinra;| < -^Lj~ < n , 

然后从 Abel 变换和 {&„} 的非负单调性（见 (13.22)) 得到 

l^Tljpl ^ ^ ^ ^ /^ 71 - 

⑻若晋 < 芯 < 音,则需同时使用以上两神方法■分拆 &P = S n ' k +s ㈣ P ' 
其中取 A ; = 0/4 (使得 n ^ k < p ), 并分别用前面的两种方法估计,就得到 

< Hfcl + |5jt+i,pi ^ IT//„ + 叫 +1 < 如(兀 + 1), 

其巾利用了 fca : < JU < (fc + 1)3； 和 炖 +1 < 

合并 (1)-(3), 就得到估计式 j 5 n , p | < ^(k + 1 ) 对于任意 p > n 和 : r e [0，兀] 
同时成立.由于 Mn — 0,可见级数一数收敛. 口 

注 1例题1 4 丄 7 中的级数显然不满足本题的条件. 


注 2 用本题的方法（或其他方法）可以证明例题 14.1.7 中级数的部分和函 
数列在 (- 00 , + 00 ) 上一数 f 界,这样就得到比本题较弱的结 论:若 { nb n } 单调减 
少趋于0,则函数项级数 E ksinna ; 在 (- oo , + oo ) 上一致收敛. 

n —1 

下一个例题为 §16.3 节中的 Weierstrass 逼近定理的证明提供了一个初等起 
点,同时又可以看成是§2. 6 节中迭代生成数列方法在函数列中的延伸. 


例题 111. 9 ( Visser 定理）在区间 [- Uj 上定义函数列 { a n ( x )} 如下: 

…㈤ 三0, a n+1 ( a :) = a n ( a :) + - oj ( x )), n 二 1，2, …. 

证明： { an ( a ；)} 是在区间 [- l f l ] 上一致收敛于 M 的多项式序列. 

分析 从对称性可见只需在区间[0，1]上 
讨论.不难知道本题中由迭代得到的多项式 1 

序列 Mx )} 是在[0, 1] 上的严格单调增加的 
连续函数列，且收敛于极限函数 a ( a :) = 1因 
此用 Dini 定理就知道结论成立.其中的具体 
细节请读者完成. 

这里将从§ 2 . 6 节的迭代生成数列的几何 
理论出发,配合图 14.2 观察本题，说明如何在 ^ 

分析论证之前就可以发现以上全部事实. 

考虑[0, 1] 上的点收敛，则从知到〜 +1 的迭代方程是 


/⑷ 

― (1,1) 
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伽)= (1 + - a 2 )， (14.2) 

其中 z 是参数.初始值 M = 0. 如图 14.2 所示，其中作出了迭代方程的三条曲 
线，它们的参数分别为^ == 0, -^- f L 在图中还对于中间一条曲线用 2 . 6.2 小节 
中的蛛网工作法从句= 0开始作了 JL 次迭代（参见上册 S 0 页的图 2 . 4 ).容易看 
到，由于参数[0，1]时的每条迭代曲线都严格单调增加，因此所得到的迭代生 
成数列 dn ( x ) 也严格单调增加.此外 f 对每个参数 x e [0， i ] 都有 

lim a n ( a ?) = x , 

n—oo 

即收敛于迭代方程 (14.2) 的不动点 a = x . 这些都可以从关于迭代数列的两个基 
本规律的命题 2.6.1 和2,6,2直接得出. 


14.1.3 练习题 


1- 讨论函数列或函数项级数在给定区间上的一致收 敛性： 

⑴= , X 2 2 ^ 打 = 1 ， 2, … ， 3 ； e (-QO,+Oo )； 

I + n x 

(2) S n {x) - i , n = 1,2, ■ ■. ， z e (- 00 ,+oo); 

⑶〜 ㈤ = n , n = 1，2 ,…，; c e (0 t oo )； 

(4) 吾 ， n = 1,2, ■ ■ ，， (i) x E (0,1), (ii) x e (0,+oo); 

(5) &( 工 ) =nsinf, n = 1 ， 2 ， --- ， (i) x e [0 ; a], (ii) x € (0 t +oo); 

(6) S n ( 3 ：) = ^- ln(l + e" nx ), n = 1,2, - * •, (i) x ^ 0 t (ii) a: < 0; 

(7) E -4-(^ + 工 _n )€ M < U > 1; 

u=i vn ! 1 


WE 


sin x sin nx 
y/n + x 


> 0; 


⑼ [P - (1 + 吾 )1, ⑴有限闭区间 [M ， ⑼ f0,+oo). 


2. 确定函数项级数的收敛域与一致收敛域. 

3 * 证明：函数项级数 E (1 + 在(^ 00 ? + Oo ) 上绝对收敛且一致收敛， 
但不绝对一致收敛 " =1 

4- 证明：函数项级数 f In fl + — V -1 在区间（-^)上一致收敛，其中 

n =2 \ nln n / 

a 是小于2 In 2 2的彳 I 意固定正数. 

5 - 证明：函数项级数在 (0, + oo ) 上处处收敛，但不一致收敛. 

6 .证明：函数项级数£ f rsinTifdt 在[0，1|上一致收敛. 

Ti = 0 J() 
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7 ■设 {/«} 是有羿闭区间 [aj 上的连续函数列，且设该函数列在 (a,6) 上一 
致收敛 f 证明{九}在点 a 和6都收敛，且在 6] 上一致收敛. 

S . 设/在 （ a,6) 内有连续导函数，定义 

=号 , a ： € ( a ,6), ?7 = 1,2, • - ■. 

证明函数列 {K} 在 (〜£>) 上处处收敛且内闭一致收敛. 

9 - 设函数列{如}中的函数在上同为单调增加函数或同为单调减少函 

OO CSC OC 

数，如果I：如⑷与 E 〜㈨都绝对收敛,证明：函数项级数I： 、㈤在 

n^l n=l n=l 

k A 上一致收敛. 

io . 设在区间上的连续函数列 {/„} 一致收敛于极限函数/，且已知/在 
[〜&] 上无零点, 证明： 函数列 f 在 [ a ，&] 上一致收敛. 

1L 设函数列 {/„} 于区间 J 上一致收敛，又设每个九于/上有界， 证明； 函数 
列{九}于 J 上一致有界. 

12. 设函数列 {/„} 与{如}分别在区间 J 上一致收敛.如果每个 A 和如在/ 
上有界，证明：函数列{九 . 如}在 J 上一致收敛①. 

13. 设 /€C(-oo， + oo), 定义函数列又 (x)= ^ +/(；r 十 = 

证明： 函数列 {&} 在 (-00^+00) 上内闭」收敛. 

14. 设氏㈤ e 邱 〜礼定义 

r；r 

^n+i(^) — S n {i) ? n = 1,2, - ■ ■. 

Ja 

证明： 函数列在[%6]上一致收敛. 
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14.2.1 三分法与极限顺序交换原理 

这里的基本问题是如何从函数项级数_如中的{%}(或从函数列 

{&}) 出发去研究级数的和函数（或函数列 ㈤ 4限函数）的性质以及进行各种 
分析运算. 

由于所关心的性质和运算本身都涉及极限运算，因此就必然遇到两个（或两 
个以上）极限过程的顺序交换问题.实际上在 10.2.3 小节的积分号下求极限中 
已经遇到这类问题,但那时还不能进行一般性讨论. 

在函数项级数的基础上，就可以比较系统地研究极限顺序交换问题.大致来 
说，对于本节所提出的问题，最基 本的概念就是一致收敛性.有戈的基本结论在 

①如允许 A (或如）无界，则结论可不成立（见 |59j 的第二册 2S2 页). 
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教科书中均已有详细叙述，这里不必重复.本节主要是指出其中的一些重要问题， 
以作为叙科书的补充. 

从极限顺序交换角度出发,下列命题看似平淡 ， 实际上具有很基本的意义.我 
们将从方法的角度来分析它的证明 f 而不是简单地重复教科书中的证明 - 

命强 14.2.1 设函数列 {S n (x)} 在点吻的某个邻域 U(x 0 ) 内一致收敛于函 
数 S{x), 且对每个正整数极限 lim S n (x) 存在且有限 f 则 iim lim 乂⑷与 

lim S(x) 都存在且两者相等,这就是 

lim lim S n ( x ) — lim lira S n ( x ). (14.3) 

■n—oo a ： — t, — ^a：Q n— 

分析与证明 引入记号 lim S n {x) = o^, w = l,2 f ■ . 

⑴先证明 收敛. 因为 [ S n ( x )} * ; r 0 的邻域 U { x Q ) 内一致收敛于函 
数 S ( x ), 所以由 n 5= di y 收敛准则知，对任意给定的 e > 0,存在 JV , 使得对于任 
意的 n , m > N 和所有的 x £ f /( a ； o ), 同时成立 

|tS n (x) — (: X)| < 

在此不等式中令就有 

l^n ™ I ^ S- 

选表明数列 {a n } 满足 Cauchy 收敛准则，因此极限 lim 知存在. 

n—oo 

(2) 记 lim 〜， lim lim S n (x) ^ A. 下面只需证明 Um S ( a :) = A. 然而 

n—►oo n —kso x—►lo 

如何去估计 \S(x)~A\? 从条件可见我们无法直接估计它，而必须采取间接的(或 
者说曲析的）方法进行估计.这就是在分析中常用的 三分法 (也称为 f /3 法或 
法)，即为了估计 \S{x) - AS 而作以下插项和 分拆： 

|S(:r) - A\ = 15(a:) - S n (x) + S n (x) - a n + a n - Aj 

( ⑷- + |^„(x) - a n f + \a n - A\, (14.4) 


我们的目的是要 证明： 对于任意给定的 e >0, 存在 (5>0 f 使得当 0< | n Q | <<5 
时上式左边小于6而 (14,4) 使我们只需分别估计右边的三项. 

右边第一项由于 {S n } 在邻域 U(x Q ) 内一致收敛，因此只要 n 足够大，就可 
以对该邻域中的所有 Z 满足该頭小于 f 的要求. 

对于 (14.4) 右边的第二项则似乎只要利用 lim S n {x) = a „: 当： r 与勒充 

分接近时，这一项就可小于 f . 但这里的 rz 取什么？是否存在6 > 0,使得 

0 < | a ：- < 5 |5„( x ) - a n | < I (14.5) 

对于一切 n 成立？在题设中显然没有这祥的一致性条件（但是参看下面的命 
题 14.2.2). 

再观察 (14.4) 的第三项，由于 a n — 冬因此对于存在 7 V ， 当 n > JV 时， 
就有 K - -成立. 
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如何将以上的分析综合起来以写出一个正确的证明？对于 （14.4) 中的第一 
项和第三项，可以分别取出 M 和馬，使得当 n >沁和 n > N 2 时它们分别小于 
■ y - 由于这两步是独立的,从而只要取 N = max { N u N 2 }， 就可以使得当 n>N 
时对这两项的估计都满足要求- 

最后，取定一个 n ①，例如令 n = N + 1, 然后如前面所分析的那样，存在 
5 > 0,使得 (14.5) 成立. 这样就使得当 | n 0 | < <5时 (14.4) 的左边小于 □ 
对于命题 14.2.1 的以上分析可以使我 们接触 到极限顺序交换的基本原理.这 
里不准备详细写出这个原理,而是只讲一个大意,然后举出与命题 14.2.1 对偶的 
但不很常见的结论- 

迭个原理就是：设有在集合 X x r 上定义的二元函数 f ( x , y ), 同时存在 
邮 e X 和如 e r ， 使得对于每个^ e X 存在极限 lim f ( x , y ), 又对于每个 

y ^ Y 存在极限并且这两个极限过程之一对于另一个变量具有一 

致性，则就保证以边的二次极限存在旦 相等： 

lim lim f ( x , y ) = lim lim f ( x , y ). 

v—m y—^yo x-^xq 

注意:这里的二元函数以及所涉及的极限过程可以很广泛，因此我们将它称为极 
限顺序交换的基本原理.命题 142.1 只是它的一个特例.这个原理的证明见后面 
18.1.5 小节的命题 18.1.2. 下面举出使得 （14.3) 成立的对偶命题. 

命® 14.2.2 设函数列 {&} 在点吻的某个邻域 U { x 0 ) 内收敛于函数 Six ), 
又设对毎令正整数 n , 极限 S n ( x ) 存在且有限 t 而旦这个极限过程对 n —致， 
则 lim &⑻与 lim 5(5 都存在且两者相等,即有 (14.3) 成立， 

Tl— »00 X—*Xo 

这个命题的证明不难，留作练习.这里只指出，题意中的一致性是如何严格 
定义的.称 5 n ( x ) = 0„关于 n —致，如果对每个 e > 0,存在 S > 0 ,使得 
当0 < |;r — x 7\ X < S 时不等式 \ S n ( x ) - a n | < £ 对一切 n 同时成立，当然这里的 A 
与 n 无关. 

虽然用命题 14.2.2 的机会不多，但是这里所包含的基本方法还是很有教益 
的.如果初学者通过努力能够完成命题 14.2.2 的证明,则可以认为已经对于三分 
法和上述极限顺序交换原理有了较好的理解.这对于今后的学习很有帮助. 


14.2.2 例麵 

本小节就和函数与极限函数的连续性、可微性和可积性举一些有助于理解 
基本概念和基本 X 具的例题. 

~①这是证明的关键所在.在 (14.4) 中的插项与分拆是分析中的常用方法,根据箝要也可能拆 
成二项或四项等.这 里的困 难宪全在于怎样处理 (14.4) 右边的 n , 它在左边并不出现. 
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第十四聿函數唢級數与幕级数 


首先，对函数项级数或函数列来说，若除了点态收敛之外不补充条件，则不 
可能将级数通项或函数列 所具有 的这三种性质自动地‘传递”给和函数或极限 
函数.下面我们分別举出支持上述论点的例子. 

例题 14.2.1 (连续性）在一个区间上的连续函数列收敛于有间断点的极限 
函数的例子很多.最常见的例于就是幂函数列 

它的极限函数为 S ( x ) = ^, xe [0, l ) f 5( l ) = l . S ( x ) 在点1处左侧不连续. 

类似的例子在第十章中已经见到，例如例题 10.2.4 (参见上册310页的图 
10-3) 中的函数列 

{sin Tt x }，x e [0, -~J, 

其极限函数为=0, xe [0, Jt /2) ; 巩 tt /2) = 1.科幻在点 it /2 处左侧不连续. 

由此出发,当然容易找出极限函数有有限个间断点的连续函数列.考虑到例 
题 5.1.4 中的 Riemann 函数的间断点集合为处处稠密的有理数全体，要构造以 
这样的函数为极限函数的连续函数列也是可能的（参见 [22]). 

但是应当指出,可以 证明： 区间上的连续函数列的极限函数必有处处稠密的 
连 续点， 因此要想构造极限函数处处不连续的连续函数列是不可能的（参见 [3] 
第五章 )- 但是从 Dirichlet 函数的极限表达式(上册123页）出发，就有 

D ( x ) = lim D n ( x ), (14.6) 

其中 D n ( x ) - JimJoos ( nn \ x )]^ «7/ n ! 的整倍数点上等于1，而在其他点均 
等于0的函数制在 [0,1] 上，则 D n ( x ) 恰有》! + 1个间断点,但极限函数 
D (; c ) 则处处不连续. 

从例题 14. L 1 又可以知道，一致收敛性并不是保证极限函数或和函数的连续 
性的必要条件.这里的理论问题见 142.3 小节. 


例题 14.2.2 (可微性）上一个例题中的前两个例子已经表明，函数列可微 
不保通极限函数可微①，但是这里与连续性不同，可以说有两个 问题: 即不仅要 
关心和函数（或极限函数）是否可微,而且更要关心在可微时它们的导函数是否 
是级数逐项求导后的级数的和函数（或函数列求导后的极限函数)，如果是的话， 
则就有了计算它们的导函数的有力方法. 

因此 t 然要关心以下的极交换,即逐项求导运算和求导与极限交换 

£ I 如⑷=去 E 如⑷与^ =去吻） 

n=l n;l 

是否成立，其中£如 ㈤ = S ( x ), lim 在某个区间上已有定义. 

n=l T1 — 00 


①从 16.4.1 小节的 Weierstrass 函数可知，通项可徽的函数项级数的和函数可以处处不可撤. 
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容易举出不能逐项可微的例子.例如，在例题 14.1.7 中的级数£ 在 

n=sl ^ 

(- O 0.+ OO ) 上处处收敛，对其逐项求导得到的级数为 ^ 

00 

y~^cos nx. 

不难证明这个级数处处发散：从 COS = 2 cos 2 m ~ 1可见 f 若 ^ lim ^ cosnar = 0, 

就会得到 0 = -1 的矛盾.因此级数的通项一定不收敛子 0. 

在下一章知道这个例子中的和函数 S 很简单，它是 周期& 的函数，在 (0,2^) 
上等于 在加 的整倍数处为 0. 因此除了在这些点处不连续（因而不可 

微)之外,在其他点上处处可微，且导数值等子 - y * 这个例子表明，若不另加条 
件，则利用导数所成的无穷级数来计算和函数的导数是没有根据的. 

例鼷 I 4 . 2 . 3 (可积性）从 (14.6) 可见，从 {〜} 或 {&} 的可积性不能保证 
和函数或极限函数的可积性.这里我们更关心的是在可积的前提下，可否用逐项 
积分的方法来计算极限函数或和函数的积分，即是否有 


E 


r6 


t^ix) da 


:1 J 


Un ^ 


dx 与 lim 


r 6 


S n (x)dx 


lim 


S n {x)j 




容易举例说明不加条件是不 行的. 在例题 14.1.1 中的三个例子 表明： 在例（1)、 
例⑶中可交换积分与极限的顺序，但例⑶则不行.与此类似的更简单例子为 


{ n, 0 < 丨 < 丄， 

n M 4 7、 

0 f $为区间 [0,1] 中的其他值. ' 

rl 


易见在区间 [0 f 1] 上极限函数饵: T ) 处处为0,因此 j 玛: C ) 也= 0. 同时对每个 n 

rl ° 

有 5 n ( x)dx = 1. 

例题 14. L 1 之 （2) 又表明 t 一致收敛性并不是使逐项积分（或积分与极限交 
换顺序）成立的必要条件.这里的理论问题将于下节讨论- 


14.2.3 准一致收敛与控制收敛定理 

如前所说，在保证和函数或极限函数的连续性、可微性和可积性方而一致收 
敛性都是充分而非必要的条件.为了叙述在连续性方而的充分必要条件，我们需 
要新的概念：准一致收敛①（参见 [3, 31, 52, 55]). 下面我们只对子区间 [ a ,&] 上 
的函数列叙述有关定义和结果. 

定义称函数列 {&} 在区间上为准一致收敛，如果该函数列子 
上收敛于极限函数 Six), 且对每个 e > 0和每个 iV ， 存在 iV ' > iV ， 使得对子每 
个 z e [ a ，6]， 有正 整数〜 € 满足 \ S n Jx )- $(x )\<€. 

① quasiunifbrro convergence , 译名有亚一致收敛、次一致收敛和拟一致收敛等. 
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注 若函数列 {&} 在 6] 上一致收敛 t 则必准一致收敛,但反之不真. 

命题 14.2,3 (Arzela-Borel 定理）在区间 [ a J] 上的连续函数列的极限函 
数在 [aj 上连续的充分必要条件是函数列在 hfc] 上准一致收敛， 

证 设连续函数列{^}在 &] 上收敛于极限函数 S (: r ). 

先证必要性.任取叫 e [ a , 6], 则从=珂吻）知，对于给定的 
o 0和 N, 存在一个确定的正整数 n 0 /AT 使得 IK 吻）- S(x 0 )\ < e. 利用 
、㈨和 S ㈤的连续性，存在4 > 0,使得当 U So (x 0 ) H [a,b] H , 成立不等 
式 \S n ,(x) - 5(x)1 < .. 对于中每个点都如此做,然后用覆盖定理（见 §3.5 
节）就得到有限个正整数 ，…，叫， 取其中最大的为V 即可验证 {&} 准 
一致收敛于中的条件，从略. 

再证充分性.对于任意一点勒€ Kbj 用三分法.考虑分拆 
1*5(3；) - S(x 0 )l 《 |5(x) - Sn(^)l + |*5n(a：) - S n (x 0 )| 十 |S„(^o) - S(xq)\. (14.8) 
由于 {S n (x Q )} 收敛于 S(x 0 ), 因此对于£>0,存在义使得当 71 > JV 时 (14.8) 
右边的第三项小于 e/ 3 . 利用准一致收敛条件，对于 W 和 f/3 存在满足条件的 
，由于叭洲中只有有限个正整数，因此存在5 > 0,使得当0 < 一 — W 5 
且: r e [a,&] 时, (14-8) 右边的第二项对于每个 n e {N.N 1 } 都小于 e/3. 

最后，对于每个 A 只要0 < |；r - 3： 0 | < d 和 z e [«,&], 就存在〜€ [ N ， N ’]， 
使得当 n = n x H , (14.8) 右边的第一项以及其他两项同时小于 "3. 

合并以上分析，可见对0 < > — 抑| < J 和: r € [a,b], (14.8) 的左边 \S{x) - 
s(x 0 )l <e， 因此 s ㈤ 于点抑连续 . n 

由上可见，准一致收敛条件虽然是充分必要条件，但比较复杂，因此其应用 
有限.但在逐项积分问题中则有一个非常好的 结果： 

命緬 14.2.4 (A^ela 控制收敛定理）设 {/ n } 是在 [a,6] 上收敛于极限函数 
/的可积函数列，若/也在 [ M ] 上可积 ， 且{/4于 [ M] 上一致有界，即存在 
M > 0 f 使得对于每个 n 和每个; c e [d，b ] 同时满足 |/ n ⑷ K M， 则成立 

、b pb 

lim f n (x)dx= f(x) Ax. 
n ~*™Ja Jo 

评注 这个引人注目的定理是 Arzela 于1885年发表的. Osgood 又于1897 
年在连续情况下重新发现了这个结果（称为 Osgood 定理).毫无疑问， Arzela 定 
理比传统的逐项积分定理要强得多，根本无需一致收敛条件.由此可见，例题 
10*2.4 和例题 14.1.1 ^ (2) 都是它的特例.同时也使我们明白，使得逐项积分不 
成立的例题 14.1.1 之⑶和 (14.7) 也只能在无界情况下存在. 

由于这个定理的魅力非凡,引得许多第一流的分析学家为之折腰(其中包括 
Riesz，Bieberbach, Landau, ttausdorff 等)，在几乎一个世纪中致力于寻找其初等 
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证明.这类证明目前已超过10个.应该说这些证明还不能令人非常满意.一个标 
志就是除了 [19] 卷2的第14章§4之外，绝大多数教科书中均未收入 Arzela 定 
理及其证明，最多只是提到该定理,而且总是抱歉说证明太难了,无法写入等等. 

就我们所见，1986年由 Lewin 提出的一个初等证明比以前的那些要好得多, 
也许有可能为低年级大学生所理解，并被收人今后的某些分析教科 书中. 下面就 
是根据美国数学月刊93卷 (1986) 395〜396页改写的证明.对于此前的历史情 
况和发展请看该刊 78 卷 (1971) 970-979 页及其中的丰富文献,还可参看[叫 

在进人证明之前需要作些 准备: 其中包括技木和心理两方面的准备. 

1.若/ €州^6]， s 为上的阶梯函数（即分段常值函数)，则 

rfa nb 

f { x ) dx ™ sup s ( x ) dx . (14.9) 

Ja Ja 

其中记号 s S / 是指满足条件 /(4 Vz 6 [ a , bj . 学过 Darboux 积分理论 
的读者知道右边就是 Darboux 下积分的值.直接从定积分的定义 (§10.1 节）出 
发证明这个等式也是很容易的.这里从略. 

2- 要将 §3.2 节的闭区间套定理推广为非空有界闭集下降序列之交非空. 
定理设 { A n } 是区间[%&]内的非 g 有界闭集序列 , 且单调下降，即4 3 
鳥） - 0 4 d …，则它们的交 非空： f \ A n ^0. 

这里的概念和证明都没有多少新意先要给出实数集合4为闭集的 定义: 
如果点 a 的每个邻域中含有4中的点 t 就有 e 然后用实数系中的某个基本 
定理就可以证明所需的结论.参见第十七章的例题 1 T .2.1 闭集套 定理. 

3. 在下面的初等证明中需要克眼的主要难点是如何处理诸如 

{x € [ a , 6] I f ( x ) < e } (14.10) 

这样的实数集合.这里所用的方法是考虑该集合中的特殊类型的子集合，它们是 
区间或有限个区间之并，然后用区间松度或松度之和来刻画集合 (14*10). 为此 
需要引入 定义： 称有限个不交的有界区间的并集为初等集，又称初等集£中的 
区间投度之和为 E 的测度 m ( E ). 

就区间 4,6] 内的初等集而言，它们的并、交与差仍为初等集.又若 E 和 F 
为初等集> 则 m(E UF )^ m ( E ) + m ( F ), 且当 E 与厂 不交时成立等号.这些都 
可以推广到有限个初等集上去.此外，还需要闭初等集的概念,它是有限个不交 
的有界闭区间的并集.不难 证明： 对于一个初等集五以及给定的 e > 0,存在一 
个闭初等集 FCE , 满足条件 m ( F )> m ( E ) - e . 

以上的概念和结论都是非常简单和直观的 f 证明从略. 

4 . 在以下证明中需要一个关于初等集的引理，我们将在先承认它的前提下 
给出定理的证明，然后再补充给出该引理的证明.就前者而言思路很容易理解， 
但后者则涉及集合运算中的一系列细节. 
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第 + 四章函數碲級數与幕級數 


Arzela 定理的证明 对于给定的正数 e > 0,定义集合序列 
> l u ^ { a : e [ a ,6] I 3 i ^ n 使得 \fi(x) - /( x )| > e }. 

则从 A 于 [a j 上处处收敛于 / 可知 {A n } 为单调下降的有界数集序列， 且有: 

f)A n ^0. (UA1) 

~ 2 

利用初等集的概念定义数列： * 

知= | E 为含于 A 中的初等集 }, 

显然数列 M 为单调下降的非负数列.从下面的引理 M .2. 5 知％ — 0. 因此 
存在 A 使得对 n > 和 A 中的每个初等集尽成立 m{E) < e . 

r 办 

以下只需要证明对于的每个 n , 积分|/„ - /| ^ Ks, 其中 K 是一 

个确定常数 * ° 

利用 (14.9), 只需要对 n > J ^和在^ b ] 上满足条件 tK ♦)€ 心 ⑷-/㈣ 

pb 

的每个阶梯函数 six), 证明积分 s(x)dx < Ke 即可. 

对于满足这个条件的阶梯函義〜定义两个集合 

E — {x ^ [ a , b] I «( s ) ^ ^}, F = [ a , 6] - B h 
显然五与 F 都是初等集. 


由于丑 C 因此 m{E) < £ , 而对于 xeF, 则有 s (: c } < e . 再利用 {九} 


为一致有界就 f 到 


s(x) da ； = s (^) da ： + 

a 


s ( a ：) da ; 
F 


从 (14.9) 知对 n > iV 有 


^ 2JVf - m(E) + £^{b —a) ^ s ： (2M + b- a). 


/n - /J ^ < 2M + & — a). 


利用 e 的任意性和不等式 


rfr 


fn — 


< IA -/ I , 可见已经得到所要的 结论: 


lim f n (工) da : 




f(x) dx . □ 


注在 Arzela 定理的条件中必须假定极限函数的可积性,这一点在一致收 
敛条件下的逐项积分定理中是不需要的，一致收敛条件可以将函数列的可积性 
“传递”给极限函数.但是只要略微修改上述证明中的集合 An 的定义就可以证 
明，即使没有极限函数/的可 积条彳 f 积分值所成的数列 

(f / n (a;)dx) 


必是基本数列（见上册74页)，因此一定收敛.这强烈地 表明: 逐项积分不能进行 
的原因是积分定义不够广泛.由此即可引向实变函数论中的 Lebesgue 积分定义 
和 L ^ besgue 控制积分收敛定理，在那里不需要事先假定极限函数的可积性. 
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现在我们来补充证明上面已经用到的引理.这个结论本身是非常直观的 f 但 
需要细致的分析，并在最后用非空有界闭集的下降序列必有非空交的定理 - 

命睡 14.2.5 (Lewin 引理） 设 { A n } 为单调下降的有界数集序列,旦其交为 
空集（见 (14.11)), 又定义数列 

= sup { m (£) I E 为含于 A 中的初等集 }，n = 1，2,…， 

则 lim a n — 0. 

Tl — H 30 

证 用反证法.设结论不真，则单调减少的正数数列 M 的极限大于 a 因 
此存在5 > 0,使得对于每个 n 成立知 > 汶 

对每个 n ， 根据〜的定义,存在闭 初等集 C A n , 使得 

帘 ( 五 n) > Oin 2 ^~ 1 

这样得到的有界闭集序列 { E n } 末^必单调下降，力此再令 

= n ^ ^ l , 2 , • - ■ , 

Jt = TL 

就得到单调下降的有界闭集序列{ _ 凡}.从 C \ C A Vn 6 N + 就有 

0 D H H n . (14.12) 

n=：X r =1 

引理的条件是上式左进为空集 0, 因此只要证明每个非空，然后从非空有界 
闭集的下降序列有非空交的定理知 (14.12) 的右边非空,就引出矛盾. 

考虑鳥 -队 中的任一初等集尽则从 队为 玢，…，£„之交知道有 

E ^ E - H n ^ E - 1 \ E n = \ J ( E - E k ). (14.13} 

fc=l fc=l 

i ^ F i = E - E i , i = l , 2 , ■■- , n . 则对于每个 i 有 

m ( Fj ) + m (- Bt ) = m ( F t u £? j ) ^ a t , 

利用 m(£0 >o^-f 可知 

m{Fi) < i ， V.- ，打 . 

将这个结 果代入 (14.13) 就得到 m (£) < S . 这表明~ 中的任一初等集的 

测度 小于& 

从如的定义和 ^»>5 Vn 可见，如果队=0，则就可以取到一个初等集 
EcA ni 使得 m ( E ) > 6 , 由此推出每个/ 0，从而在 (14.12) 中引出矛盾+这 
表明一开始的假设错了，只能有 lim a n -0. □ 

n-+oo 

注这个引理与 Arzela 原来的引理比较，可以认为有了很大的改进(参见 [19] 
的卷2第487小节)，从概念上看，初等集只是有限个区间的并，这在数学分析中 
是容易接受的.此外，还可以将引理的结论等价地叙述为更容易理解的事 实：若 
单调下降的有界数集之交非空,则其中所含的任意初等集的长度一定趋于 0. 
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第十四幸函数项級数与笨鈒欵 


14.2.4 练习题 


1.计算 lhn 乙 

尤 —0+ n= l 


2 n n x ' 


2 -确定函数 s ㈤ = E (^+V 的定义域，并讨论其连续性与可微性. 

n=1 、 n j 

00 t; -L 71 f — l) n 

3. 证明： 函数项级数 I ： ~ + 2 ) 2 在任意有界闭 K 间上一致收敛，并且它 

的和函数在 (-00,+^) 上可导. 

4 ■设 {&} 是在 （-00,+00) 上一致连续的函数列，且已知它在 （-00,+00) 上 
—致收敛于函数 5(^), 证明：函数別⑷在（- oo ，+ oo ) 上一致连续， 

5-设连续函数列 {/„} 在 [ a ,6] 上收敛， 丑財 V s e (0, b - a ),{ f n } 在 h & - e ] 
上一致收敛.如果存在 9 e iJ [ a , i >], 使 

|/n(^)l ⑷， a ： € 


证明: 




rb 


lim 

n —00 


f n { x ) dx = lim / n ( T ) da :* 

„ 7i— 


6* 设函数列 {/ n } 于点邮 的某邻域 0( 吻） 中收敛于函数/，又设每 个九于 
点办连读，证明：/在点吻连续的充分必要条件是 Ve > 0, 3(5 > 0, 3 N , 
使得对于每个 z e O 6 ( x 0 ), 成立 \ fN ( x )- f ( x )\< e . 


7. 设函数列 {/ n } 在区间 [ Mj 上收敛于函数 / eClM ]， 证明： {/ n } 于 [01 上 
—致收敛的充分必要条件是对于 ( a t 6 j 中的每个收敛数列 { a : n }, lim x n - 

n— 

x 0 , 有 lim f n { x n ) = f ( x 0 ). 

n—*oo 

8. 设可积函数列 {/ n } 在 k &] 上一致收敛于函数广且已知每 个九在 [ a t 6] 
上有原函数， 证明： /在 [ a ，&] 上也有原函数， 


§14.3 幂级数的收敛域与和函数 

幂级数是最重要的一类函数项级数，具有多方面的应用.它可以看成是多项 
式的直接 推广. 反之,每个多项式都可以看成是非零项数有限的幂级数.幂级数 
在收敛性态以及和函数的性质方面有许多特殊的良好性质. 

为方便起见，在幂级数研究中常用记号 < a ^ b > 代表 ( a ,6 ), ㈨ 卟 [〜 6) 和 [ a,6] 
中的任意一个，并称 （a，&) 为 <ft,6> 的 内部. 


14.3.1 幕级数的基本理论 

幂级数的一般 形式为 £ Mu)' 称 为幂级数的系数. 幂级数在 

n =0 
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收敛、绝对收敛和一致收敛方面都有非常独持的结论,这就是以下两个由 Abel 
建立的定理. 

命题1 4 .3.1 (Abel 第一定理） 幂级数 f Mi _吻广的收敛域一定是以 

办力中心的区间 <抑-凡杣+ i ?>， 且于其？ j||i (吻 - R , x 0 + R ) 处处绝对收敛 
(其中及 > 0称为该幂级数的收敛半径) - 


命题 14.3.2 (Abel 第二定理）幕级数 E a n (x-x 0 r 必于其收敛域中内闭 

n=0 

一致收敛 

幂级数的和函数除了连续性之外，还具有以下特殊性质： 

命题 14.3.3 若幂级数的收敛半择大于 0 ,则其和函数在幂级数的收敛域内 
部无限次可微， a 可逐项求积和逐项求导 . 


幂级数的另一个重要结果是计算收敛半径的 Cauchy-Hadamard 公式 ： 

— 1 (14.14) 

lim y|a n j 


( 若 = 0, 则 J? = +oo). 这个公式完全解决了收敛半径的计算.但有时 


用其他方法可能更方便 . 例如 , 若有极限 lim 




知+1 


, 则这个极限值也等于 ii. 


建立以上基本内容的各种证明都是应用函数项级数的基本理论的极好例题 - 
希望初学者重视并能独立推导 - 


14.3.2 思挪 

1. 如果幂级数 E W ( HD ) n 在 a ， b 两点收敛 (a <队问:该级数在 [ a ，&] 上 
的收敛、绝敛和一致收敛的情况如何？ 

2 . 设£ 与£ b n x n 的收敛半径分别为风与也,讨论£ W+&nK 

n=0 n=0 

与 £ ( fln & n )# 的收敛半径. 

n=0 

3 . 设^ a n (x - x Q ) n 的收敛半径是 i ?， 且在（抑 -R,x 0 + R) 上一致收敛，问 
该在 x^x 0 ±R 处的敛散性怎样？ 

4. |'5]：是否可以用 Weierstrass 判别法（即优级数判别法）证明 Abel 第二定理 
(即命题 14.3.2)? 

①从一 性来叙述 Abel 第二定理.在该定理的应用中的常见形 式为： 若幂级数在 

其收敛域的端点收敛，则和函数在该端点处（单侧）连续. 





60 


第十四幸禹数哨級数与幕級数 


5. 设幂级数£ 的收敛半径 i ?>0, 试问： 

n=0 

⑴是否成立 ( J 2 o n a : n ) cla : ^ ^ iT +1 ? 

Jo \n=G / n=0 八十 1 

(2) 如果上式右边的级数收敛,上式是否成立？ 


6 , 已知£ a n x - 的收敛半径为尾问£ 的收敛半待是多少？ 

n—i n=0 

7. 已知£ 的收敛半径 R ^ l , 和函数为外).如果 f 、发散,能否 

n=l n=l 

推出极限 lim S ㈤ 不存在？（试考虑 f 卜1)4” 如果£如 为正项级 

打 =0 

数,则答案如何？ 


14.3.3 例题 

由于 Cauchy - Hadamard 公式解决了收敛半径的计算,因此在确定幂级数的 
收敛域时，难点往往在于端点处的敛散性.下面是一个典型例题. 

例题 14.3,1 确定幂级数1 + £ 的收敛域，其中 

n=l \^/ 

(=卜 ♦ — ”乂卜 - n 十 1) ^^ ..- 

解若 a 力非负整数,则级数只有有限个非零项，因此收敛域为 (- oo !+ oo ). 
否则从 \ a n + i / an \ ^ 1可见收敛半径 1. 以下只需讨论两个端点 z 二士 1. 对 
于 n 1的讨论已见例题 13.3.2, 结论丸当 a < -1 时级数发散，且其通项不趋 
于0;当 a > 0时绝对 收敛; 当 -1 < a < 0时条件收敛 ■ 

当 I = -1 时，前两神情况的结论不变，而当< a < 0时级数不再是交错 
级数,因此也是发散的. 口 

下一个例题是 Gauss 的工作.历史上它是对级数收敛性进行严密研究的第 
—个重要例子（参见[扣]的第四册20页). 

例趣 14.3.2 (起几何级数）设 a , /3, 7均不取负整数或0,确定幂级数 

,,^ a(a + 1 )--(q+ 71- 1)^(/? +!)•■■(/? + »- 1) 

~ 則7 + 1).「(0^ 二 1) ' 


的收敛域. 

解 易见收敛半径为!■，因此只要讨论^ = ±1时级数的收敛性. 

引用（13別）或 (13.41), 存在常数0/0,使得通项的绝对值有渐近 公式: 
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Q^Qi + 1) ■… （Of + 71 ™ 1) j3{j3 + 1) ■ ， ■ (/? ~h Tl — 1) 

n! 7(7 + 1) … (7 + n - 1) n l^r-y-a-0 

由此可见， 7- a -/? > o 是级数于两端绝对收敛的充分必要条件，而 7 - a - 0 < -1 
时级数通项不是无穷小量，因此都发散. 

当 — 时，在处级数当 n 充分大时为正项级数，因此 
发散.而当 Z = -1 时级数当 n 充分大时为通项趋于0的交错级数.从前后项之 
比的分析 

^±^ = 1+ Q + /g ~^" 1 +of 丄） 

可见当 n 充分大时通项绝对值单调减少,因此条件收敛. 口 

由于幂级数可以在其收敛区间的内部逐项积分和逐项微分,这往往可以用于 
求出某些幂级数的和函数.下而就是这方而的几个例题. 

例题 14.3.3 求£ 的和函数. 

u=0 1 


解当然首先需要确定级数的收敛域，这就是和函数的定义域.然后可以有 
不同的方法做.下而只给出提示，细节从略- 

方法1:由 (2^ + i ) x 2 - = ( x 2n + 1 y 出发可以试用遂项积分法求解. 

方法2:改写级数为 

然后作代换 y =^ 2 /2并利用在 lElG 1时的恒等式 



C50 


1 — 没 




(1 一奸 


0O 




ny 


就可以计算出和函数 I 2 ^ 

答 案为: 和函数邱 je (- AW ). □ 


例题 14.3.4 求 g (-1) ' . 〆 、、 的和函数. 

n=2 — - 

解求出级数的收敛半径为1，又可判定级数于 Z = ±1均收敛，因此级数的 
收敛域是 [-1,1]- 

可以看出两次逐项求导后可以得到易于求和的级数.设和函数为扒1),则在 
(-1，1)中得到 ^ 

和 

oo oo 

S '— [(-1) Y - 2 = X ；(- 1 )Y = 

n=2 n=0 
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因为 的 0) = 0,所以 S\x) = f ^(±) df = f = ln(l + x ), xE (- l f l ). 

' , o Jo 1 1 

再由 5(0) = 0, 得 S(x) - [ ln(l + f)di = (t + 1) ln(l + x ) - j ：, j : e (-1,1). 

Jo 

最后，由 Abel 第二定理知道 *9(4 在 I - Uj 上连续 t 因此上面所得的表达式 
对 ; r = 1也成立-但刘'于 ^ = -1 则需求极限 

5(—1) — lim [(re + l ) ln(l + 工） 一; c } = L □ 


例题 14.3-5 求1 + £ 

n=l 


(2 n ~ 1)!! 

—调!厂 


x tl 的和函数. 


解用 Wallis 公式 (11.29) 容易确定收敛域为卜1， 1) 
设和函数为负蛛并在 (-1,1) 中试用逐项求导，得到 


0O 

外 h E 

71 = 1 


(2 n - 1)!! 
(2 n )!!" 




(2n + 1)!! A 
(2^)1 !) 


1 / f . (2 n ^ l)!l 


- (2 n + l ) x Ti j = ^5(2：) + xS f {x). 


因此邱^)在 (- i , i ) 中满足微分方程 

- (1 〜工 ) y ⑷二 

这时可以看出 在氐间 (- 14 ) 上成立恒等式： 

[VT^S( x)Y - ^^[(1 一 x )S f (x) - \s(x)\ = 0. 
vi — ^ L 

因此⑷在（-1， I )上为常值函数.再利用 5(0) = 1，就得到 


5( x ) = 〆 . , — 1 < x < 1. (14.15) 

yl - x 

从 Abel 第二定理知道扒 T ) 于[-1， 1) 上连续，而上式右边的表迖式也是如此，因 
此 (14.15) 对 a ; = - l 也成立. □ 

需要提出与 Abel 第二定理有关的下列 问题： 即若已知幂级数£ 在 

n— 1 

(- U ) 上收敛，能否推出数项级数收敛并求其和呢？可以看出这就是问: 

Abel 第二定理的逆定理是否成立？ Ik 这不是无条 件的. 这里有很多研究，即寻 
求应当满足什么样的条件,所得到的结果一般称为 Tauber 定理（见 [55] 的 
第五章).下面就是这方面较容易的一个结果. 


00 


命题1 4 . 3 .4 (Tauber 定理）设已知幂级数 E = S (: t ) 在（-1, 1) 上 


OQ 


成立，如果 lim S(x) = 5且 lim 打知= 0,则 a n 。S、 


X—*\ 


71^00 


n—0 
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证采用三分法（参见 14-2.1 小节)，写出 




fc^O 






jJt^O 


k=Q 


a k x k 

fc = n+l 


a k x k - S 


(14.16) 


利用 lim na rt = 0,由 Cauchy 命题得 lim W + 2 W 卜… ++»1 = 0 ■又 

n — >ccr n—►oc 


n 


由 Um S ㈤ = S ，知 lim S (1 —丄 )-= 0. 因此 V e > 0, 存在 iV , 使当 

a:^l- n—»oo \ U / I 

n > AT 时，有 

^ … K 1 - 去)- sl 


M+21a2 t … +nM 


< 4 -. 


取 z 二 1 ~ 士，则对于 (14.16) 右边的第一项有依计 


n 


S afc _ S akX>i 

Jif = 0 k 二 0 


^Ofe(l - x)(l +x+ - ■ +a： fc-1 ) 

知 =0 


5>(1一/) 

U=o 

\ a k \{\- x ) k = IN 十制 + ■，‘ + +”! < A - 
对于 (14.16) 右边的第二项有倍计 

oo oo 

Yi a ^ xk (七 < 


k—n+l 


fc=n+l 


oo 

L ▽ J 
3n 




£ 


E ^ 

A ； =n+1 
E 6 


3 n 1 — a : 
对于 (14.16) 右边的第三项有估计 


3 n ■ 


n 


cc 


^2 a k x k - S 


所以当 n > iV B 寸有 


=0 

n 


s 


±\ _ 
n / 


S < 


— S 


fc =0 


<~+™ + T =e - □ 


注对比命题命题 14.2.3 和本题中的三分法 t 可以看出它们有共同 
点，也有不同点.就本题而言， (14-16) 右边的 z 在左边并不出现,但又必须与1 
充分接近，而且其接近程度还要与打有关,这是本题比前两次三分法更为复杂之 


处.取 3 E 


71 


就是为了这个目的. 


14.3.4 练习題 

1. 求级数 £ in ± ?n v ■ + 占 r 的收敛域，其中知> 1为整数‘ 

n=0 打 、 i t J / 

2 ■设{知}为等差数列 f 句# 0,试求 g 的收敛半径. 

rt=0 

3. 求幂级数£ T ^ r xn ( a > °)的收敛半径. 

n 二 0 1 + 0 , 
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第 + 四幸承數项級數与幕级数 


4. 对任意正整数卜证明：幂级数£ T ^ r xn 的收敛半径为收敛域为 

7iz=〔j { K ； n )\ 

(一 jtw 

5. 求下列幂级数(或广义幂级数）的收 敛域： 


⑴ 


oo 

E 

71—0 

00 




1 + 丄) V ; 


aTi + ( ~ b ) - x \ a ,6>0; 


(2) E 


n-0 

cc 


Hr (f 


Til 


) X ' 


71=0 


n 


⑸ E( 1 + i + …+ 士 )， ; 

n =0 

oo 

(7) + 


⑷ T ,^ r = r ^ 

3 vl + ^ 2 

(6) f ： 〆〆 ； 

n=l 

oo 

⑻写好(赤厂 


n =0 


6- 求下列幂级数的收敛域与和 函数: 


oc 


n+1 


(3) E(-D 


n-l 2n -\~1 ^J2n M 


n;l 

oc 


(5) ^ n+2 - 1 )^； 


( i \n—l 

( 2 ) V - U _ 

(4) 

n=l 

Oo 

⑹ i) n . 




n= 


7, 证明 i ⑷ = E 在 （- oo , 十 oo ) 上满足微分方程 d 4 ) 二队 

°° ("I)" „2n 


8 .獅函鋪' ?0 砸 


/ n 在 ; r / 0 时满足微分方程 


xu” + u ! + xu Q, 


oc 


9 ■设制证明: 

(1) 函数 Seq - l ， l ] ; 

(2) 5；(- l ) 有限，而义 (1 H + oo . 


(可参考上册 I 94 页命题 7.1.7 和本章 14.3.2 小节的第 7 题 .） 

10■设/ ㈤= E ^2~ xU ^ 证明：函数/在卜去，去)上连续，在 ■，士 } 上 
可导,并讨论/在+处的可导性. 

11■设 / ㈤ =£ -：U M 1■证明 ：当； c e (0, 1) 时有 

n=l 打 

f(x) +/(1 - X ) 十 ln ；] trhi(l -x)~ 早 - 
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, 12. 设幂级数的收敛半径丑=+00,将级数的部分和函数列记为 { S n }, 

将和函数 A 证明：函数列 {〜&} 在 (-00,+00) 上内闭一致收敛于 

SoS . 

13. 设级数2 a n 发散，记 S n = a 0 + ai + …十知 ，》= 0,V，， 证明：⑴幂 

n =0 

级数£和 f 5. X - 有相同的收敛 半径; (2)^ a n ^0, 71 = 0,1, ■■■, 

r =0 n =0 

且 lim f = 0, 则 £ a / 的收敛半径为 1. 

71—^00 O n u _q 

§14.4 函数的幕级数展开 

由于 M 数可以看成为多项式的直接推广,因此如果一个函数能够在某个区 
间上展开为幂级数,则就提供了研究和计算这个函数的有效手段 ®. 


14.4.1 Taylor 级数与函数的幕级数展开式 

设函数/在区间 J 上有定义，耶力 J ^一个内点，如果存在点吻的一个邻 
域 U ( x ^ 使在该邻域内成立等式= | a n ( x - x 0 ) n , 则称/能在抑附近 

(也称在点邱处）展开力幕级数，并将该幂 ik 称为/在点吻的幂级数展开式. 

由幂级数理论可见，/能够在点抑展开为幂级数的必要条件是/ 在点吻 
处无限次可导.利用幂级数在其收敛域内部可以无限次逐项求导就可以知道，如 
果在点列邻近成立 

CSO 

/( 工)= - x 0 ) n , 

n=0 

则一 定有知 = ’(:广) , n = 0,1，….因此，如果/能够在点刊附近展开力幂 
级数，则这个展开式是惟一的，其系数是完全确定的. 

现设函数/在点吻处无限次可微，则称幂级数 

(14.17) 

71r=0 

为函数/在吻处的 Taylor 级数（在吻= 0时，又称幂级数 (14.17) 为 f 的 
Maclaurin 级数).由上面的讨论已经得到下面的命题 : 它说明函数/在抑处的 
Taylor 级数与其在抑处的幂级数展开式之间的基本 关系： 

①即使对于初等函数来说，这也是十分重 要的. 因为如 aim , cosi , 和 e ” 等只不过是记 
号，并没有提供计箅它们的方法.除了多项式之外,初等函数的具体计算以及在汁算器和电脑中的使 
用，都是以寒级数展开式为基础的. 
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第十四幸函数项级数与摹纹数 


命题 14.4-1 (K 级数展开 ^ 惟一性定理） 如果函数/在点邱的某个邻域 

U ( xo ) 内能够展开为幂级数则这个幂级数展开式是惟一的，而 
巨 它就是 f 在怎0 处的 Taylor 级数. 


仔细检査上面的概念，就可以发现，为了将一个函数 f 某点附近展开为幕级 
数，有几个重要的问题是必须研究的： 

1. 若/在点仰处无限次可微，则按照 （14.17) 写出的 Taylor 级数是否一定 
有正收敛半牦？ 

2 . 若/在点: r Q 处无限次可微，并且/在: r Q 处的 Taylor 级数有正收敛半 
径,则在收敛域上该级数的和函数是否一定等 f /? 

可以举例说明，对这两个重要问题的回答都是不一定. 

就问题1来说，在许多教科书中都收入了下列函数 

n=0 

如果计算出这个函数在原点的所有阶导数值，就可以证明所得到的 Maclaurin ^ 
数的收敛半径为 0. 其他例子可以参考 [22] 等.这些例子容易值人以为它们是少 
有的精品.但是在数 学通报 （10) (1964) 38〜40页的一文中证明了下列命题 ，从 
而完全改变了人们的看法（又见 美国数学月刊 88 卷 （1981) 51〜52页和 [52]). 


命理 14.4.2 每个幂级数都是 Taylor 级数. 


证只需证明对于任意给定的数列 {&} 存在函数/，值满足/⑷ (0) = n ! a „ 
(n € 0,1,…）即可.这里当 n = 0时记号 / (Q) (0) = /⑼.与 (14.18) 相类似，这样 
的函数可以用无穷级数构造出来. 

首先介绍其中的基本“构件”：对于指定的自然数 n 和常数\可以构造一 
个无限次可微函数,使它在质点的《阶导数等于\而所有其他阶导数都等于 0. 
先定义在三个区间上分别取常值的函数 


/( 怎 H 



2|4+1， 

丨啦 2| J + 1， 


(14.19) 


然后在/已有定义的区间之间用无限次可微的单调函数相连接（这里可以用上 

册 m 页例题 6.2.5 中的方法)，从而得到在 {- oo ^ oo ) 上的无限次可微函数.在 

图 14.3 中作出了参数办=1的函数/的图像 ; 其中/在 x > 2/3, a ; < -2/3 和 

-1/3 ^^^1/3三个区间上均取常值， 

这个^数/满足条件/⑼=\ /⑷⑼= 0 > 0. 改记/ = /。，定义 

厂/必)此则 f {( x )^ f 0 ( x) t / {(0)-/ i , /^(0) -0 Vn / l . 归纳地定义 
Jo 
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rr 


fn(^} = In-lit) dt } 
Jo 

就知道 / i fc) (0)=0 Vfe /^/ i n ) (0)-/ i . 


[司时还可以作出与 h 无关的估计-从 

/I 


y ~ /⑻ 


fo ( t ) 


1 

( h - !) 

1 

1 


可知，< 1,即在图 14.3 中的曲 

L 

1 

1 

1 



线下面积小于 2. 

__ 1 _ —. 

'! 0 

1 1 

1 

_ l _ 

由此出发作积分,就可以归纳地 证明： 一 1 

1 x 




n _1 - 


图 K 3 


其中 o s < ti, 

现在对于每个非负整数 n 取 h = a n n!, 用上面的方法构造出在 (~c«,+c«) 
上无限次可微的函数列使满足条件 


uf) = 0 Vfe / n, i 4T\ o ) = a n nl , 

同时有估计 \ u { n ] { x )\ < yd)! . V0^fc<«. 

现在 定义下 列函数项级数及其和函数： 


^(x) + wi(£) + …+ w „( jj ) + …= U ( x ). (14.20) 

由以上估计可知，不仅级数 (14.20) 在任意有界闭区间上一数收敛，而且在任意 
次逐项求导后的级数也一数收敛,因此 U ( x ) 无穷次可微，且其导数可以用级数 
的遂项求导来得到.这样就得到V卜 )(0) =以％0) = □ 

OO 

注根据上述命题,只要取 { an }, 使得幂级数的收敛半释为0,这 
样就得到收敛半径为0的 Taylor 级数. " _ ° 


就问题2来说，上册169页的例题 6.2.4 已提供了这样的例子.这就是 


0, 


#0, 
a : = 0, 


它处处无限次可微，在 z = 0处的任意阶导数值为0,因此在该点的 Taylor 级数 
的每一项为0,收敛半径当然是丑= +oo. 但是这个级数在 a: / 0的每一点上的 
和函数值都不等于/⑷的值.因此，这个函数在== 0处也不能展开为幕级数 
(参见上册1册页的图 6 . 4 )①. 

解决函数是否能展开为幂级数的工具是第七章中的 Taylor 公 式：设 /在点 


抑 的某个邻域 t/ (如） 中无限次 p 了微，则对于每个 n 有 - 

①将这个函数及其倍数加到任意一个 Maclaurin 级数上去,就可以知道有无限多个函数具有 
柑同的 Madaurin 級数，但其中至多只有一个函数以此级数为其幕级数展开式. 
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第十四幸函數項鈒數与幕級数 


/ ⑻二亡 ⑶_邛户+ G ㈤ ， 

其中余项可以有多种形式题 7,2.3, 7,2.4 或命题 11.4.3). 将此式改写为 

〜 ㈤ =/ ㈤ 一 E ■ 八 ~3： o ) k , (14.21) 

fc -0 ' 

并与 (14.17) 作比较，就可以看出，这里的 n^) 就是/⑷与其 Taylor 级数的第 

«+1 个部分和函数之差.因此就可以建立下列基本结论：~ 

命理 1 H 3 /在点吻的邻域 U ( x 0 ) 能展开为幂级数 g 〜 (z -吻 ) n 的充 

分必要条件是/的 Taylor 公式的余项 (14.21) 在邻域处处收敛于 0. 

证 先证必要性.设/在点抑的某个邻域 U { x Q ) 上是幂级数 f a n ( x-xor 

的和函数.根据命题 14.4.1 可知,这个幂级数只能是 Taylor 级数 ( H .17). 由于诙 
级数收敛，因此诙级数作为收敛级数的余项就是 Taylor 公式的余项 （14.21) •于 
是已经证明了 r n { x ) 在该邻域内处处收敛于 0. 

再证充分性.若 {'&)} 在某个邻域 U ( x 0 ) 内处处趋于0,则从 （14.21) 可见 
Taylor 级数 (14.17) 有正收敛半径，且至少在 f / (种）上以/⑷为其和函数. 口 

注 1 由此可见，利用 Taylor 公式的余项在理论上可以同时解决 Taylor 级 
数 (14.17) 是否有正收敛半径以及其和函数是否等于 /㈤ 的问题. 

注 2 初学者往往容易将第七章的 Taylor 公式与本节的 Taylor 级数混淆， 
因此这里简要地指出二者的 差别： 第七章的 Taylor 公式并不涉及无限项求和问 
题,其中只有有限项.同时，对于函数/的要求也只需要有若干次可微性.这崔 
都与本节的 Taylor 级数不同.在上册 204 页开始引入的 Taylor 公式的余项概念 
与无穷级数中的余项概念完全不同.在命题 14.4.3 的证明中的关键之处就在于 
这两个佘项在命题的条件下可以等同起来. 


14.4.2 将函数展开为》级数的基本方法 


与 7.2.2 小节中计算 Taylor 公式的方法类似, 将 给定的一个函数在指定点附 
近展开为幂级数有直接法与间接法两种方法.本节中将较多地介绍间接法.这 
里的原因是容易理解的.所谓 直接法 或 直接展开法 , 就是利用命题 14.4.1 写出 
级数 (1417), 然后再用命题 14,4.3 证明余项趋于 0. 因此用直接法首先需要计算 
函数在展开点的所有高阶导数,又为了研究佘项,还需要计算/的 所有高阶导函 
数， 而这往往是更困难的工作.在教科书中也只是对于少数几个初等函数采用直 
接法得到它们的幂级数展开式.因此我们将较多地介绍间接法. 

下面六个基本的 Taylor 级数就是应用间接法的基础，希望初学者把它们作 
为数学分析中最重要的公式牢牢记住. 
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1. ^ ^ =1 + ^ + ^ 2 + -- +^^ + -* 7 x e (-i T i)； 

2* = 1 + ^ + + ■ ■' + + … ： x € (― oo ? + oo ) ; 

3. sinn - I + I … ■ ■ + (-1) (2n + 1)! + …， M (-oo, +oo); 

4. cosa:= I - -+ (^ 1 ) ~^yr + ... ， z e (-00, +oo); 

5. ln(l + x) = a： -+- H - —— ； ~ - h ■ ■ ■ , x £ (-1,1]; 

6. (l+z)^l+^ + a(a 2 ； 1} ? + ■, + —n + 1) f+ . ’ 

其中 a 为不等于非负整数的任何实数，而展开式成立的&围当 a 矣 - 1时为 
(一1,1)，当 -1 < « < 0时为（―1，11，当 a > 0时为卜 i , 1]- 

注上面的 Taylor 级数6,即二项式级数，是一个十分有用的幂级数展开式. 
例如上面的级数展开式1实际上是二项式级数的特例，只要在其中将 z 换为 
并且取 a = -l 即可.只是由于该展开式的重要性，我们单独把它作为一个展开 
式列出.级数展开式5也可以用先对 ln(l+^) 求导，再对 ft=-l 时的二项式级 
数逐项积分得到.在下面的例题中，我们还会再用二项式级数推出一些常见的初 
等函数的幂级数展开式. 

这里需要说明，所谓间接法并没有明确的范围，实际上只要不是用直接法就 
都是间接法.问接法的理论基础是幂级数展开的惟一性定理(即命题 14.4.1) .根 
据这个定理，不论用什么方法，只要所得到的幂级数有正收敛半径就可以.其中 
当然可以使用四则运算和微积分运算.对于乘法运算，由于幂级数在收敛域内部 
的绝对收敛性，而乘积级数按照幂级数形式写出时恰好就是 Cauchy 乘积，因此 
在 13.3.2 小节中的命题 13.3.4 已经解决了幂级数的相乘问题.但是对于除法，则 
需要有新的理论根据.下面是这方面的一个命题，取自 [57]. 

命 g 14.4.4 设函数/在 n 0邻近可以展开为幂级数1 + a # + ^ + 
- h a n x n H -, 则其倒函数 f 也可以在 : r = 0邻近展开为幂级数. 

证从给出收敛半松的 Caudiy^Hadaraard 公式可以知道，存在 r > 0 ,使得 
ki<^ R 对每个 n = 1，2,…成立.（此点请读者根据公式 (14.14) 作出证明 .） 

现在先作形式计算，即求待定的数列 { b n h 使得成立 

(1 + ap 十 02X 2 + - - )(1 + 4- b 2 x 2 + •*■)- 1. (14.22) 

将左边的乘积展开，并等置两边同次数的乘幂项,就得到计算 {k} 的递归 公式: 

&1 = _ 7 ^2 ~ ™™ 辽 2 ， ■ ■ ■ 

& n 二 — tti 6 n _! ™ 一 ■ ■ ■ 一 a n ^ ，， . ■ 

现在我们用数学归纳法来证明 } 对于 {&n} 有下列估计式： 
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|6 n |<2 n - V ) n -1,2,- * . (14.23) 


对于71 = 1，有叫 = hi <厂因此符合 (1423), 设估计式 （14.23) 对于 
n = l ，2 r .-， fc - l 成立，则对于 n = &就有 

| 奴 K |ai&fc-il + la 2 U + …+ |a fe ， i6i[ + |a fc ! 

( {2*=~ 2 + 2 fc_3 + ■ ■ ■ + 1 + l)r fc = 2 k ^r k . 


因此估计式 （14.23) 成立. 


利用这个估计式，从 Cauchy-Hadainard 公式 (14.14) 就知道,幕级数 
1 + 6^1 + b^x 2 H - h b n x n H - 

至少在 M f 时收敛.从而当 M < min { r , 时，等式 (14.22) 不只是作形 
式运算（即待定系数法）的出发点，而且是严格成立的.这也就是所要的结 果：即 
在; r = 0的一个等域内有幂级数展 开式： 


1 4- aix H - h a n x n A - 


=1 + 6iX + b2^ 2 + ■ ■ * + b n X n + ■ • ■ ■ 


□ 


注 1 在这个命题的基础上再结合级数相乘,就可以得到幂级数相除的一般 
结论：若/ = ffA ， 其中函数5和 h 在点如的邻近都可以展开为幂级数，且 
办(利）/ 0,则/也可以在抑邻近展开成幂级数，同时这个级数的系数可以用类 
似于上述命题诋明中的待定系数法来得到. 

注2在 [19] 的卷2第419小节中怔明了更为一般的命题.这里只叙述其结 
论,证明从略.还可以参考丨16]的第二章. 

命鱷设幂级数展开式沒=/(4 = £ 在 o ： = 0邻近成立，又有幂级数 

n=0 

展开式： = ¥4) = f 在 (- p . p ) 中成立,如果满足条件 1如1 = ]/(0)| < p ： 

则复合函数^ = ^(/(^)在 x = 0的郭近可以展开为幂级数,同时其系数可以用 
级数代入级数的待定系数法得到. 


14.4.3 例题 

这一节的内容与 L 2.2 和 7.2.3 小节的部分内容有密切联系.那里的许多 
Taylor 公式的计算可以作为本节的特例得到，而且当时的间接法还只有级数代 
入级数之类的方法，现在卿还可以用逐项求积与逐项求导方法 - 

以下第一个例题中的两个初等函数的 Maclaurin 展开可以用直接法得到，也 
可以用逐项积分的间接法得到.后者无疑更为方便.初学者应当重视这些基本训 
练，同时也应当记住这两个基本的 Taylor 级数展开式. 


例趣 14.4.1 用间接法求 arctani 与 arcsina : 的 Madaurin 级数展开式. 
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证⑴由于 ( arctan x) f 
分就得到 


(1 + a? 2 ) 


E(-1)^ 2R ^€(-1,1), 用逐项积 


IT 15 

arctan x = x - ^ —— h - h 


: —1)4 




2 n + 




(2) 由于 (^c S ina：y - 一 7^^ = 1 十 £ ( U )!! A (—1,1 )， 用逐 


项积分就得到 


vT 




arcsin x = x + 


: T 


(2n)!! 
(2n - ljf! 2n+i 


+ (271)!!(2«+1)~^ 


+ …， a G (-1,1). 


注意：用 Abel 第二定理知道两个展开式都在端点 x = ±1处成立 * □ 

例题I 4 . 4 . 2 现在求正弦和余弦之外的四个三角函数的 Madauriix 展开式 


(其中 CO tz 和 cscr 是在乘以因子$之后的 M ^ urin 展开式).仿照上册216页 
中的做法，并应用命题 14.4.4, 就得到 Ma ^ laurin 级数展开式 

1 ^ 1： =珣+香1+鲁/ + -.+香/ 1 +、 (14.24) 

其中左边的表达式在点 : c = 0时用其极限值1来代替.与 7.2.3 小节中的记号相 
同，{队}为 ^ eriwulli 数，其中历二-1/ 2 ,当 n 为大于1的奇 数时凡 = 0.以 
下采用记号瓦=(—1广 1 S 2 „. 

由此出发就可以与例题7. 2 .8和 7.2.9 类似地得到 Maclaurin 级数展开式 


x cot X = 

tana : — 


B t 2 2 2 
~2 }~ X 


琴/十… 


(2n)l 




B n (2 2n - 1)2^ 
— (2n)! 


再利用三角恒等式 C&CX = cot 号+ tan 号)，即可得到 


(14.25) 


(14.26) 


3； CSC 3? = 1 + 7 ^ ^ 2n - (14.27) 

最后,回顾例题 7.2.7 并应用命题 14.4.4 就可以得到 

secx = E 0 - -^- x 2 + • ■ ■ + + ■ ■ • , (14.28) 

其中{愚4为 Euler 数（见上册215页) 

①根据第 f ■六章例题16+2,3后的注,利用渐近等式 （16.1 S ), 即 S T1 〜就很容易确 
定 {14.24), (14.25), (1126) 和 ( 14 , 27 ) 四个 Madaurin 级数的收敛半径分别为 2 n , ti /2 和 ji . 又 
从 册^二 (^^)- ( x Ca cx ) 和级数乘积定理，就可以推出 (14.28) 的收敛半径为 71/2. 最后，根 
据 Abe ] 第二定理即可确定所有这些展开式的准确的成立范围. 
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例题 14.4.3 求 /( a :) = 在⑴抑，0和⑶砷=-|处的幂 

级数展开式. ^ 


解 （1) 这时可以如下 计算: 


OO 


oo 


OO 


/㈤ 


X 


+ X + X^ 


1 — 2 ：- 




x 


3 n+l 


ri =0 


71=0 


r —0 


二 （1 + sc 3 + a: e + …十 x 3n + ■■‘）一 b + ； i ； 4 + a : 7 + a ： 3n+1 + .，) 
二 1— 丨+；1： 3 〜工 4 + ---十 t 3ti ~ ; c 3n+1 十 .■- f ar € (—1,1), 

这就是所求的幕级数展开式. 

(2) 为了将函数/展开成关于 x + ^ 的乘幂的幂级数，可计算 如下: 


⑽= 


1 十 ; E + X 2 



= | E (- D ; 

n^O 



1+ T 



2 


if ； (-音 r G + i ) 


2n 


n —0 


其中应用了上一节中列举的基本公式之1，即关于 


以上计算过程不难看出级数展开式的有限范围为 
rc( 1 \/3 1 | n 

-丁，-了十 丁). □ 

注如果注意到 





-的幂级数展开式.从 
(^ + y )| < 1,即是 


sin 


2( n 十 1} 兀 

3 


r vi 

~ 2 ~ y 

2 ， 


L 0 , 


n — 3fe : 

n = 3 fc + 1 ， fc = 0,1，2, *■- ， 
n = 3 fc + 2, 


则可以将⑴的幂级数展开式磬写为 

/㈤ = -jt £sin = x g (]， i ). 

v 3 ^ 6 

例题 14.4.4 求函数 /($) = ln 2 (l + a :) 的 Maclauxin 级数展开式. 

解用级数乘法可得到在（- M ) 中成立幂级数展 开式： 
ln 2 (l 十和 2 它 ^^(1+ j + + 十 …+ (14.29) 

n =2 

当: r = 1时右边级数收敛，从 Abel 第二定理知该展开式在 o : = 1时仍成立. 口 
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例题如不是冗的整倍数， 繊 "= + 〆 ^ Maclannn 
级数展开式. 


解用待定系数法计算如下.设 

: r sin a 

I — 2 x cos a-\r x 2 


n =0 



两边乘以 1 - 2 xcosa + x 2 并等置两边同次项，就可求出 


ao = 0, aj = sin a, — sin 2a, - * ■ , a n = sin na t ■ ■ ■. 

因此 T /~ na — 2 ' - £ Wsinna . 容易看出右边的级数在欠 e (- M ) 上 

收敛.而当 a 不是 rc 的整[时，数列 { sin » a } 不趋于0,因此级数的收敛域就 
是(-1， 1)- 口 

上面所举的例题都用间接展开法,担这并不等于说,间接法总是比直接法好, 
下面这道例题，用直接法要比用间接法容易一些. 


例题 14.4.6 求 f ( x ) ^ e^sin ；!： 的 Maclaurin 级数展开式. 


解如果用间接展开法，则需要将#与 sin ；!： 的 Ma ^ kurin 级数展开式相 
乘，运算将较为复杂.因此我们采用直接展开法.首先，可用数学归纳法证明公式 
/⑷⑷= { y /2) n e £ sm{x + |)，由此得到 

/( n )(0) = ( A ) n sin 乎， n = 1，2,3，-,,. 

这样就得到所求的 Maclaurin 级数为 


OO 

E 


( V^sin 号 


(14.30) 


按照直接法的一般步骤，到这里为止还不知道级数 (14.30) 是否收敛于 e-sin^, 
因此需要应用命题 14.4.3 去研究 Taylor 公式的余项.但是这里可以避免这一步. 


利用 e* 和 sino: 的 Madaurin 级数展开式均在 (-oo f +oo) 成立，因此处处绝对 
收敛.应用级数乘积定理（命题 13.3.4), 就可以知道 fsUiz 也能够展开为幂级 
数，且较敛半径也是 +oo. 再利用幂级数展开的惟一性定理（即命题 14.4.1 )，可 
见 (14.30) 必定在 （ -00,+QO) 上收敛于 e r sinx, □ 


14.4.4 练习题 

1. 将函数/(4 = ~zr («^0)分别按 - 的乘幂展开. 

2. 将函数/(4 = lnrr 展开为的幂级数. 

3 - 设函数/在区间 (~ 0 f a ) (a > 0) 内无限次可微，且导函数序列 {/ W } 在 
(- a ， a ) 上一致有界,证明：在 (- a , a ) 上可以展开为 Madaurin 级数. 
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4. 设函数/在 (~ oo f +00) 上无穷次可导 t 并且其导函数列在 (-00, +00) 上一 
致有界，如果存在正数数列 {&}, 使= 0且 f ( x n ) = 0, = 1,2,…. 

Tl—iOO 

证明：/ ㈤ 三 0. 


5. 求下列函数的 Ma ^ lfuirin 展开式，并确定其成立 范围: 


⑴ V 4^; 

(3) In (I 十 3 x + 2 x 2 ); 


(5) 1 +1 + a; 2 + ； r 3 + a： 4 ’ 

⑺ K^ 1 ); 


(2) 广 a >0; 


(4) arctan - ^ x ~ „ ; 

1 — ? 

^x 2 

⑹ — 

( 8 ) r dt 

Jo t 


6. 将下列函数在指定点展开为幂级数: 
⑴ T+T' x ^ 2; 

(3) lnx , x — 3; 

(5) sino ：, a ： = 


(2”n 

⑷ 4 


3 + 2 x + x 2 f 


z + l 1 


X 


1; 



§14.5 对于教学的建议 

14.5.1 学习要点 

1- 一致收敛性是函数项级数与函数列中最重要也是最困难的概念.对于这个 
概念的掌握需要花很大力气.初学者首先要能正确叙述“一致性”的有哭论 
述 5 记住一些重要的反例,如函数列 {#} 在 [0,1) 上的一致收敛性讨论可 
以很形象地体现出“一致性”论述中的要点.其次，要能体会一致收敛性在 
将通项函数或函数列的分析性质“传递”给和函数或极限函数时的重要性. 

2. 本章的一个难点是在函数项级数与函数列的概念中,同时出现了两个 变量: 
正整数变量 n 与连续变量: c . 在处理收敛、一致收敛问题或讨论和函数与 
极限函数的分析性质时，同学往往不容易分辨清楚何时该将哪个变量看成 
常量.可以向同学强调的是,在考虑两个极限的累次极限时,计算第一个极 
限时,应该把另一个变量看作常量;同样，对极限 ^lim suplt ^^)- S ( x )\ \ 
M 外计算 sM \ Sn ( x ) - S ( x )\ \ xeE }^ 要作常数，另外，在讨 
论与点收敛有关的问题时 r 可以看作常数，而讨论与一致收敛有关的问题 
时，则 : r 一般不能看作常数. 

3- 尽管一致收敛性有很多判别法，但最常用的一致收敛性判别法还是 M 判别 
法.能用多种手段找出优级数是一致收敛性判别法部分的基本教学要求. 
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4. 函数项级数的和函数的连续性、逐项求导、逐项积分等本质上是运算次序 
的交换.这里极限顺序交换的基本原理是很基本的一个事实，在一系列问题 
中起指导作用. 

5. 和函数（极限函数）在一个区间上的局部分析性质，如连续性、可微性等 
都可以通过在每一点的邻域上的讨论而得.因此，可以用内闭一致收敛取 
代一致收敛，即使是求积分，％可先考虑内闭区间上的逐项积分.如证明 
Rienmnn 的 zeta - 函数诉 ）= S j 在 ( l ,+ oo ) 上的无穷次可微，求积分 

n=l n 



的值等都是一些典型的例子- 

00 ■ 

6. —般项的函数项级数的讨论可围绕一些重要的例子，如-等展开, 
抓住重点,举一反三. 

7. 幂级数部分的教学除了以 Abel 定理为中心的基本理论之外，应注意应用能 
力的培养,如间接展开、定积分计算、求重要级数的和等- 

8. 幂级数是一种特殊的函数项级数，因此，本章前两节中关于函数项级数的一 
切结论，对于幂级数都是适用的.在教学中，遇到需要用这些结论时，可复 
习一下一般函数项级数的对应结论，以起到温故知新的作用- 

14.5.2 参考題 
第一组参考 fi 

L 试举 例：在 [0,1] 上一致收敛于连续函数的函数列 { S n ( x ) l 但每个 SM 
在 [0, 1丨上处处不连续， 

2. 用逐项求导方法写出函数 Qa :) = g +在（1， + oo ) 上的任意阶导数的表 

达式，并证明运算的合理性. " =1 

CO „ 

3. 证明 Dirichlet 级数 f >的收敛域具有以下特性：若存在〜,巧，使 

时级数发散，而当 a : = A 时级数收敛，则一定存在『€ (- oo .+ oo ), 
使 x < r 时级数发散，而 z > r * 时级数收敛. 

4. 设 / € C[QM 定义函数列 S n ( x ) - x n f ( x ), x £ [0,1], « = 1，2, …，证明: 
{知}在[0, 1] 上一致收敛的充分必要条件是/⑴= 0. 

5. 设散列 {〜} 是[0, 1} 区间内的所有有理点的一个排列，证明函数 

/(^) = E j ^3^^e[o,i] 
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具有性质： （1) 处处连续; （2) 在[0, 1] 的每个无理点处可微，而在每个有理 
点处不可微. 

6. 设函数/在区间 [0,1] 上无穷次可微 a 不恒等于0, /^(0) = 0, n = 0, l t … . 
如果函数列 { a n /@} 在区间[0，1]上一致收敛于0,其中为一给定的 
数列，证明 lim = 0* 

n —kxj 

7 . 用幂级数方法通明级数乘积的一个基本结果（即命题 13.3.7): 设£知， 

n=l 

£ h 和它们的 Cauchy 乘积 f 〜均收敛，且分别以 A , C 为和，则 

n=l n =l 

C = AB . 


8. 求下列函数的 Madaurin 展开式: 


⑴ 


arcsine , 
Vl - a : 3 ’ 


⑼ + Vl + 3? 2 ) 

U ~^ v ^ T +^ ； 


(3) 


axcsin x 
x 


2 


(函数在 z = 0 处用极限值定义). 

9. 设数列 {〜} 有极限 L , 证明：/(⑷=^ 如，在 (-1,1) 上有定义，且 
lim (1 - x ) f ( x ) — L . 

X—^l~ 

10. 设多项式序列 {&} 在（-00, +00) 上一致收敛于八 证明： P 也是多项式. 

11■设 { P n } 是次数不超过 I ?的多项式序列, 通明： 若该序列于区间 [0,1] 上收 
敛，则也一定一致收敛- 

12■设为/在 (- oc , + oo ) 上的 Madaurin 级数展开式，证明： 

在 (- oo , + oo ) 上一致收敛的充分必要条件是/为多项式. 


]3 .设 C ⑷为 （1 的 Maclauriii 级数展开式中^ 2003 项的系数，计算积分 

, 0 C (一 "_”( y + 1 + 7 T 2" + 7 +T + '" + t / + 2003 ) dy - 


14- 康级数和 f E 

m=l 


m 2 n 

3 m ( n 3 m + m 3 n ) 


I 5 . 甲乙两人掷骰子,两人依次轮流掷并且由甲掷第一次，问第一个六点由甲掷 
出的概率是多少？ 


^ - 某侨商捐资給母校设立奖学基金.该基金存入银行,每年可以得到 a % 的 
利息. 奖学金按如下数目发放:基金存入银行当日发放一万元，第二年同一 
天发放二万元，以后每年同一日发放,发放金额比前一年多一万元.要使这 
笔奖学金能够永远按此规律发放下去，该侨商至少应捐资多少元？ 


第二组参考题 



§14*5 对于教学的建议 


77 


1.设 {/«} 是在 Kb] 上的可积函数列，且于 [Ml 上一致有^若已知 {/ n } 在 
[a，&] 上收敛，证 明：积 分值所成的数列必有 极限： lim f 厶. 

若在 [a，bl 上的可积函数列 {/„} 一数收敛于极限函数 A 证明： / € J?kb], 


且成立 


rb 





/ n (x)dx= /(x)dx. 


3. 设具有相同单调性的单调函数列 {/«} 在区间 [A &] 上收敛于/ € ClaM , 
则 {/«} 在 [ aj 上一致收敛. 

4. 设 {/„} 是 Kfc] 上的连续函数列，并已知对于每个 [ a } bl 数列 { f n ( X )} 
单调增加收敛于 f ( x \ 证明：/在 [a, 6] 上必有最小值. 又问: 若将最小值换 
为最大值，或将 [a，6] 换为 （a,&), 则结论如何？ 

5. 设 {/„} 为 [ ci，6] 上的连续可微函数列，且存在 {x n }C [«，卟使 f n (x n )=x n , 
n = I， 2 ,….如果导函数列 {/；>} 在 [a，fe] 上一数收敛，试 证明： 


(1) 函数列{九}有于列 {/U 在 [M] 上一致 收敛； 

(2) 设 {f nk } 的极限函数为 /， 则存在列 e [M ], 使 /( x 0 ) = x 0 . 

(3) /在 [ a,6] 上连续可微，且在 [0] 上尸㈤二 lim f n ( x ). 

71 — —OC 

6. 设在区间 M] 上的连续函数项级数 f u n ( x ), £ Vn (x) 的通项之间满足 

H=1 ri=l 

条件⑷ K u n (a:)，n = 1，2, … ，又设2 ^ n ( x ) 的和函数在 [a, 6] 上连续, 

71=1 

证明: £ U n (x) 的和函数也在 Ml 上连续. 

n=l 

7. 证明： 对任意 n 和 re 成立不等式 f； < 2 ^ 

A ? 


8. 利用幂级数展开证明（上册374页的）不 等式: 


0 < 


T 


In 


1 +x 
1 - x 


-a: < 




3(1—x 2 ) ’ 


0 < a; < L 


9. 利用幂级数展开 证明： 对一切 《 e N + 和实数 t 成立不 等式: 


e: - (1 + 含) ^ — 



2 n 


10. 设级数 E 如的部分和数列为* Sn = 却 + m + … + a n , (T„ = (5 0 十 & + 

n =0 

… + S n —i)/n、 3i = 0,1， …， 且有极限 Jiim^CTn = S, 即级数 D 的 Cesko 
和为 S (参见第十三章末的几个参考题),证晛 


⑴在（-1，1)上 收敛; 
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0 C 


00 


(2) 在（一 1， 1) 上成立 E a# 71 = (1 - ®) 2 E( ra + lVn+1^; 

n =0 n =0 

⑶记 S{x) = £ a; G (-1,1), 则有 lim S(x) - S. 

Ti =0 X^l~ 

ii . 设 { M 与 { M 为正数数列，幂级数 § 的收敛半径为1,且在^ 

处发散.如果 Hm ^= A , 证明： 

0 > n 


lim 


T > 

^==0_ 

~5 o 

E 

n=0 


A. 


12. 证明 : 如果正项级数 E Cn = A 则 lira ( f Cn#) = A 

n=0 : r— 1- \n~0 / 

(本题为上题之特例,但也可以用其他方法做 .） 

13. 设/在区间 [0,r] 上无限次可微，且/及其所有导函数都是非负的, 证明: 
/的 Maclaurin 级数展开式在 [0, r) 上 成立： 

户)(0) 


OO 


m - E 


n=D 


n\ 


'X 


14. (生成函数法）设 {a n } 为 Fibonacci 数列： a 0 = «1 = 1, a n ^ 如-1 十 
^ 2 V «>2, 定义 

f ( x ) = d 0 + aix + a 2 x 2 + ". + a n x n + ■-- 
为 {〜} 的生成函数.试求出八并由此求出 {〜} 的解析表达式,同时求出 


该数列的 增长数 ： lim 


tt Tl+l 


(参见上册48页). 


ti — ►oo (X 竹 

n 利用上题的生成函数方法证明组合学中的 Vandermonde 恒等式: 


鱗 

并 由雌出 sGR :)‘ 




n 




第十五章 Fourier 级数 


Fourier 级数是幂级数之外的另一类重要的函数项级数，它的出现对于现代 
数学的理论发展和实际应用都有重大意义.本章只讨论 Fourier 级数理论的一些 
基础知识. §15.1 节为有芜 Fourier 系数的各种性质. §15.2 节讨论 Fourier 级数在 
各种意义下的收敛性问题.最后一节为学习要点和参考题. 


§15.1 Fourier 系数 

Fourier 级数是一类特殊的二角级数,它的特殊性在于其系数是从某个可积 
函数出发经过 Euler - Fourier 公式计算出来的- 


15.1.1 Fourier 系数的计算公式 


设/是以如为周期的函数且在[- ml 上可积和绝对可积.其中若/为常 
义可积，则可积蕴含绝对可积 ，又若 /为广义可积,则绝对可积蕴含可积 ■ 

计算/的 Fourier 系数的 Euler-Fourier 公式是： 




士 L 


/{ x)cos nx n = 0,1,2, 


(15.1) 


= 丄 f ( x ) sinn ^ dx , n = l t 2, * • ■ . (15.2) 

J —It 

OO 

如果三角级数 j + ^( a n cosna ; + b ^ sinrix ) 中的系数满足公式 (15*1) 
和（15.2)，则称该三角级数 D 的 Fourier 级数,记为 

QO 

/( X ) 〜 - y - +^(»nCOS nx + b n sin nx ). (15.3) 

注意： 上述公式只表明右边的系数 XL 与左边的函数/之间满足公式 (15-1) 
和 (15,2) -记号没有其他含义，公式 (15.3) 右边的级数是否收敛，以及在收 
敛时其和函数是否等于/，都是需要另行讨论的问题. 

回顾教科书中导出 Euler - Fourier 公式的过程，其出发点是在 （- oo ，+ oo ) 上 
—致收敛（也就是在一个周期长度的闭区间上一撖收敛）的一个三角级数，然后 
通过逐项求积导出上述公式.由此就得到 Fburier 级数学习中的第一个基本定理 
(其中对一致收敛的范围理解如上)： 


命画 15.1.1 一致收敛的三角级数必是其和函数的 Fourier 级数. 
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虽然用 Euler - Fourier 公式得到的 Fourier 级数未必一致收敛,但这个命题仍 
然是很有用的一个基本结果. 


注1虽然只有周期函数才可能有 Fourier 级数，但当/的定义域是某个长 
度为加的区间时，可先将其延拓成周期函数 t 且把延拓后的周期函数的 Fourier 
级数称为/在该区间上的 Fourier 级数.对于周期不是的周期函数或只在长 
度不是加的 E 间上定义的函数,也可用类似的方法定义它们的 Fourier 级数. 

注2当/为偶函数或奇函数时,/的 Fourier 级数有较为简单的形 式：当 / 


为偶函数时，所有的 h 均为0,并且 {15.1} 成为 


2 




% 


fix ') cos nx da ;, 
o 


u = 0,1,2.-* -, 


(1M) 


当 / 为奇函数时，所有的〜均为0,并巨 (15.2) 成为 

2 r 31 

— — /( 2 ；)sin nx dx, n = 1 ， 2,…- (15.5) 

这时 / 的 Fourier 级致中只出现含有余弦函数的项与常数项或只出现含有正弦 
函数的项,分別 称为余弦级数或正弦级数. 

注3从公式 (15.4) 不难看出，如果/在丨0,71]上具有某种对称性，例如关 


于点 （ f ，0)为偶函数(奇函数),则可以证明在公式 （1 S . 4 ) 中当 n 为奇数(偶致) 
时积分为江对于公式 (15,5) 有类似的结论（参见 10.4.3 小节中的命题和例题). 


下一个命题建立/的 Fourier 系数与其导函数 f 的 Fourier 系数之间的联 
系.这也是 Fourier 系数的基本性质之一， 


命题 1 S .1. 2 设以％为周期的连续函致/在上除了有限个点以外 
可导，又设（在任意@充有限个点上的值之后） 广在 l ^ TC ] 上可积和绝对可积， 
则从 /⑷ ~ ~ + («nCOsnx + b n sinnj ：) 就有 

/’ ㈤ 〜 （令） + ( a n cos nx + b ft sin nxY 

― co&nx - na n sin nx ), 

若用 < 记尸的 FoUTiBT ^ M 这就等价于 

— 0, = nb n ： — 一 na n , n = 1,2, ■■- . (15.6) 

证因为 / 是以加为周期的连续函数，因此 /(-%) - /( it ), 由此即可推出 
^ = 0. 然后由分部积分公式①可得 

r 「 / k 「 

a n = f ^o^nxdx = f(x) co^nx 一 f(x)dQOsnx 
J-it _JC J-n 

'3 T 

= n f ( x ) sin nx dr = nb n . 

% in 

~® 潘要将分部积^式 (10.11) 稍作推广，参见上册釘5页注 2. 



§15.1 Fourier 系數 
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这就是 K = 4 r - 类似地可以证明〜： 口 

|4 JL 

注对于满足条件的/，公式 (15.6) 可以用于从/的 Fourier 系数得到尸的 
Fourier 系数.这里只需要形式上的“逐项求导”即可. 

反之，能否从尸的 Fourier 系数得到/的 Fourier 系数？从命题的证明可知， 
如果/ e C [- kM 但不满足 /㈨ = /(-7 C ), 则肯定不行.但是有一个方法可以解 
决这个问题.这就是将/写成 ^ 

/(^) ^ [/0) — (15.7) 

这时右边第一项满足命题中的条件，其导函数为 fix ) - a ! 0 /2, 因此可用 （15.6). 
至于右边的第二项，则可直接计算它的 Fourier 系数.最后将两个结果合并.当 
然/的 Fourier 系数 a 0 需要直接计算得到（见后面的例题 15.1.2 之解 2). 

15,1.2 Fourier 系数的渐近性质 

由 Riemami 引理（例题 10-2.6) 就得到这方面的第一个 性质： 


命题 15.1.3 若/为周期加的可积和绝对可积函数，则其 Fourier 系数{知} 
和 {& n } 必为无穷小量： lim = lim &„ = a 

n—too n—^oo 

利用命题 15*1-2 可知在 / 的可导性与 Fourier 系数的渐近性态之间的 联系: 


命题 15.13 设以加为周期的函数/在[- 7 C ， n ] 上除了有限个点以外均有 
k + 1 阶导数.如果其 fc 阶导函数 / ( fc ) 在 [-- K ,%] 上处处连续且严 +1 >在卜 7 C ， Jl ] 
上可积和绝对可积,则有 



命题 1 S .1, 5 设/是以加为周期的函数旦存在 a e (0 f l ] ? 使/满足 a 阶 
Lipschitz 条件： 


t/0) - /⑽ < ♦ _ 汉 1' 

其中 I 为 常数' 则成立： 

an=0 ( 士)，^ = 


证由本题的条件知，/在卜 An ] 上连续 t 因此其 Fourier 系数存在.在 
Fourier 系数公式 



f(x) cos nxdx 


(15.8) 


中令1 = 可得 


① a > i 是没有意义的 > 见上册 153 页, 
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a n = —- f Qt cos^Tii + it ) di — —^ | / ((十 ^~) cos Tit dt * 

J - lt-J n J-K 71 

将上式与 （15,8) 取平均得到 a n - [/(工） - / ( x + 音) cosnTdx . 

然后可以估计 如下： "" 

nft 

去 /⑷-/卜+吾 )+| cosn ； c | d;r 

J --*7 t 

f I 娜物 ■ 


这就 i 正明了& = 0 (+).类似地可证明〜 = o ( D . n 


15.1.3 Fourier 系数的几何寒义 

初学者一定会感到奇怪, Fourier 系数的计算公式 (15.1) } (15.2) 完全是积分 
运算，怎么会有什么几何意义？ 

实际上这里的几何意义是人们的一种想像或者一种类比,即将满足一定条件 
的函数集合想像为空间，并将几何学中的正交(即垂直)概念推广到函数之间.泛 
函分析等学科的发展充分证明这种方法具有极强的生命力.对于 Fourier 级数来 
说，这种观点也是非常本质的.本小节就是要用几何观点来解释 Fourier 系数和 
Fourier 级数的寒义. 

这里的函数空间是周期加的可积和绝对可积函数集合,其中有函数之间相 
加以及函数与实数的乘法.按照线性代数这就是一个线性空间或向量空间. 
然后在这个空间中引进正交概念.考虑空间中的两个函数/与 S , 如果有 

f{x)g(x) da : = 0, 

就称/和正交.在这个定义卡7三角函数系 

1, cosx , sina ; } cos 2 x, sin 2 x : , cos nx f sinner ，... 

中任何两个函数正交,因此称为正交函数系. 

现在考虑用三角多项式 

j n 

T n ( a :} = + cos kx + Bk sin kx) (15.9) 

来逼近函数/，其中的逼近误差，也就 是几与 / 之间的距离,是按照平方平均意 
义来定义的： 

d 2 U^ T n) ^ ^ 1/(^) - T„(a ： )J 2 dx, (15.10) 

** — "Tt 

这时就可以证明下列结论， 




§15-1 Fourier 系敌 


S 3 


命题 15,1.6 (Fourier 系数的最优性）设/是区间上的可积和平方 
可积函数 ®， 凡 ㈤ 是 （15.9) 中的任意 n 次三角多项式, S n ( x ) 是/的 Fourier 
级数 (15.3) 的部分和函数 

T 1 

乂⑷=乎 Qosnx + b n sin nx ) } 

k^i 

则有 


^( LS n )^< P ( f } T n ) t 

且当且仅当4。 = a 0 , = a *, Bfe = 6 fel A ; = 1,2,■ ,n 时成立等号. 


证直接按照定义 (15.10) 计算并作配方得到 

pH n _ 71 

(f(f，T n ): f - %a 0 A 0 - 2%^kA k + b k B k ) + —^ +tt^{A|+B, 2 ) 

' k=l 

/ f-^f-K± { at + b t) 

fc;i 

十 n 卜？。尸 十 J 2([ A k - a k f + ( B k - b k f ) 

■ fe^l . 

> f 2 — + fefc ) = ^{ f > S n )- 口 

31 fc;l 

注在右边的图中作出了命题的几何意 
义的示意图.如果考虑由所有 T n 构成的集 
合，问题就是要从中找出与/距离最小的一 
个三角多项式.这个问题的解就是其原 
因在于 t Euler - Fburier 公式在几何上就是/到 
三角函数系的正交投影,而&就是/到所有 
T n 的集合上的正交投影，因此&到/的距 
离最短. 

由命题 15.L6 还可以得到 
命题 15.1.7 (Bessel 不等式）若/于区间 [~ h , k ] 上可积和平方可积，且 
/( 工） 〜今 ■ 十 S (ttncosna: + sin no:) t 则有 

等 + :十 j 尸 ㈤ 如， （15.11) 

n=l J ~ K 

~© I 于 / 的 i 件要作些解释. 若 /在[一上常义可积,则也绝对可积和平方可积.否则， 
从/ 2 在 [~ n , n ] 上广义可积，由不等式^ 1 + { { x ) ~ 可以推知/可积与绝对可积. 
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证 从命题 15.1.6 得到 

I 2 - ~ _ 7C + bl ) ^ 0. 

J~it fc _! 

由于这对每个 n 成立，因此 (15-11) 左边的正项灸数的每个部分和均以右边的积 
分为上界，从而收敛，且使该不等式成立. □ 

注 1这个结果与 Fourier 级数的收敛性没有关系，由此就可以 得到如 = 
o { l ), b n ^ o { l ), 这里也不需要用 Riemann 引理. 

注 2 由此可知:在^;^+时，三角级数不可 

L n=0 n n^O 71 

能是可积和平方可积函数的 Fourier 级数 ®. 

15.1.4 例鼷 


例埋 15.1.1 证明：三角多项式 Pn(^) = J 2 Fourier 

级数就是其本身. * = ° 


证 三角多项式可看成是只含有限个非零项的三角级数，因此在 （-oo, +oo) 
上一数收敛，引用命题 15.1.1 即得（本题的另一个解法当然是直接计算). □ 

在用公式计算 Fourier 系数时,即使对于相当简单的/，也可能要作多次分部 
积分运算，计算量相当大.因此，除了要细心地按公式汁算之外，还应该学习（或 
发明）一些较为灵活的计算方法.为此在下面列举几种非常规方法供参考.此外， 
在学了逐项积分定理后还会有新的计算方法. 


例理15丄2求函数/的 Fourier 级数，其中 a: e (- ji ， tc ) 时，/⑷= a; 3 . 


解1利用 Euler 公式/ -cos^ + isine 在复数域进行计算往往是很有效 
的方法.对本题可以计算如下： 

ar 3 (cosna： + i sin ns) dsc 


% 


% 


- 

x - e ir 


K \ m 

{ 2(-1)" 

it 


3a; 2 


Anx 


x ^ e inx da: 


㈣ 


e 


6 ^Lnar 


(in) 


H ) 斗 1 )一(1 


12 


于是所求的 Fourier 级数为 

OO 

E (- 1 广 


2 tc 2 

n 


I) 


sin nx . 


① 低是 这两个 三角级 数仍然是其和函数的 Fourier 级数，它们的和函数不平方可积，但可积 
和绝对可积.见后面的例睡 15.2.3 和 15.2.4. 




§15.1 FouTier 系数 
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解 2 这 1 的工具是命题 15.1.2. 先用公式 (15.2) 直接计算出在（-上 
函数 ; e 的 Fourier 级数： 

2 f — 1^ -1 

I 〜 2_^ 」一 ^- sin nx y (15,12) 

然后从 = 刼和公式到 

x 2 ^ ~~ + ^ ^ ^ cos nx, (15.13) 

其中常数项是直接计算得到的 . 

由于在区间（ -^) 上的 # 不可能连续延拓为 周期加 的连续函数，因此不 
能直接用命题 15.1.2, 但可以采用技巧 （ 15.7) 将 P 分 解为： 

a: 3 = (a; 3 - 兀 2 a;) + % 2 x. (15.14) 

右边第一项可以延拓为满足命题 15.1.2 的周期 271 的连续函数，其导函数为 3/, 
因此就可以用公式 （ 15.6 ) 和 (15.12) 得到 ; c 3 的正弦级数中 shim : 的系数为 
3 4(-ir [1C 2 2( - if- 1 (- iri2 I (-ir-v n 

« 3 n ^ n 3 n ■ 


例题 15.1.3 设 / 为 （ 0, f) 上的可积和绝对可积函数 • 问： 如何将/延拓 
到区间（ -7^) 上，使其 Fourier 级数具有如下的 形式： 

OO 

d 2 n-i cos(2n — l)x. 

71=1 


解由题意要求 = 0,从公式 a 2fl = j /( a ;) cos 2 mda ： 可见，由于 
cos 2 U ；!： 在 [0,71] 上关于其中点为偶函数，根据上册°324页命题 10.4.5, 只要有 
/ ㈤ = - f ( n ~ x ) 成立就可以使上述积分为 0. 这决定了 /在 （ j ， TE ) 上的延拓. 
定义/⑼=/(^)-0,然后用偶延拓/(-4 = / ㈤ 将/延拓到 ( M ) 上即可. 
小结 将/以如下方式延拓： 

2； e (0, 号)， 




—/{it — a;), 


x ^ (号， n )， 
$ 二 0, 号， 


/(— ； r), x 6 (™7C,0). d 


15.1.5 练习题 


1. 求下列函数的 Fourier 级数： 

(1) sin 3 x + coa 4 x; 

(2) ax 3 + bx 2 + cx + x e 
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2. 将定义在(0, f) 上的可积和绝对可积函数/延拓到区间 （-TU) 上,使其 

CO 

Fourier 级数具有如下的形式：乞 b 2n ~i sin(2n - l)x. 

3. 证明： 函数 

1 c , 0 < x ^ JI , 

0, x — 0, 

- c t —n < x < 0 

的 Fourier 级数的前 2n + 1 项的和 5 n {a：) = ^ (a fc cos kx + b k sin kx ) 

具有形式 




S n [ x ) 


2c 

71 


4. 设 / eCHu ]， 证明 


sin 2 nt 
sint 


dt . 


a « = 0 (~^ T )， = 0(1^); 


如果又有/㈨ =/HO, 则 

5 . 设 / 是以 2 tc 为周期的有界函数且在 (- n , K ) 上逐段单调，证明 

士 )， &n ^ 0(-^)- 

(可在每个单调区间上用积分第二中值定理（即命题 10.2.2).) 

6. 设/是以加为周期的函数且在卜^]上可积和绝对可积，证明：用 sinx 
去乘/的 Fourier 级数的每一项所得的三角级数就是 /(a:) s;n;t 的 Fourier 
级数. 


rb 


Ci(s)6j (a^} di ― 其中 = 

^为規范正交系.设 / 在沁，&]上 


7,设 [«，bj 上的连续函数系满足条件 
^-1, 则称该函数系在 [a，b] _ 

可积和平方可积，定义 c n = /(a;)e n (;j：)d;r 为/关于 e n 的 Fourier 系数， 

Ja 

U = 1，2,…，证明 ：级数 £ cj 收敛,又问:当 n 固定时,取什 


么值时,平方平均误差 


n = 


i *6 


t _ 

- E a fc ejfc(a;)] 2 da; 


最小? 


8 .设 5 是周期为 1 的连续函数且 9 (^) dx = 0,函数/ e 1], 令 

Jo 


a n 


f ( x ) g ( nx ) dx : n - 1,2, 


证明：» 收敛. 





15,2 Fourier 故数的收敛性 
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§15.2 Fourier 级数的收敛性 

本节讨论 Fourier 级数在各种意义上的收敛性问题 f 其中包括点收敛，在 
Cesaro 意义下的收敛，平方平均收敛和一致收敛. 

为方便起见,在以下的叙述中只考虑周期 2 tc 的情况,但通过简单变换就可 
以将结论推广到一般的周期情况. 


15.2.1 Dirichlet 核和点收敛性 


Fourier 级数的点收敛性研究主要依赖于 Dirichlet 核（参见上册3幻页).利 
用 Euler - Fourier 公式和三角变换，将函数/的 Fourier 级数的部分和函数列 

n 

Sn (^) = - y - + y~^{afc cos kx + b k sin kx ), n = 1，2, …， 

用 Dirichle 积分表 示出来 ：^ 


1 r " t r 71 

Snh ) = 7 /( a : + [ f(x + i ) + f(x - t )] D n ( t ) dt , (15,15) 

71 J-ir 711 Jo 


其中是 Dirichlet 核 

« sin(n + ^-)x 

乃 n(T) = y ^ cos fcr = - : ~^ - ■ (15.16) 

队 ㈨ 是周期为加的函数,在一个周期上的积分值为 II (见上册 (10.12))： 


D n ㈤ da ; — 


(15.17) 


从方法上观察,局部化定理以及各种常见判别法都可以通过对 Dkichlet 核 
的研究而得到.在图15. 2 中作出了 D n ( x ) 在区间 [- tt ， 7i ] 上的示意图，其中取 
„ =： 9. I = 0为 D n ( x ) 的可去间断点，其极限值为 n 十是曲线的主峰高度. 

^ n ( x ) 的绝对值最小的两个零点土 Tt /( n 十 +) 之间的主峰下的面积当 b — oo 时 
趋于 n , 而其余峰谷和横轴之间的面积之和则正负相消趋于 0. 因此公式 (15.17) 
中的积分值主要就是由这个最髙的主峰提供的. 

^ n ( x ) 的这些特性值得当函数 3 ⑻在 r = 0处满足一定条件(例如可导）时， 
就能够建立 ^ 

Jim 4- I>n(^)s(^)^ = 5(0). 

n — m3o it J _冗 

这就是 Dirichlet 核的作用，即通 S 积分运算和取极限“提取”出函数？在 z = 0 
的值.若对 P 的自变量作平移就可以得到其他点的值. 

由此得到的第一个结果就是局部化定理，它是 Fourier 级数的一个特点.由 
于函数/的 Fourier 系数是按照 Euler-Fouxier 公式通过积分得到的，因此/的 
Fourier 级数 在点抑 的敛散性似乎理所当然地应当与/在整个区间 [~ TU , n ] 上的 
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性态有关.但局部化定理对此给出了完全不同的论断.有关点收敛的各种判别法 
也都是在这个基础上建立起 来的. 



图 15.2 


局部化定理即是对任意小的固定正数有渐近 等式： 

1 r s 

S n { x ) = — [ f {^ + t ) + f{x - i )] D n ( t)df + o ( l ) (n ^ oo ), 

n Jo 

利用 （15.17), 对于任意 3 就有 f 

~ s — [/( j ? + 亡 )+ /(m -1) - df . (15,18) 

这样就可以研究在什么条件下}的 Fourier 级数 于点; 1 ：处收敛于&由于 （15,18) 
的特殊形式，经常令 s = +[/(/) +/( aT )], 并在一系列条件下证明/的 Fourier 
级数收数于这个值.这就是教科书中的一系列判别法,当然它们都是充分性判别 
法.本书在这里不再重复. 

需要指出， Fourier 级数的点收敛性是一个十分困难的问题，即使对于连续周 
期函数也是如此.这里浏览一下已经取得的进展是适宜的. 

Curler 级数的点收敛的研究进展早期进展是举出发散的例子.要找到一 
个连续函数，使得它的 Fourier 级数在一个点上发散，这已经不是一个平凡的问 
题.自从 dii Bois - R^ymond (1873) 举出了这样的例子之后,发散点处处稠密的连 
续函数例子也已经找到.若在 Lebesgue 可积函数中考虑问题，则 Kolmogorov 举 
出了 /的 Fourier 级数几乎处处发散 (1923) 和处处发数 （1926) 的 例子. （几乎处 
处是实变函数论中的概念,在上册304页已有解释0 

另一方面， Luain 则猜 测连续函数的 Fourier 级数几乎处处收敛.由于以上的 
许多反例，在很扶的时间内很少有人相信这个猜测是正确的.这个猜测最终在 
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1966年为 Carleaon 正面解决，他证明了包含连续函数在内的 J ： 平方可积函数的 
Fourier 级数一定是几乎处处收敛的.这是一个引起轰动的重大成果 . (Carleson 
是 I " 2 年 Wolf 奖的获得者 .） 


15.2.2 Gibbs 现象 


由于 Fourier 级数的每一项是连续函数.因此容易知道，如果 Fourier 级数的 
和函数在某点不连续，则级数在该点的邻域中不可能是一致收敛的.但是对于 
Fourier 级数来说这里还有一个更为奇特的现象 t 即所谓 Gibbs 现象+这里的要 
点是，若抑是和函数的一个(第一类）间断点 t 则当^趋于吻的左侧或右侧时， 
部分和的值 &(〜） 不会收敛于 S ( x 0 ). 不但如此，下面的分析 表明， 这里的误差 
不会因 n 的增加而减少. 

为简单起见,我们先讨论具有典型意义的一个 特例： 

n=l 

其中 ㈤ 是周期加的函数： *5 ⑷=(0,加)，柳 ) = 0. 

在图 15.3 中作出了级数 (15.19) 的前10个部分和函数的示意图. 



同时在图 15.3 中还用两段粗黑直线表示级数 (15.19) 的和函数 5^) = 

I ： £ [- TU , 0) U (0,斗从图中已经可以看出，虽然只观察了前10个部分和函数，但 
在 I = 0附近的差值 \ S n ( x )~ 5( x )| 毫无趋于0的趋势，更为精确的性态刻画可 
以总结如下.（其中只叙述0 < 7 t 的情况,的结论是类似的 .） 




第十五章 Fourier 级数 


例题 15.2.1 (Gibbs 现象）记是 Fourier 级数 (15.19) 的部分和函数 

M , S ( x ) = ^- 为该级数在区间（0»上的和函数，则有 

r E ■ + 

lim max { Sn (工）一 5(^)} = — dt — ^ x 0-178 98, 

n—^oo n t l l 


证研究误差 S n ( x ) - S n ( x ) - S ( X ) 在； ^ 0 右侧的性态.直接计算得到 

^ r - = i + 1 t c ^ kx > 


因此就有（参见上册322页） 

㈤ 

(Jj ： 


D n (x) 


sin(n + -^-)x 


2 sin—a ： 


可以看出误差 e n ( x ) 的极值点为 = Km/(n + ^), m - 1,2, ■ ■ ■ ? 2 n . 其中当 

爪 为奇数时是极大值点 '当 m 为偶数时是极小值点（参见图 15.3). 

直接计算在这些极值点上的误差值:^ 饥 

u4 m) ) = s n (x^) - s(x^) = m) ) - 




~n + 1/2 


7 i , Jim 
T 十 2n + l 


— i \^ 血化#)) 则、 71 , 1 \ 

•寸 jD ， 

由于右边第一项可看祚为 Riemann 积分和式，因此当 ra — oo 时就得到 

r ™ ■ 丄 

lim e n ( x ^) =手 d 卜 

n—►oo Jq t L 

容易知道当 m = 1 时的极限值最 大②/ 即得到 


sint 7 C 


x 0.17898, □ 


注 1 若取工 n = c /打 ， n = 1，2, …，则类似地有 lim S n (-^-) = 

n^oo 打 q t 

取不 P 的 C 值,这样的极限值就会形成一个闭区间 [ CS {0-) : (75(0+)], 其中 C = 
-1 《 1.17898. 在图 I 5 . 3 上用 j/ 轴上的一个粗黑直线段来代表这个 

几 Jo 1 

区间. 


注 2 虽然以上只是一个特例,但可以用它以及它的平移来吸收一般的和函 
数中的所有间断点.因此以上所得的结论、常数 1 S % 以及注1中的内容都具有 
普遍意义. _ 

①可 以证明 o ^| b { S „( x ) - S ( a ;)} ^ 例如参考 [19] 的卷3第674 〜 675 小节， 

@不难证明变上限积分 r ^ dt 的最大值也就是在 z 处达到. 
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小结 若和函数有间断点,则不可能依靠 Fourier 级数的部分和函数 &(; r ) 
的 n 增加来改进近似计算的精确程度.这是在 Fourier 级数的应用中不能忽视的 
问题（可以参考[ 42 ]的最后一章 “ 三角级数之和”). 

注3以上证明的思想来自美国数学月刊87卷 （19 S 0) 210〜 2 12页. 


15.2.3 Fourier 级数的 Cesaro 求和 

到目前为止，凡是说到无穷级数 £ a n 收敛，就是指它的部分和数列收敛. 

这就是由 Cauchy 提出的无穷级数的&敛定义.但至少从 Euler 起，就已经出现 

无穷级数的其他收敛定义. Cesaro 求和就是其中的一种,它在 Fourier 级数理论 

中得到了重要的应 1( 参见第十三章最后的几个参考题). 

定义 设级数的部分和数列为{&}，定义数列 

+ • •■ + S n _ 1 

On = -- - -, 71 二 1， V .，， 

如果存在极限 lim 〜= a， 则称级数 g 如在 Cesaro 意 义下可求和，且定义 a 

n—oo u= i 

为级数 f 如的 Cesaro 和■由 Cauchy 命题（见上册31页）知道 f 若数列 {&} 

收敛于则其前 n 项的平均值〜构成的数列也收敛子 A 但反之则不然.因 
此若级数 f； 如在通常意义下收敛，则它在 Cesaio 意义下也收敛，且有相同的 

和.这表明在通常意义下收敛的级数而言， Cesaio 求和没有给出新的结果. 

然而在通常意义下的某些发散级数有可能在 Cesaio 意义下有和.例如级数 

00 

1-1 + 1-1 + --- = ^{- 1)" _1 

71 = 1 

的部分和数列为 Sn = l t = 0, fc = 1，2,…，因此该级数的 Ce ^ io 和为 
这就是 Euler 等数学家曾经提出过的和（参见 [ 2 6, 4 9】). 

初看起来这似乎有点荒谬，为什么要考虑(在通常意义下)发散级数的和？这 
样做有什么意义？下而我们先观察 Ces^o 求和在 Fourier 级数理论中给我们带 
来什么结果. 

命题 15.2.1 ( Fejer 定理）如果以加为周期的函数/在 [- i ^ j 上可积和绝 
对 可积， 并且在点抑处有左、右极限/(4)与 /( 斤)，则/的 Foxier 级数在点 
xo 处在 Cesaro 意义下收敛于 

如 /(4) + /W], 

特别是当/于点刊连续时，则 Fourier 级数在点办的 Cesaro 和就等于 f ( x 0 ). 


证 从部分和函数&⑻的 Dirichlct 积分 (15.17) 出发计算 < r n ( x ) : 经三角 
变换后可以得到 Fej ^ r 积分： 
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< Tn ( x ) 


7t 


rit 


rJt 


/(X + t ) ■ 


2n 


+ f(x - t) 
^_ —— 


sin ^-t x2 


sin 


Fn { t ) dt , 


其中的非负函数 


^( i ) 


sin If 、 2 


^in 


称为 Fej 紅核.用 / ⑷三 1 代入就得到恒等式（见 10 A 6 小节题 10): 

F n (t)dt = 1, 

这祥就可以利用 Fejer 积分和恒等式 (15.21) 将问题化为积分 估计； 
kn ($0) — 4r[/(^o ) + /( x 0 )11 


(15.20) 


( 15 . 21 ) 


/>« 




j/(x 0 + t) - f{x^)\ + ]/(o：o -t)- /(xp )| ) ⑴出 


现在对任意给定的 e > 0 取 5 > 0, 使得当 0( f ^时，有 |/(x 0 + t )~ /(4)1 < ^ 
和 l/(^o - i ) - /«)| < e 成立，于是就有 


r 6 


\f(xo + t)-f{xi)\-^\f(xo-t)-f{xQ){ \ F ^ dt < 


r 6 


F n { t)dt ^ e , 


这里利用了 Ffejer 核的非负性和恒等式（15,2〗}.再利用当 J i <兀时 

0矣凡(亡） s 」— - — -4 —’ 

W 7111 ( S m±sr 

就可以估计得到 

j : ( ’ q + AK)I 工 1/(抑―) ’/Ml ) 凡’ = 0( 士). 

因此存在 iV t 使得当 n > iV 时有 

戊 n(®0) - ^[/W) + f( x o)] < 2e ， 

这就是 

^^( xo ) = - y [/( x ^) + /( a ： o )]. □ 

注将 Fejer 积分的估计和 Dirichlet 积分的估计作比较，可见这里要方便得 
多，连 Riemann 弓 1 理也不需 要用. 原因在于 F^jer 核是非负的 ，而 Dirichlet 梭则 
是变号的（见图 15-2). 如前所示的 Gibbs 现象的根源都在于此.读者可以将图 
15.4 中的 f^jer 核的示意图与图 I 5 . 2 作比较.此外，还可以参考 ㈣ 卷 3 第 723 
小节关于正核的系统论述.在下一章关于 Wderstmss 逼近定理的证明中我们将 
再次接触到这种核函数方法（又称奇异积分方法). 
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由 Fejer 定理可以立即得到关于 Fourier 级数收敛的一个荤要结杲 ■ 

命题 15.2.2 设以 2 tc 为周期的函数/在[- 7 C ， ii ] 上可积和绝对可积，点 x 0 
是/的连续点或第一类间断点，如果/的 Fourier 级数在点刊处收敛，则它一 
定收敛于 /(抑）或 y [/ {^3") +/(^o )]• 

证设/的 Fourier 级数在点; r 0 处收敛于 s ， 则其 Cesaro 和也是但由 
Fej 知定理(命题15. 2 .1)知其 Ces —和为/(吻）或 +[/«) + / (町) ] ，可见命题 
成立. □ 

注结合前面提到的 Carleson 的工作，可以知道连续周期函数的 Fourier 级 
数展开式一定几乎处处成立. 

对于连续的周期函数，从 Fejer 定理还可以得到两个重要结论， 

命题 IS . 2 . 3 { Fourier 级数的惟一性定理）设/为周期 2; c 的连续函数，且 
其 Fourier 系数均等于 0： Oq = Q , a n ^ b n Q } n = 1,2，..‘，则/必是恒等于0 
的常值函数. 

证这时/的 Fourier 级数的每一项都恒等于0,因此部分和函数列(工 )} 
的每一项也都恒等于 0. 由此就知道 〜⑷ e 0, n = I , 2 , ‘ ■. ■从 Fejer 定理（命 
题 15. Z 1) 可见/三 0. □ 

注由此可知若两个连续函数有相同的 Fourier 级数，则这两个连续函数必 
相同. 注意：这与 Taylor 级数很不一样（参见命题 14.4.2, 68页底注和上册169 
苽的例题 6.2.4). 

命题 15*2.4 (关 于一致 收敛的 Fej ^ r 定理） 如杲/是以加为周期的连续函 
数，则它的 Fburier 级数在 Cesaro 意义下一致收敛于 /. 
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注1这只需要在命题 15.2.1 的证明中利用连续函数的 Cantor 定理(见§54 
节)即可. 

注2由于是 三角多 项式函数列，因此已经得到了关于周期连续函 
数用三角多项式一致逼近的 Weierstmss 第二逼近定理.这将在下一章中再作进 
一步介绍.（又见命题 ms 的注和参考题 I 9 .) 

15.2.4 Fourier 级数的平方平均收敛 

定义称函数列{九}于区间 [ a ,&] 上平方平均收敛于/，若成立 

f 6 . 

lim |/ n (^) - f ( x)( 2 dx - 0. 

从 Bessel 不等式（即命题 15.1.7) 的证明已知 

— j 2 — — +^), 

J 一打 k—l 

因此，若沪(/，&) = 0,则 Bessel 不等式中的不等号就可换为等号.这就是 
PaTseval 它又称为封闭性方程，是 Fourier 级数中最重要的公式之一. 

命题 15.2,5 (Parsevai 等式）设/在卜上可积和平方可积，/⑻ 〜 

O 0 

■^ + y ^( a n cos nx + b n sin nx ), 则有下列 Parsevai 等式成立： 

~Y + ( a A + 心) = 七 / 2 ㈤ dx . (15-22) 

Tt=l 

证这里只列出主要步骤，细节从略. 

(1) 先用连续函数在平方平均意义上逼近/ (参见上册333页题 5). 如果/ 
为广义平方可积，则还需要先用常义可积函数在平方平均意义上逼近/，然后再 
用连续函数逼近. 

(2) 对于连续函数，根据一致收敛的 Fejer 定理（即命题 15.2.4), 存在一个三 
角多项式几一致逼近这个连续函数. 

⑶然后再用&在所有几中的最优性(即命题 151,6), 并注意到 < P { f , S n ) 
随 n 增大而单调减少，可见成立 lim rf 2 (/,5 n )-0, 因此所求结论为真， □ 

71-^00 

注为了阐明 Parseva ] 等$的几何意义，只需要将函数空间中从正交开始 
的几何类比进一步做下去.将 f 1定义为/与的内积，并记为则 

就可以将 VITJ ) 定义为/ (作为 n 向量）的长度{或称为棋长).这时三角函数系 
巾常值函数1的长度为 拉' 其余的长度均为于是在/的 Fourier 级数中 
各项的校度就是和 n = 1,2,….然后再观察 Parsevai 等 
式 (15.22), 我们就会发现它就是平面几何与立体几何中的勾股定理在函数空间 
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中的推广.因此我们认为所讨 i 仑的函数空间是无限维空间，而这就是泛函分析学 
科将要专门研究的领域. 

下面我们举例说明 Parsevai 等式的一些应用. 

首先解决三角函数系的完备性问题.这里的问题是:是否存在三角函^数系以 
外的可积和平方可积函数 A 使 P 与三角函数系中的每个函数正交，且 々 ♦ 
0? 如果不存在这样的函数 A 就称三角函数系在上具有 完备性 . 4 


命题 15.2.6 三角函数系1, cosx , sinx ， … 
具有完备性. 


cos nx ^ sinna ;， …在卜兀， JT ] 上 


证 用反证法.假设存在与三角函数系中每个函数正交的可积和平方可积 
函数 A 则它的每个 Fourier 系数都等于0.由 Parsevai 等式 (15.22) 即有 

(ftn + © = 0 . 

这与假设 J " da ^ O 矛盾. 口 " 

注 1完备性概念也来自于日常的二维平面和三维空间.例如，在三维空间 
中两个正交向量组成的向量系是不完备的，但三个两两正交的向量组成的向量 
系则是完备的. 

注2由此又可以得到惟一性定理（即命题 15.2.3) 的一个新证晛因为对 
[-mj 上的连续函数#来说，从 f # = 0即可推出 p 恒等于 0. 

I —71 

Paxseval 等式的下列推广也很有用. 


命题 1 S . 2 .7 ( Parsevai 等式的推广）设 / j 均在 [ U ] 上可积和平方可 
积， { M ，{ M 是/ @ Fourier 系数】夕的 Fourier 系数，则成立 

去 /(咖(工) d:c = + ^( a n a n + b n 0 n ). (15.23) 

二 " n=l 

证 写出 /+S 和 /- 3 的 Parsevai 等式,相减除4即得. □ 


15.2.5 Fourier 级数的一致收敛性 

下面我们用 Parsevai 等式来谣明 Fourier 级数的一致收敛性 定理. 其思 路是: 
从 (15.22) 左边的级数收敛可以推出级数£ 卜 1 :叫 收敛，然后从导函数的 

71=1 八 

Fourier 系数出发并利用命题 15,1,2, ^ 

命题 15.2.8 设/是以 2tc 为周期的连续函数 t 并且在 [~ n , Ti } 上除有限个点 
以夕卜可导，又设(在任意补充有限个点上的值之后) 尸在 [-7^] 上可积和平方可 
积，则/的 Fourier 级数绝对一数收敛于 /. 
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证设/ ㈤ 〜爷+ 2 ( 〜 cos 似+ Min 似)，则由收敛性定理知该级数处 

Tl = l 

处收敛于 /. 由 M - 判别法可见，只需再证明级数 f 如与 g 绝对收敛. 

n=l ml 

设 ^ + D ( a f n cos nx + 6^ sinnz )， 则 < = 0 ，由 Parseval 等式有 

Y (尸 ㈤ 它 ( a ; 2 +&; 2 ). 

71=1 

可见级数 £ C 与 g C 都收敛.由命题 15.1.2 得到 

Ti = t 71= 1 

a n ~ ~ K ^ ^ - 1)2, ■ ■ * , 

从不等式 / 

l a «l = ^ (C + ’ n = 1,2, ■ ■ ■ 

可知级数 2 绝对收敛.同样可证，级数 S 心也绝对 收敛.口 

n=l n=l 

注由于在区间上的连续周期函数可以先用分段线性连续函数一致 
逼近,然后对于分段线性连续函数可以用本命题，因此就提供了 Wderstrass 第二 
逼近定理的另一个证明（参见命题 15.2.4 的注 2). 

本小节当然要讨论 Fourier 级数的逐项积分与逐项微分问题.但是这里都出 
现了与一般的函数项级数不同的结果.其中逐项积分出现了令人感到意外的好 
结果:不论/的 Fourier 级数的收敛情况如何， Fourier 级数逐项积分以后得到的 
级数必定收敛，而且述是一致收敛. 


命题 15.2.9 ( Fourier 级数的逐项积分定 g 设/为周期加的函数，在区 
间[- 上可 积和绝对可积，且 /㈤ cosm 十 则级数 

^ n-l 

2 一定收敛，并且对于 [-7^1 中的任意 a , 6成立下列逐项积分 公式： 

n=1 pb rb 0 O „fc 

f ( t ) dt = 十 乙 ( a n cos nt + b n sin nt ) df , (15*24) 

对于 a = 0, b = x 可以得‘ n=1 & 


O T 00 X. , 

則- 1 ] 出 = e I + m 画工 +1 “應)， 

- n=l 

且其中右边为等号左边的 Fourier 级数， 


(15.25) 


证 以下只对/为可积和平方可积给出证明.一般情况可见 [19, 361等. 
这时可用推广的 Parseval 等式 (15.23). 先将它改写为 



/( x )^( x ) da : = 


J -5 T rt=l 


cos nx + b n sin nx ) dx . 
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然后令 


5(^) = 


代入即得所求的 (15.24). 由于级数乙 


1, x £ [a, b] , 

0, iC G [ — Jt, (l) U (6,71]’ 

|®n| ^ |^i 


n 


收敛，因此其他结论显.然成 


立,而且最后的 Fourier 级数还是一致收敛的. 口 


注由 Fourier 级数的逐项积分定理可知一个三角级数+ E («n cos nx + 

n=l 

sin m ) 能够是某个可积和绝对可积函数的 Fourier 级数的必要条件是 _ f 
收敛. 因此，例如 " =1 

OO OO 

sin rue sinnx 
^ Inn J ^ lnltL 7 z 

之类的三角级数，由 Dirichlet 判别法知道它们在 (- 00 ,+ 00 ) 上处处收敛，但它们 
都不可能是任何可积和绝对可积函数的 Fourier 级数. 


但是 Fourier 级数逐项求导定理的条件却要强得多.如果以加为周期的函 
数/在 (~ n , n ) 上连续可微（这时由收敛定理知/的 Fourier 级数在（-上 
处处收敛于/)，仍然不能保证/的 Fourier 级数逐项求导以后得到的三角级数 
是尸的 Fourier 级数(参见参考题 15). 


命题 15.2.10 (Fourier 级数的逐项求导定理）设/是以加$周期的连续 

函数，在 [-71^] 上除了有限个点外处处可导，又设/ ㈤ £(^005^ + 
在上分段光滑，则对一切实数 x 成立下列逐求导 公式： 

/'(I—) 欠 oo 

- 2 -= ^ (dft cos nx + b n sin nx) 1 — y^(nb n co&tix - na n sin uz). 

n=l 7 i=l 

注在命题 15.1.2 中已经证明，只要 / 为周期加的连续函数，则在 f 与 f 
的两个 Fourier 级数之间就有逐项求导 关系. 那时并不考虑收敛性,证明也很简 
单,但所得的结果不能称为逐项微分定理.现在有了广分段光滑条件之后 t 就知 
道求导后的 Fourier 级数收敛于 [f ( x +) + />_)]/2. 如果广连续,则级数就处 
处收敛于导 函数广 若对/加更多的条件，则尸的 Fourier 级数可以一致收敛. 
这里的情况与一般的函数项级数的逐项微分定理也是很不相同的. 


小结从本小节可以知道，在一致收敛性、逐项求积和逐项求导方面， Fourier 
级数与幂级数完全不同.又从 Fourier 级数和三角级数之间的关系来看,也与 
la 级数和幂级数之间的关系完全不同（参见命题 14.4.2). 
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15.2.6 例题 


Fourier 级数展开和 Paxseval 等式在求级数和中常有应用.下面是几个例子- 

OO h 00 1 

例睡 15.2.2 求级数 E +与 I ： +的和. 

n=l ^ 

解由例题 15. L 2 以及收敛性定理，我们有 

2 L " J£ ^ J / 1 > n 

t 2 — ~—— K 4 ™ — J — cosru:, x e [—x, it], 

o -^― J 'nr 

n=l 

用 z = it 代入就得到 £ -V = ^ 然后利用 

n=l ^ ^ 

0^2 4 - (-l) n 

a 0 = — a n ^ ^~~^2 - ? = 0， n = 1，2，. ■ ■ ， 

由 Parseval 等式,就得到 ^ 

r lC / n \ 2 00 

i 严 4 ㈤ 

； TV =1 

由此解得 

OO 

E l _ 

n 4 90 

同样，对 / ㈤ = 无 3 , $ e (- id 的 Fourier 展开式 
x 3 = 2 ^(- l ) n (6 - 

n ™~ 1 

应用 Parseval 等式，可以為到 ^ 

+ f / 如 =E ( 2 ’ 奶 6 ’ W) 含) ， 

整理后得到 


•J 鼻 6 I ^ 48 tc 2 , 144 \ 

n )， 

再利用！与即可■! 1 含=基- □ 

例题 15,1.2 之解 3 在学了 Fourier 级数的逐项积分定理后可以如下求出在 
区间 (-«, TC ) 上 函数; r 3 的 Fourier 级数,并同时确定其收敛性. 

第一步与过去一样,先求出 (15.12). 然后逐项积分得到等式 

CJO 

x 2 — y ^(— l) n ~ 1 -^-(l - cosn ; r ), 

71 -1 几 

其中的常数项虽是个无穷级但可以 f 必去管它，只需直接接照公式 （ in ) 
( n ^ O ) 就可以得到所要的常数项^ S x 2 dx = ^, 因此就得到 Fourier 佘 
弦级数展开式 


,6 ， 


cosnx . 
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再用逐项积分方法得到等式 


x 3 = k 2 x +12 


(-ir 


sin nx . 




在第一项中将 I 用它的 Fourier 级数代替，就得到与解1相同的答案. □ 

下面将对于系数单调的 Fourier 级数作讨论，其中的方法和结果都很有意义, 
同时与过去的许多讨论也有联系.这里的材料见 [191 的卷3第666小节. 


例鼸 15.2,3 设数列 { b n } 单调收敛于0 ; 且已知级数 f | 收敛，则函数 

n 

f ( x ) = 2 6 n sinru : 于区间 [- Ji , %] 上可积和绝对可积. 


n 


证 从函数项级数的 Dirichlet 一致收敛判别法知道时连续，因 
此只有 z = 0有可能是瑕点.以下只需要证明 z = 0为瑕点时|/|在 [0^] 上广 
义 可积. 为此将下列积分作 分拆： 

» fic/k 

" |/( x )| dx . 


|/( x )| da ; = ^ 


n /( Jt + l ) 


对于 n/(k + 1) d < n / fc 时的函数 / 作估计如下: 


i/Wf ^ 


bi sin ix 


bi sinia ：| 

其中右边第一项不超过 S k = b ,+--- + b kt 而 i 二项可利用 { b „} 非负单调减少 
的条件和 Abel 变换 (13.20) 估计如下(参见例题 14 L 7)： 


bi sin ix 

i=fc+I 




% 


因此就 f 

f t/(a ： )Sdx< [ S k + {k + l ) b k ] , 

令 = …， n 代入并相加，就得到 

— s k 


% 


S k 


L k{k + l ) 


h 


1/ ㈤ 叫 + 


对右边第一项利用例题 13.2.7 中的类似方法可以得到 

n n fc n n 

^ mIi) 啡 1 m) 



k{k + l ) 




S n 


fc=L ' " k;l f i=l i^l k-- 

从 — o 可见右边第二项当 n — oo 时也趋于 0, 因此有 

°° Sn _ V ' 


n + 


E 


并最后估计得到 


广 n 


Jf /( n + l ) 


n(n + 1) — ^ 

n=l 

_| da ; < 
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因此积分 


1/ ㈣ da ： 收敛- □ 


例麵 1 S .2.4 设数列 {& n } 单调收敛于 A 且已知/ ㈤ = I ： 心 sinm ： 于 

[- 1H] 上可积，则乙 sinna; 是/的 Fourier 级数 . 

证由于/于 IV 0时连续,只需讨论 t = 0为瑕点时的情况.利用广义积分 


rsr 


的 Abel 判别法可知积分 


/ ( x ) cos nacdj ? fO 


_ f (; r ) skirw ? fl ; c 均收敛.由于 / 为 


奇函数，因此就得到 a n -0, n -0, l , --, 以下只要证明心= 2 

n = 1，2,…. 

写出 


f(x) sin nx da ;, 


rJC 


fit 


f(x) sin nx dr 


bk sin kx sin nx dx , 


从伽}单调收敛于 0 t 又用三角变换和 Jordan 不等式可知对任意 m > 1有 


^ sinfex sin nx 




smnx 




x/tz 


T 17 t , 


sin ( x /2) 

因此从 Dirichlet 一致收敛判别法知道积分号下的级数在 [ Oj 上一致收敛，用逐 
项积分计算就可以得到所求的结果. □ 


非 Fourier 级數的三角级 g 合并以上两个结果就可以知道当 {&} 单调趋 
f 0时,处处收敛的三角级数 E b „ sinn ^ 是其和函数/的 Fourier 级数的充分 

n=l 

必要条件是数项级数£ | 收敛①.因此在 Bessel 不等式（即命题 15.1.7) 后 

n^l n 

注2中举出的例子^ (0< P <~) 仍然是其和函数/的 Fourier 级数， 

当然/不平方可积.不难证明该注中的另一个例子也是如此 ®. 

DO ■ 

但在命题 15.2.9 后所举的例子，如 g ■等,则确实不是 Fourier 级数, 

而且它的和函数一定不是可积和绝对函数. 

关于三角级数何时必为 Fourier 级数有下列著名结果，上面的例题 15.2. 4 只 
是它的一个持例. 


命题 15.2.11 (du Bois Raymond 定理） 在以下两种情况下的三角级数必 
是其和函数的 Fourier 级数：⑴在区间[-上处处收敛的三角级数的和函数 
在[-^]上常义 可积; （2) 在区间 [-71,71] 上除有限个点外收敛的三角级数，其和 
函数在上绝对可积. 

① 这里可以与例题14丄7和14丄 S 的结果进行比较，可见要使得 f hsltt 似在(― ™,+ oo ) 
上一致收敛的条件要强得多， 

② 这是因为对于余弦三角级数有与例题 I 5. Z 3 和 15.2.4 类似的结论,证明也是类似的. 
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在三角级数展开方面的重要结果还有展开的惟一性定理(请与命题 15.2.3 在 
条件和结论两个方面进行比较). ^ 

命题 15.2.12 (Cantor 定理） 如果有两个三角级数| ^ ( a n coenx + 

& n sinra ) 和 E ( Oncosnaj + Asituix ) 在 [- ti , k ] 上收敛于同一个函数，则 

^ n=sl 

这两个三角级数必值 a „ = a „ (n = 0,1, ■ ■ ，)， b n - f 3 n (n = 1，2, ■ ■.). 

小结 虽然我们不能在这里证明这些定理，但还应当理解它们的重要意义 
(证明见叫]的卷3第733〜734小 节)： 这就是在理论上证明了，在三角级数展开 
式中我们所见所用的绝大多数情况都是 Fourier 级数展开式. 


15.2.7 练习题 


x e (0, 


将函数/⑷ 


展开为余弦级数，并求数项级数 


x —^ - ， x ^ (号，冗) 


oo m^-l 

的值. 


2. 设对于 a > 0 有函数 /(; r ) 


1 e |0,号]， 


将/展开为：⑴余弦 


一 — ， t r 1 - - - \ / | f- ■—丨 -p ■，- -■■kv \ / 1 

卜 一 I , x & (了， a ], 

级数，⑺正弦级数. 

3-设 a 为非整数,利用/ ㈤ = cosa^xG 的 Fourier 展开式，证明下 

列关于余切函数和余割函数的部分分式展 开式： 


cot T = — + V ' { —— - 1 ——~~ 

x ^ \ x ~rm x + nn 

n=^l 

Oo 

esc x = — + (~ i) n ( ——-— I —— 

x ^ V x — nil 2 




n 2 n 2 


nn x + nn / x 




x 2 — n 2 ir 2 


的和. 


且求出级数 I ： 2 - - g 的和. 

4. 将下列函数 f h ^ Tt ] 上展开为 Fourier 级数： 

⑴ /(a : 卜 |sin4 (2) / ⑷ = 6 

I 6 x , x e [0, n ]. 

5. 将下列函数展开为正弦 级数： 


( l )/( a :) = | siii 4 (2) /( x ) 


(1) = e~ 2x ,x e [0, ir ]; (2)/( x ) 


cos 乎 ， are [0,1), 

0， x € [1,2]. 
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6. 将下列函数展开为余弦级数: 


(1) f ( x ) = x{n ~ x) z xe [0, n }； (2) f ( x )= 



7 ‘设 


Tl — X, 



0 <X 

x = 0 ? 

一 7 C < 丨 < 0, 


I e {0, 子)， 

[n ]， 


⑴求 / 的 Fourier 展开式; 


(2) 讨论 / 的 Fourier 级数在 (- it , 7 t | 上是否收敛于/,是否一致收敛？ 

8.设/在 [- it , n ] 上可积和绝对可积，证明\^ > 0,存在三角多项式 P n { x ) = 

n 

E (也 cos fca; + 执 sin An ), 使 

fe =0 

\ f { x ) - P„(a ： )|d 工 < e. 

J -7? 


9. 设 / 为周期加的连续函数，且已知/⑻〜 E ( a rt cos nx-^-bn sin rue ), 

证明： 若右边的级数一致收敛,则其和函数一定 /. 

10. 设0 < a < 7 t , 利用函数 


/(^)= 



|xj < a ; 

a ^ |^| < 7 C 


阶臓 ㈤ 等式，細级数的和 


oo 

£ 


71—1 


cos 2 na 


§15.3 对于教学的建议 


15.3.1 学习要点 

1. Fbuder 级数与幂级数是两类最重要的函数项级数.如果说幂级数的通项是 
从计算角度来看最为简单的单项式，则 Fourier 级数的通项就是最简单的 
周期函数——正弦函数与余弦函数.将一般的周期函数展开为 Fourier 级 
数具有重要的理论和应用价值.在许多具体的应用领域中 Fourier 级数的 
每项均有物理意义，而幂级数则不是如此. 

2. —个 函数的 Fourier 级数并不一定收敛，也不一定收敛于这个函数本身.但 
与 Taylor 级数相比, tWer 级数的收敛条件还是很宽的.可以说 Fourier 
级数是至今为止我们遇到的最优美的一类级数 f 这可以从以 下几个 方面看 
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出：局部性定理 ; 收敛 条件 ; 逐项积分与逐项求导的 条件 : Fourier 展开式的 
最佳均方逼近性质 ; 三角函数系可以构成无穷维空间的规范正交基等等 . 

3. —个具体给定的周期函数的 Fourier 系数的计算，持別是在函数的周期为 
2; / 均的情况下，是比较费力的事 . 在习题课上，应当举出一些具体计算 

给定函数的 Fourier 系数的例题 ： 结合一些计算技巧，耐心地将 Fourier 系 
数计算出来 . 在练习题中 , 也应诙含有这方面的习题 . 然而，这方面的例题 
与习题都不宜太多，因为 Fourier 级数理论的核心部分是 Fourier 级数的收 
敛性 定理、 Par^val 等式与一些相关结果的证明或应用，如果让学生觉得 
Fourier 级数理论主要不过是按公式计算 Fourier 展开式，那就不能算是成 
功的教学 . 


4 . Bessel 不等式和 Parseval 等式体现了周期函数的内在性质，在分析估计中 
非常有用 . 本章在这方面给出了较多的介绍，还应当指出 PaxscvRl 等式在 
证明 Wirtinger 不等式中的妙用 . 


15.3*2 参考题 


设 / 是以 2tc 为周期的函数且在 (0,2tc) 上可积和绝对可积 , 证明 : 


⑴如果 / 在 （ 0,2tu) 上单调减少，则 


2冗 


f(x) sin nx dj ： > 0, n = 1 ， 2, 


⑵设 / 在 (0,271) 可导且 r 在 (0,271) 上可积和绝对可积，如 果尸在 


p2k 


(0,2jt) 上单调增加，则 /(a;)cosn2：dT ^ 0, 77 = 1,2, 


⑶定义 P (： T ) 


/(*) 


dt，T e [0 f 27c], 如果 F 在 (0,271) 上单调 


增加，则有与 （ 2) 相同的结论 . 


r2lt 


2 • 设/为区间 [0,271] 上的下凸函数 , 证明： /(^cosn^dx >0Vn^l. 


3 - 设 / 是周期 2ti 的连续函数 , F h (x) 


(• x^h 


2h 


/ ⑴ df, 其中 /i>0, 


x-h 


(1) 证明凡是以加为周期的连续可微 函数； 

(2) 证明对 W > 0, 3/1 > 0, 使在 [u] 上一致成立 |/㈤— 凡⑷丨 < G 

(3) 利用命题 1H8 重新证明 Weierstrass 第二逼近 定理； 

⑷汁算凡的 Fourier 级数 . 

OO 

4. 设 / 为周期 2tc 的连续函数， /㈤ 〜爷 + [(‘cosT^ + ksinn ：!：), 定义 


作 ■) 
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f(t)f(x + t) dt, 


计算 f 的 Fourier 系数，并证明：⑴关于/的 Parseval 等式， （2) F 的 
Fourier 级数一致收敛. 
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?1 ■ I n oo 

5 . ⑴利用 sS COS a 出和 DirichW 核求 E 之和. 

fc =\ K k ^\ Jo 灯 ； 1 a 

(2) 用类似的方法求 H -产 之和. 

6. 从上题的 （1) 所得的^果出发，直接证明以下展开式成立： 


G ain 2 fej ： 


% _ x _ 

T ^ T 


, 0 < a ; < X ； 


如 g sm(2fc - l)x % n 

⑵备 一 krr^T， 0<2：<n; 


Oo 


⑶ s 


l) n - 


n 


siring 




, \ x \ < Tl ； 


2 oc / . I 、打 

⑷‘令 + 4 石 M <,； 






T 


(6) .3,^6 g + 2^ 二 f ^，吖切 

ljL n=l 卩 


7. (Steklov 不等式)设连续函数 / mo . lt ] 上分段可导，且 f 在 [0 : ii ] 上可积 
和平方可积,证明：只要条件 ⑴ f / = 0和⑵/⑼=/ ㈨ = 0之中有 一 
个满足，就成立不等式 ° 


pit 

0 


f ,2 { x ) 


/ 2 ㈤ 也 
fo 


且其中成立等号的条件为⑴ /㈤ = Acosx , (2) f { x ) = 5 sin a ：, 

S, (Wirtinger 不等式)设连续函数 / 在 [^ Tt ] 上分段可导, f {- K ) - /(7 T ), 巨 
尸在 [- M 上可积和平方可积，又 r /⑷仄 证明： 


.n 

-Tt 


J-71 

r 兀 

f , 2 ( x ) dx ^ 

J-7 ： 


/ 2 ( x ) dx ， 


里仅当 / ㈤ =jcosx + Ssim 时成立等号. 


9. 设周期 2 tc 的函数/及其导函数 f 均分段连续， 证明： /的 Fourier 级数在 
不含有/的间断点的任何闭区间上一致收敛. 


10. 证明：⑴ I ： 


smrj ^ 

n 




sin 2 n 




n~l 

~2~ 


;(2) E 


00 sin 2 n 




n ， 


11. 设函数 / 是以 2 JI 为周期的连续函数,不恒等于0, a 


rs 




f ( x ) sin kx di 


f ( x ) cos kx dx = 0, fc = 0,1, ■■- , 


证明： / 在任何长度大于加的区间上至少改变符号 2 n + 2次. 
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12.设/是在区间[0, +00) 上的单调连续函数，且 f {+ oo ) = 0,证明 

r+fX 

lim f ( x ) smnx = 0. 

^ - " 00 Jo 

设 /( x ) = Yi Ve _7 i sin / x ; r ， 证明 ； max |/( x )] ^ 

n= y 7CG 

14. 对于收敛于 _ 0 的给定正数数列 {^ n }, 证明： 存在连续函数 /， 使得/的 
Fourier 系数 { a n }, { b n } 对于无限多个 n 满足不等式 

| a n | + \ b n \ > 

15. 设/ € C [-^ n ], 且其导函数 /' 可积和绝对可积，若有/(4 〜 f + 
Yi («« cos nx 4 - b n sin nx ), 证明： 

n=\ 

oo 

尸⑷ ~ + [I ㈣ n + (-1) TI C) COSIi x — na n sin nx\^ 

n=l 

其中 c = [ f ( n ) - 且有 c = lim [(-1 广 ' M . 

n—^oo 

16. 设三角级数+ ^ { a n cos nx + b n sin rta ：) 有极限 c = lim [(- l ) n ~ 1 n 6 n j J 

1 n=l 

又有可积和绝对可积函数 V 满足条件 

OO 

< p ( x ) 〜号 + y ^[( nb n + (™ l ) n c ) cos 7 ij ： — na n sin nx ], 


证明上述三角级数处处收敛,为其和函数/的 Fourier 级数： 

oo 

/㈤ 二令 + EK cos nx + sin nx ), 

n—1 

且在 v 的连续点上成立 f ⑻= 9(xy 

17. 利用上题 证明： 三角级数 E 2 H 似 是某个连续可微函数/的 
Fourier 级数，且/满足微#妥程/〃 + / = - sin A 并求出/ 

18+ 证明： 在区间上的可积和平方可积函数空间中，由有限个函数组成的 
正交系不可能是完备的. 


19 - (de la Vallee Poussin 核）设 / 是以加为周期的连续函数，记 


V n ( x ) 


(2 n )!! 


2 x (2 n - 1)!! 


/ ⑷ (cos 


t ~ x 


2n 


dt 


证明：⑴ V； 是 n 次三角多项式， （2) 函数列{V；}在 (-00, +0 0)上一致收 
敛子 /. 


20. 证明： 三角级数 


COSX 


cos 2 x 


+ ■ ■ ■ + 


cos nx 
n 


+ 


的部分和函数 S n { x ) > -1, 并且 lim min - In2. 

n-^oo 



第 + 六章无穷级数的应用 


无穷级数作为一种分析手段具有多方面的应用，本章只介绍其中的几点供 
教学中参考. §16-1 节是级数在积分计算中的应用， §16.2 节讨论级数求和问题， 
§16.3 节是关于 Weierstrass 逼近定理的证明方法及其应用， §16.4 节用无穷级数 
构造一些具有特殊性质的函数.最后一节为学习要点和参考题- 


§16.1 积分计算 

从第九章不定积分已经知道 t 初等函数的原函数未必是初等函数.因此在第 
十章中用 Newton - Leibniz 公式计算积分的方法的适用范围是有限的.在 12.3.2 
小节（见上册390页）中列举了几个特殊的广义积分的计算,可以说每一个例题 
都有其特殊的方法.本节将从方法论的角度介绍无穷级数在积分计算中的应用- 
这方面的更一般性讨论见后面第二十三章的含参变量积分. 


16 . 1 . 1 关于逐项积分的补充命翘 

利用函数项级数的逐项积分法可以计算出许多在定积分或广义租分理论中 
无法计算的积分.对于常义积分来说，应用一致收敛充分条件下的逐项积分，或 
者 A rz da 控制收敛定理（命题 14.2.4) —般就可以解决问题.但是对于广义积分 
问题则还需要补充几个新的工具.下面只对无穷限广义积分写出保证逐项积分 
成立的两个命题,它们当然可以推广到瑕积分上去. 


命題 16.1.1 设在区间 [ a , + oo ) 上的连续函数列 {/„} 单调收敛于连续函数 
又设每个 九 （n = 1,2,…）和#均在区间 [ a ， 十 do) 上广义可积，则成立 


lim 


f n (x) dx ™ 


ip(x) dx. 


证 为确定起见，只对函数列 {/ n } 单调减少的情况写出证明.对于 A>a 


写出 


(K 




fn(x) - 


^p(x) dx 


(16.1) 


=[A( 2 ：) - ^)3^ + dx. 

■ft L 

利用 {/n} 单调减少收敛于％取定况，_于_^和^在 [ a , + CC ) 上均广义可积， 
闲此对于任意给定的 e > 0,可以取定 A 使得 



§16.1 积分计算 


107 


(K 


-hoo 


f N [ x ) - dx < e . 


A 


• 十 w 


r+oo 


因此当 n > iV 时 （16.1) 右边的第二项满足估计: 


CK 

然后在区间 [^ A ] 


[/ n ( i ) - ^( x)j da : ^ [/ jv ㈤ -咖)]如 < s . 

1 利用 Dini 定理知道 {1} 一致收敛于％因此存在爪> ' 


使得当 n > M 时 (16.1) 右边的第一项也小于 e - 口 


注对于函数项级数有相应的结论，从略. 

为了建立更一般的充分条件.这里需要引入一个新的概念 - 

定义设函数列{九）中的每个函数在区间[^, + oo ) 上均广义可积.如果对 

「+00 

于任意^ > 0,存在> a , 使得当 A > 时 fn ( x ) dx <£ 对于所有 n 同 

JA 

、+oo 

时成立,则称广义积分 U ( x ) dx 关于 n —致收敛. 

I A 


命题 16.1.2 设在区间 k + oo ) 上函数列 {/„} 内闭一致收敛于函数％又设 
Un } (n - 1, 2 ，+ 1 ，）在区间 [ a , + c «) 上的广义积分关于 n —致收敛，且极限函数 
p 于 [ a , + oo ) 上内闭可积，则成立 

r+OO f + OO 



f n { x ) dx = 


( f { x ) dx . 


证（只列出主要步骤）先用 Cauchy 收敛准则证明 p 于 [ a , + oo ) 上广义可 
积，然后可用三分法估计如下： 


r+oo 


r +°° 


fn{^)dx 

rA 


ip ( x ) da ; 




I 咖） 一 /n ㈣ dx + 


+ 00 


A 


^( 2 :) <ix 


+ 00 


A 


fn(x) da; 


□ 


注将上两个命题所要建立的等式改写为 

r*A 


lim lim 

71—►OO j4 ― ► + 00 


fn { x ) dx 


lim lim 

A —00 


A 


/ T » dx , 


{16-2} 


并应用极限顺序交换的基本原理（命题 14.2.1 后注2)，就可以知道上述命题中 
的广义积分关于 n 的一致收敛条件可以更换为 


lim 

n-+oo 

关于 Ae [ a , + 00 ) 的一致性. 


A 


fn (^) 


A 


^( 1 ：) dx 


16.1.2 例题 

首先指出，这里的要点是将积分计算问题转化为级数求和问题.在这之后的 
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问题从数值角度来说就是近似汁算问题.至十是否所求的积分值都有简单的表 
达式，即能够用熟悉的常数和有限次初等运算得到，那当然不一定. 

例题 16.1.1 出现在一系列应用问题中的积分 

严/2 , --- 

E ( k ) - yl — k 2 sin 2 ip (16.3) 

称为 第二类完全椭圆积分 ; 其中 (0,1) 为参数. 试将执 幻展开为 fc 的幂级 
数，并利用它研究椭圆周长近似公式 

A =号 [a + b + 以 ㈣ +朽] (16.4) 

当椭圆偏心率充分小时的误差的渐近性态，其中《 > 6 > 0为椭圆的长半轴和短 
半轴，偏心率 e = V^¥/a (公式 （16.4) 来自上册356页的例题 11.3.3). 


解除了 fc = 0,1之外这个积分的被积函数没有初等原函数（参见上册297 
页)，但要将 E ( k ) 展开为幂级数则是容易的.在 （1 - 4 1 / 2 的 Maclaurin 级数中 
令 j ： = fc 2 sin 2 p 代入 t 就得到 

(1 一 fc 2 sin 2 ^) 1/a = 1 一 £ H ^ ^ 扒 0 < 1. 

以々为参数，以 V € [0,7 t /2] 为自这是同号函数项级数，从 DM 定理可知一 
致收敛,因此可以逐项积分，这样就得到所要的展 开式： 


m 

補圆周长可以表示为 




(2 n - 1)!! y p ' 
( 2n )\\ ’2 打 -1 


s = Aa \/l - e 2 sin 2 ip dip = 4aE ( e ), 0 < £ < 1 ， 


因此就有 


B = 2 恥 (i - 士 — -_ 备 〆 


175 .s 
16384 


- "65 536 £l ° - 1048 5 576 + 0 (’）（ s ’ 0 )' 

同时将近似计算公式 (16-4) 右边按 £ 展开，并与上式比较 得到： 


(16.5) 


3 — 2na 


16384 


e b ) +0(£ 10 ) (s —0). 


注 本题取材于 [43] 卷 2 第八章 §7. 其中还有椭圆周长的另一个近似公式 

S2 — n(-^-(a + b) — y/ob). (16.6) 

采用同样的分析方法可以知道 

sa — ^ + 2na ^ 16 ^ 84 . 〆 )十。匕 10 ) ^ 0 ), 

容易肴出,这两个公式的误差符号相反，若采取加权平均的方法就可能得到更好 
的结果:将 （16.4) 乘 3/ S 与 （16.6) 乘5/8再柑加 t 就得到新 公式： 

s A ^ n^(a + b ) + ^ V 2 ft 2 + 2& 2 - 音 ㈤ ) - (16.7) 
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可以发现新公式的幂级数展开式的 P 项和项的系数与 (16.5) 的展开式完全 
相同.这里前者是预期的，而后者是意外的.于是误差的级别为0 卜 12 ) : 


5^ = s + 2 na 


1048576 



+ 0{£ U ). 


从数值计算可以知道，这个近似公式不仅在 e 充分小时有效，而且直到 e = 0.9 
时的相对误差还小于 lo - 4 . 


利用极限顺序交换的方法可以较简单地计算命题 12.3.7 中的 Euler-Poisson 
积分（即概率积分). 


例题 16.L2 利用 lim 



{ x ^ O ) 证明: 


r+oo 

Jo * 



dx = 


\/n 

~2~ m 


解用平均值不等式可以看出 


n 


1 + 


x 

n 




1 + n (1 + x 2 / n ) 


n+1 


Titl 




n +1 


n + 1 


闵此在区间 [0,+ oo ) 上函数列 
应用命题 16.1.1 即有 

lim 


x 

n 


单调减少收敛于极限函数 . 




n 


da ; 


e -* 2 dx . 


用变量替换 : r = v ^ tant 计算左边极限号下的积分 如下: 


r+OO 

)0 


n 


dx — \/n 


■ jc /2 


COS 2n ~ 2 tdt 


一 2 (2n - 2}N 

这里最后一步利用了 Wallis 公式 (11.29), □ 


\/n% (2n - 3)N ^/nn \ _ sfk 

— 2 ■ ▲ = 丁 


例题 16.1.3 (Euler 积分） 证明： 若 0 < p < 1 ; 则 

r+°° j 

dx _ n 

3^(1 + a:) _ sinTCfi * 

证 将积分拆开为区间 [0,1] 和 jl ，+ oo ) 上的两个积分. 

在区间 （ o , i ) 上 xP{1 \ x) 它在 (0,1) 上虽然不一致收敛， 

何除去第一项之外，级数的部分和上一致有界，因此可以根据 Arzda 定 
理（即命题 14.2.4) 交换积分与求和的顺序®，得到 


①若不用 Arzela 定理，则可以用1 4 . 2 .4小节的题 5. 
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I 1 

Jo 


da ; 


^(1 + x ) 


去 + D-i 广叫 ―六 

n=l / ^ 

t (-ir (~i) n - 1 

n + 1 — 7 ? 


+ ^{-l) Tt x n - p dx 


p 


n- p 


对于 ( l ,+ oo ) 上的积分可作变量替换变为 [0,1] 上的积分,经同样计算得到 

r+cc 


dx 


x p (l + x) 


dx 


o x l ~ v {\ + x) 


E 


n - (1 +p) p 




(-ir 

7 i 十 p 


合并两个结果得到 

r+oc 


da ; 


x p (l + x ) p 


二 ++ D - 1 广 


★+ E (- d ' 


p — n 


2 p 

- T ? 


p + n 


最后利用余割函数 csc ^ r 的部分分式展开式就得到所求结果.（孩公式见 15.2.7 
小节练习题3,也可以从 sinx 的无穷乘积展开式 （13.27) 求导得到 .）□ 


注本题的积分有各种不间的形式，例如 




r^-oo 


1 +工 


1)， 


—1 

1+x n (0 < ^ < ^) 


等.此外,上册402页参考题 S 中的所有公式均为本题之特例，且其中的参数 m ， 
n 等都可以不限于正 整数. 读者可以对比两处所用方法，从而知道在积分计算问 
题中我们已经取得的进步. 

在上册 4 01 页引进了 : r > 0时的 r 函数的积分定义,在例题 13.4.4 中又引 
进了它的无穷乘积定义.利用积分号下取极限的过程，我们可以证明当 x>QBi 
两个定义是一致的. 


例题 16.1.4 当 ; c > 0时成立 

「+ 00 

V{x) = dt 


lim 


nln ^ 


; c ( a : 十 1) … (x + n ), 

证在广义积分中作变量替换 f 二 In 当 * 从0到 +oo 0寸， s 从1到于 
是得到 


r ⑷ 


111 


ds . 


利用 


In — = lim n(l — s n ) 7 

S 71^00 


而且右边的极限过程关于 n 单调,就可以用命题 16.1.1 得到 
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rtxi 


= lim 

n—►oo 


\ n{l - s n )]^ -1 ds . 


丄 


对于右边的积分用变量替换 S n 然后分部积分就可以得到所要的结果* □ 


16.1.3 练习题 


1. (广义积分的控制收敛定理）设函数列 {&} 在 (- oo ,+ oo ) 中内闭可积，且 
内闭一致收敛于函数夂如果存在函数 K 使 \ s n ( x )\^ F ( x ) 对于每个 n 和 

+ OC 

dx 收敛,证明： 


每个： c 都成立，目_广义积分 

' + 00 

lim S n ( x ) 


r + 3 C 


S { x ) dx . 


2 .设 £ 的系数均非负，收敛半径为十 oo t 和函数为 Six ']. 证明： 如果 

71=0 

CC f + oo 0o 

E a nnl 收敛,则广义积分 e ^ x S { x)dx 也收敛,且等于 E a n nl 

n=0 Jo tv=0 

(去掉系数非负条件后本题结论仍成立，这时可以利用命题 16.1.2 后的注 .） 


3. 证明以下结果: 


(1) 

(3) 

4. 证明: 

5. 证明: 


ln(l — x ) 
x 




lnj ? ln(l — x)dx ^=2 
00 

x~ x dj ; = [) 

0 n=l 

r+oc 


rr 




( 2 ) 


⑷ 


lna: dx ^-4 - 


□ 1 - f 


X 


0 


e x - e " 


dx 


jr _ 

T . 


xe 


1 + ^ 


2 




2 2 2 2 4 2 


+ …十 


x 


2 t \ 


[(2n)!!] ; 


■ - • I dx = e " 2 ■ 


§16.2 级数求和计算 


本节列举了级数求和的各种方法供读者参考.其中级数和的概念是在通常 
意义下的.关于 Cesaxo 求和概念见 15.2.3 小节,本节不再讨论. 


16.2.1 级数求和法 

对于收敛级数来说,原则上已经可以通过数值计算来得到级数和的近似值， 
但如果能够发现某个级数的和可以用已知常数经过简单运算得到，则当然更好. 
由 Euler 解决的 B ^ el 问题，即求出 
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就是级数求和方面的一个光辉 例子. 在得到这个答案之前， Euler 已经汁算出级 
数和的近似值 1-644 934 …直到如位有效数字 : 但仍然看不出级数和是什么特 
殊的 常数. 当然没有人想到这里会出现圆周率（参见 [17, 第3章]以及 13.4.2 小 
节末的注乂 

从命题 2.5.2 中的例子 e = 1 + 1 + + ■ ■ - + + … 可以知道,一个收 

敛的数项级数（或函数顼级数）的和（或和函数）未够用过去已经掌握的数 
或函数经过简单的运算表示出来.例如，直到现在为止对于 P 级数的和 

c ( p ) = 1 +1 + …+ 去 + …， 

当 P 为奇数时是否会与 P 为偶数时 Enlor 所得的结果（阽上册2〗7页 （7.26) 和 
下面的例题 16.2.3) 有类似的表达式，始终还只是个猜测.目前最好的结果是在 
1町 8 年 Apdry 证明了以 3 )为无理数（见 美国數学月刊 108卷 (2001 )222 〜231 页). 

因此，在本节只是根据经验列出求级数和的若干方法,这里不可能有什么万 
能的方法. 

方法一以已知的数项级数或函数项级数展开式为基础的方法无疑是有用 
的-例如,在一个幂级数展开式或 Fourier 级数展开式中,将变量用不同的特定值 
代人:就可以得到无穷多个数项级数的和，或者用简单运算将所要研究的级数变 
换为已知级数等等.当然这完全依赖于积累和经验. 

方法二如果能利用所谓裂项相消法（或连锁消去法）得到部分和的紧凑形 
式，则级数问题就转化为数列或函数列的极限问题. 

方法三这也可以看成是方法一的范围，即用函数项级数的逐项积分或逐项 
微分方法将未知的级数转变为已知的级数.这在幂级数中是最常用的方法，但也 
可能解决其他类型的函数项级数求和计算. 

方法四 ( Abel 方法）这是以 y 级数理论中的 Ab ^ 第二定理为基础的级数 
求和 方法： 对于给定的收敛级数研究幂级数 f 它的收敛半径不 

会小于 1. 如果能够求出它的和函°|? S { x ), 则所求的 n_1 

S a n = lim S ( x ) = S ( l ). 

S 工- 1_ 

16.2.2 例 @ 

例强 16.2.1 求下列级数 的和： 

1! 丨 2! 丨丨 n! _ 丄 

z + 1 ( a ; + 1 )(t + 2) ( a : + l)(;c + 2) … ■ (x + n ) 1 

解 1 (裂项相消法）易见 z = 1时级数发散.对于 ; r # i 记级数通项为 
从前后两项之间的关系式 a n (n + x ) = na n ^ (oq ^ 1) 出发得到 
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可见于^/1时有 


(/I + l ) d n (^C — l ) dn . ^(^ n — 11 


[mi - ( n + l ) a „]. 


从而可以得到级数的第 n 个部分和为 

o _ _ I _ (^ + 1)! _ _ , 9 

n _ x - 1 (；c 一 1 )( 2 ： + 1) ■ ■. (：r + n) ’ n _ ，， ■ 

因此问题归结为上式右边第二项的敛散性.利用 Sapagof 判别法（命题 13.2.3) 
或渐近公式 (13,24) 知第二项当 : r < 1时发散，而当 ; s > 1时收敛于 0. 因此级 
数当 T S 1时发散,而当 : r > 1时收敛于和 l/b - 〗). □ 

注用裂项相消法求和时一般不必先讨论级数的敛散性.若要讨论本题中 
级散的敛散性,则用渐近公式 (13.24) 即可.当然也可用 R ^ be 判别法. 

解2 (逐项积分法）由敛散性讨论可知只要研究 z > 1的情况.级数的通项 
(差一个因子4可以写为积分形式： x 

(这里虽然$未必为自然数,但上册326页的分部积分计算仍有效.实际上这都 
是23.3』小节中 Beta 函散的持例 .） 

用逐项积分法计算 如下： 

i»l OQ 疒 1 

S(x) — x ^(1 ~ dt ^ x (1 - t) x ~ 2 idi 


(1 - t ) x ^ H n dt . 


a-ty 


x -1 ' 


其中逐项积分的合法性当 : r > 2 时可以用 Dini 定理知积分号下的函数项级散 

OO f 1 

Ea - —致收敛来解决，但是当1 <文 < 2 a 寸 （1 -1)- 2 dx 为收敛的 
盖^分，因此需要用命题 16.1.1 的结论 . n ° 


例题 16.2.2 ( Euler ) 求级数1 + j +备+…+ 


的和. 


这就是历史上的 Basd 问题 [17, 18 j . Euler 是求出本题答案的第一人•他根 
据类比猜测出正弦函数的无穷乘积展开式 (13.24). 将它改写为 

- b j n x = (1 一 ( 1 — A ... (i — 1 … 

^ V 冗 2 八 1 2 2 兀 2 J ^ nV ) ， 

其中左边当^ = 0时理解为其极限值1，因此左边力 

1 — S 十 0(〆） （x - ^ 0), 

Euler 又将展开式和多项式的根^系散关系作类比，看出右边应该是 

1 -含 S 含 + 0(a： 4 ) (x->0) f 

n=l 
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比较两 边的/ 项的系数就知道所求的级数和为 T 面我们将 Euler 的方法 
严格化，作为第一个解. 

解1在正弦函数的无穷乘积展开式中令== x 2 in \ 然后讨论函数 

Hv) - n (卜含). （則) 

这时由于 F{y) ^ l-y^/& + 0(y 2 ), 因此 g 需要从 (16.8) 右边的无穷乘积出发 
证明函数卩在 :V = 0处的导数 ^(0) = - E ^2- 即可. 

对函数 F 在 W < 1范围内取对数 T 并^导得到 


F f ( y ) 

HV ) 


E 




JL 


- E 


n 2 - y 


其中右边逐项求导的合理性容易从 Weierstrass 一致收敛性判别法得到验证 J 司 
时选也保证了 F 的可微性.然后令?/ = 0代入，利用 F (0) = 1，可见所求结果成 
立.因此有 


F{y) = 11 


这样就知道有 


(t 

\n=l 


+ ♦) {v o ), 


c* 


n 






、 n 2 n 2 
因此 Euler 法是正确的， □ 


) +°{^ 2 ) ( x — 0 )， 


注在作代换!/二 x 2 / k 2 时有 y > 0,但从 (16.8) 可见， P 对于沒 < 0仍有意 
义,因此上述计算是正确的.有兴趣的读者可以用 Euler 公式#二 cod + isii ^ 
对此作出解释 - 


解2 (用反正弦函数的幂级数展开式) 

先证明 

OO 

E 1 


r 


— {2n-lf 8 ' 

写出函数 axcsini 在卜 1,1] 的幂级数展开式 

(2 n - 1)!! x ^+i 


(16.9) 


arcsin a ; = a ; 


CO 


E 


(2 n )!! 2 n+l 7 


在其中令 i = sini , 得到 


I V ( 加一 1 )!! Hn 2u+i. k /十 / n 

+ ( 2 n + 1)(2n)n sm t , 


.T 


上式两端对 i 从 0 到 j 积分^并对右端逐项积分, _ 得到 




E 


(2 n - 1)!! 

- { 2 ^ Tl )( 2 n)ll 


sm 


2n+l 
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V ； (2n - 1)!! (2n)!I 

一 (2n+l)(2n)!! (2n + 1)!! 

OC 0C 

= i + y" _1_ = y" _1_ 

—^ (2n + lf (2tz — I) 2 ■ 

这就证明了 （ 16.9). 然后从 ，i_ 

CO CfO oc 

o ^ ^ V 1 I V 1 = ^ I ^ 

1 — 乙； n 2 — ^ (2n - l) 2 ^ (2n) 2 _ 8 4 

rj=l n=l x J 7i =； 1 v ; 

即可解出 S = 7 C 2 /6. □ 

注 1 解 2 也是 Euler 找到的,发表于 m 3 年(参见 [17]), 又见于美国数学 
月刊卷鉍 (1987) 662-663 页和卷 95 (1 9 泌）331页.实际上这个思路也出现 
在 [39] 的第二章的习题41中.此外，那里还指出从 （ arcsim ) 2 的 Madaurin 级 
数展开式出发也可以达到冃的. 

注 2 有很多函数的 Fourier 级数展开式可用于此题.例如见例题 15.2.2 ; 这 
里不再重复. 

以上的第一种解法可以推广到一般情况，即利用正弦函数的无穷乘积展开式 
可以求出 P 为偶数时的所有 P 级数之和.这是 Euler 最得意之作. 


例题 16.2.3 证明： 对于 g 有正整数17 ,， p = 的 p 级数之和为 

^ 1 _ B n 咖产 




E 


㈣ 


2n 


(2 n )! ’ 


(16.10) 


其中瓦 （ n 》 1) 为 Bernoulli 数，前七个 Bernoulli 数为 Si = B 2 


B , 


1 ~B 1 ~n 5 -5 691 


30 1 


42 




30 


、召 5 


66 


.，丑 6 


2 730 


、馬 =I ( 见 7.2.3 小节). 


证从正弦函数的无穷乘积（见例题 13.4.3) 


sm t = x 


H 


x £ 


2H 2 


① n 1 


X 


n 2 n 2 


出发,取绝对值后再取对数,将无穷乘积转化为无穷 级数: 


In 


sinx| = In ]xt + ^ln 




n 2 n 2 


对于 : r # h (fc e Z ) 的: r , 在上式两边求导，得到① 


cotx — 


X 


+ E 


2 x 




n 2 n 2 


(16.11) 


这里逐项求导的合理性不难用 Weierstrass 一致收敛性判别法加以验证，从略+然 
后在 N < 7 C 时作以下 运算： 


①公式 (16 J 1) 已经出瑰在 15.2.7 小节的练习题3,那里是从函数 cos pi (0 < p < 1, 
£ (- AJC )) 的 Fourier 展开式中令 i = 0代入得到. 
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0G 


x cot z 二 1 + 2 ^ 


X * 


x A - nrir 


oo 


E 




m ^ n 2 




m 2 n 2 


50 OO 


*o 


Tfi^l n=l 


X *" 


m 2 n 2 


n=l m=l 


X, 


m 2 n 2 


00 

一 2乙 

n=l 


Jin 


n 


2n 


X 


a：l < Ti. 


其巾& = + 即是 P = 加时的 P 级数的和（在以上计算中对二重正项 

级数求和利胃+第十三章第一组参考题卟 
另一方面，从 ( H .25) 已经得到公式 


x cot X = 1 


1 醫产 

n =\ ^ 1 


(16.12) 


根据幂级数展开式的惟一性就可以得到所要的结果. 口 

注由此可得到 Bernoum 数的几个重要性质.崑先是瓦= 卜1 广 1 B 2 „ >0. 
其次,容易证明1 < < 2 n /(2 n - 1) (见例题13.2.1)，因此由 （16.10) 和 Stirling 
公式可以得到 BernouUi 数的渐近 公式： 

瓦〜 菩声■〜 4 ‘ (音) ■ ( 1613 ) 

这在确定例题 14.4.2 中的几个幕级数的收敛半径时有用^又从 

(见上册训页题叫可知，用 (16.13) 右边的渐近公式可以对于 Bernoulli B n 
给出相对误差很小的估计.最后》可由此看出在 n > ne ^ 8.54 之后 Bernoulli 数 
{瓦}的增袄非常快,虽然乐刚超过1,但瓦 3 已经大于 10 s . 

下面的前半题已于本书多次见过. 


例题 16.2.4 ⑴求 Leibniz 型级数的和5 = 1 --L + - ■ ■ + 


(]广 

n 


+ 


1 f 一 一 1 00 

(2) 令如 =1 - I 十 ■ ■ ■ +-^- ln 2, 71 = 1，2, ■ ■ ■ ， 求 a n 的和. 


解⑴用 Ahd 方法■根据 Abel 第二定理，有 S _ 叫) ，其中 

,2 


S(x) = x — 


^ + ..‘ + ㈠ rv + 

n 




对上式右边的幂级数在（-1， 1) 内逐项求导得到 

S f (x) = 1 - 工 + ■ ■ ■ + (- 十 

又利用 5(0) = 0,因此可以求出 


1 + x 

1 dt = ln(l -i-x), - 1 < 尤 < 1. 
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从而得到 


S = lim ln(l + a :) = In 2. 


3 ： — ^1 


(2) 从⑴可见〜就是该级数的第 n 个余项（再乘以 -1), 因此可以得到 


1 + X 


杷再用 E 


I ：即可得到 - ln2 


T ' 


□ 


注 过去已经知道⑴中的级数和，伹主要是通过一个持殊的 Catalan 恒等 
式将问题转化为求数列 {^y + - + + 的极限问题而解决的（见 

例题 11-4.1 的注).因此过去的这种方法太特殊了，不如木题的 Abel 求和法可以 
解决不少级数求和问题. 


Abel 方法也有可能解决某些函数项级数的求和问题 


例题 16.2.5 求三角级数£的和函数① 

n=l n 


解 从函数项级数的敛散性判别法可以知道级数在^ 一 況71 (A； e z) 时收 
敛，因此只需求 (0, 2 ti ) 上的和函数&又从内闭一致收敛知 S 连续. 

以 z 力参数，另行引入变量 a e (―1,1)，由 Abel 第二定理有 

5(3：) = lim /(a )， 

a —L 一 

其中 

oo 

为简明起见在 /(«) 中没有指出与参 的依赖关系.在 （-1,1) 内将此幂级数 

对 a 逐项求导，并用 Euler 公式计算 如下： 

OO OC 

尸⑷=^ Q n_1 cosnx = Re ^ a n _, o mi: 

n=l n=l 

_ 此 e ia： _ cosjT - a 

1 — ae lx 1 — 2a cos x + a 2 
然后再利用 /(0) = 0 求积得到 

/(a) 二 -+ ln(l - 2a cos x + a 2 ), ~1 < a < L 

最后就有： 

S(x) = lim /(ct) = /(l) = - -i* In 2( 1 - cos?：) ^ - In 2 - In [sin ~j. □ 

注 由 辱的等式 ^ 

l n | S in| 卜 —ln2 —fn 

I 2 1 匕 n 

出发，可以利用命题 16,1,2 逐项积分，或者利 f bmrier 级数的逐项积分定理（命 
题 15*2.9) 得到 Euler 积分（命题 12.3.4) 的值： 

~ ①对于余弦二角级数也有与例题 15.2.3 和 15.2.4 相同的结论 （见丨 19] 的卷3第666小节), 
因此事先就可以判定本题的和函数绝对 可积, 而题中的三角级数为其 Fourier 级数. 
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j ^\ asinxdx --^- ln2 f 


从而对该积分的〖卜算提供了 一种级数解法. 


下面是1996年新发现的圆周率公式. 
例题 16,2*6 证明： ' 


71 


E 




4 _ 
8n 十 i 


8rt + 4 8n 十 5 8n + 6 


(16.14) 


证利用逐项积分可知在 fc >0 和 0<; e <1 时成立 

+ P 十 7 + …+ t fc_J+8n + -)dt 

, o 1 —亡 Jo 

•mAJ I • UL ) I I mlj I 

— k k-\r S k + 8n ' 

令 : t = v ^/ 2 代入得到 

[^ /5 1 y 1_1__ 

j0 2 k / 2 4" l&n S 打十允 ■ 

将这个结果与所求公式的右边比较，可见得到右边的积分形式为： 

[命 2 4 y ^ - 8 ar 3 - 4y ^ _ Sar 5 如 

Jo l -^ 3 l 

这是一个有理函数的定积分，不难按照标准方法计算出它的值等于 7 C (已作为第 
十章的最后一个参考题). □ 

注利用这个公式可以快速计算圆周率在小数点后的任意指定位数上的单 
个数字，而不必求出在该位之前的所有数字.由于这与过去所有算法的思路（例 
如8,71小节中的刘徽 - Archimedes 算法和 Salamin - Brent 算法）不同^因此有人 
称 之为圆周率的后现代算法.有兴趣的读者可以 参考队 51]，在后者的第二十章 
中附有为此编制的 Mathematica 程序.但是要指出,这1的圆周率在小数点后是 
按16进制展开的.还不清楚是否存在与十进制对应的送类算法,至少到现在还 
没有找到. 


16.2.3 练习题 

1- 设己知£ (-1广、= 4 E «2n-l = B , 证明： f 〜收敛并求其和. 

n— 1 sn=l 7t=l 

2- 设尸⑷= a 0 十 a# +…+ Gm ;r m 力 m 次多项式,求级数£ 的和. 

71=0 ^ 

3.求 1 —| + f — | + …的和 ■ 

4- 求下列级数和：⑴ £ arctan^V ； (2J g arctan-^. 

n=l Z 打 n=l 打 
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OC QT|. 

5. 设 a > 1，求乙 : 的和- 

n=0 +1 

6. 求 1 + + - + -+ + + + -… 的和 ■ 

7. 求 1- + + + — 士 +…的和 ■ 

S , 求 1 — 士十+ -^ +…的和- 

9-设 = 1 + + + ■ ■ • + 丄 ， ri = 1，2,…，求 X ] — T^Trrr 的和 

2 n Ti(n + 1) 


10 ■求 fo ( + 1 + 4n + 3 - 2n + 2 ) 的和 1 

11 . 求 1 —j + + - 皆 + ^--| + …的和. 

12. 求 f + f + 4 +…的和函数 

13 . 求 [ U ] 2 ㈣ 加的和函数 - 


14-求 E 


X 


.n 4-1 


d (1 — ^)(1 - x 


- ■ r tl + 11 


的和函数. 


15* 设 I ： ^一为发散的正项级数 ， z > 0,求 I ： 

n=l ti=l 

函数. 

16 . 设 :r > 1，求 


(11^2 ■ ' 1 ft n 


的和 


X 




X 


(。2 + Z ) … （ a n+l . 文） 

+ …的 


X' 


和函数. 


(x + l)(a; 2 + 1) (x + l)(a; 2 + \){ x 4 + 1) 


§16.3 连续函数的逼近定理 

在一个区间上将一个函数展开为某种函数项级数是研究无穷级数的基本目 
的之一.这样就有可能用比较简单的函数来逼近原来的函数.因此，这类函数项 
级数的通项应当尽可能简单.幂级数的优点就在于此.但是能够展开为幂级数的 
函数类太窄，一个函数即使无限阶可微也还不能保证它能展开为幂级数,而即使 
能展开的话，收敛域也可能太小,不能满足要求. 

Weierstrass 的连续函数逼近定理克服了所有这呰困难.这就是下面的 Weier - 
strass 第一逼近定理和第二逼近定理. 

命题 16.3.1 (Weierstraas 多项式逼近定理） 有界闭区间 [ a , 叫上的连续函 
数/ 一定可以用多项式一致逼近到任意程度,这就是说对于每个给定的 e > 0, 
存在 n = n ㈤ 次多项式&使得 \ f ( x ) - P n ( x )\ < e 对于 ： r e 同时成立. 

命题 16.3.2 ( Weierstra ® 三角多项式逼近定理） 周期加 的周期连续函数 
/ 一定可以用三角多项式一致逼近到任意程度,这就是说对于每个给定的£ > 0 , 
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存在三角多项式 Sj . ix ) ^ a 0 /2 4- Y , i a k cos kx 4- b k sin kx ), 其中 n = n ( s ), 使得 
)/(^) - S n ( X)j < £■ 对于一切 X 成立. 

注逼近定理的其他叙述方式可 以是： 在第一逼近定理中，/是一致收敛的 
多项式序列的极限函数,也是一致收敛的多项式级数的和 函数; 在第二退近定理 
中，/是一致收敛的三角多项式序列的极限 函数, 也是一致收敛的二角多项式级 
数的和函数- 

毫无疑问， Weierstr ^ H 的逼近定理是数学分析中的头等重要的结果，无论在 
理论上还是实际应用上都有重大的意义. 

本节将对 Weierstrass 逼近定理的证明方法作介绍 ； 然后以例题的形式举出 
它的几个应用. 


16,3.1 核函数方法 

在 Fourier 级数的一章中已经见到了 Dirichlet 核与 Fej 知核（在其参考题中 
还有 do la Vallee Poussin 核).在 Weierstrass 逼近定理的许多证明方法中,很多 
都可以归入核函数方法之中. 


定义设 A n ( x ) 是在 R =(-叫 + 00 ) 上定义的以 n 为勢^的函数，且具有 
下列性质： 


1. A n ( x ) 为非负函数，即 A n { x ) ^0 Va ： eR ; 

1+OC 

2* ㈤ 在 R 上广义可积，且 A n (^) dx = l ; 


3 - 对任意给定的 <5 > 0,成立 lim 

n—^oo 


rtf 


-S 



则称 ㈤ 为 （正）核函数. 


△„(3：)如=1，这等价于 
(: r) da: = 0; 


注1由定义可见，可以将核函数看成为一个函数列.但我们经常将它看成 
是以几为参数的函数(或函数族).实际上还可以定义带有连续参数的核函数.在 
Fourier 级数一章中的 Dirichlet 核与 F 喷核的性质与这里的条件有些差异，首 
先， Dirichlet 核不满足第一个条件，即不是正核.其次，它们都是周期 2 tt 的周期 
函数，因此需要将后两个条件中的 R 改力长度为一个周期的闭区间 


注 2 这1需要强调指出，从 1521 的 Dirichlet 积分开始，所用的方法与第 
十四章中的积分号下求极限的方法完全不同.实际上从 Riemaim 引理（上册313 
页）已经可以看到，当71 (或其他参数）趋于无穷大时,积分号下的表达式未必有 
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极限，然而积分作为《 (或其他参数)的函数仍可能存在极限.这里当然不可能用 
交换极限顺序的方法来求极限. 

对于核函数而言，一般将 n 4 0C 时核函数的极限函数称为 Dirac 的5■函 
数，也就是广义 函数. 从核函数的定义可知，这里的极限过程与广义函数都不能 
按照极限和函数的通常意义来 理解. 广义函数是泛函分析中的研究内容.例如可 
参看 [53] 的第七章“广义 函数' 

注 3关于核函数方法（或奇异积分方法）在数学分析中的介绍可以参考 [19] 
的卷3第723小节> _的卷2第17章§4和 [14] 的第5章等.还可以参考 [35] 
的第10章对于奇异积分的系统论述.其中的记 f 和条件不尽相同. 

下面举出几个核函数的例子. 

( n L _ <, x < 1 

1- 定义阶梯函数化 ） ={ ' 2n " " 2n ' 则不难验证它满足核函数 

1^0,其他 a 

定义中的所有条件. 


2. Weieratraas 逼近定理的 Landau 证明 (1908 所用的核函数为 


(1 ^ x 2 ) n , |x| ^ 1, 


其中 A 


A n (x) - ^ 

(1-^)"^- 这时核函数定义中的前两个条件显然满足■对 


于条件3,当0 < d < i 时 ，从 
(1 一 x 2 ) n dx ^ 


(K 


(1 - S 2 ) n d^ = (l-<5 2 f(l-5) ; 


以及对于 A 的估计 




(1 -a: 2 f dx > 2 


(l-x) n dx 


1 ! 


就知道 


0^ 


广 +oo 




因此当 TJ -+ 00 时极限为 0, 

3 +实际上构造核函数的一个很一般的方法是先在 R 上定义一个非负可积 
函数/(^),使它在某个区间 [-a,a] (a > 0) 之外恒等于0,但积分I = 
/(x)dx > 0,然后令 A n (^) - -j-f(nx) 即可. 


核函数的作用在于它与另一个函数/通过卷积运算得到的新的函数 f^A n ： 

+oc r +出 

f(x — w) A n (w) dw. (16J5) 


(/ * A n )( x ) = 

J-cc 

在数学文献中称这些积分 为奇异积分. 


■00 



122 


第 + 六幸无穷鈒数的应用 


对于上而的第一个例子的核函数，这就是 


十 1 /2n 

(/ * A 7i )(x) = n 


Jx—l/2n 

也就是函数 / 在区间 b - l / 2 n,x + l/2/i] 上的积分平均值.容易直接证 明：若 / 
于点: r 连续，则有 


rx+i/2n 


iim n f ( t ) dt — f ( x ). 

n —x U,-l/2n 


实际上这是下列命题的特例. 


命题 16.3.3 设/是在 R 上定义而在某个区间 [-a,a] 外恒等于0的连续 
函数， An 是某个核函数，则对于每个 z 成立 

lim (f*A n ){x) = f(x), 

n—+cxi 

而且这个收敛过程在区间 h«,a] 上是一致的. 


证根据条件可知/与厶^的卷积存在.为方便起见记/ * △« = 利用 
核函数定义中的条件2,只需估汁下列 积分： 

fc +0 O 

/»⑻一 /⑷= [/(a; - u }- /(x)]A Tt (w) du . 

J —00 

对于任意给定的 e > 0,在区间[- a - l f a+l] 上利用/的一致连续性，存在 
0 < < 1,使得当 a;,〆 e [-a- l,a + lj, |x -^| < 5 ^ (/(^) - /(^)| < e. 又 

设 |/(x)| <MV^eR. 于是从核函数条件 1 和 3 有 


f — 5 


+ [/(t - u) - /(x)]A n (w) du 

, 5 




'—<5 


^ 2 M 


十 

A„ ㈤ dti 


J 

—oo « 

5 


= 0(1)， 


.巨与 Z 无关.因此存在 iV， 使得当 n > N 时左边的值小于二 
对于在区间 [-5,5] 上的估计 如下： 


[/(x -u)~ /(x)]A„(it}dtj( 

一 6 


rtf 






1/(3； - u) - /(xJIAnfu) du 


'6 

du ^ e . 

、一 6 


注意这个估计对于 ^ [-a，a] —致.于是当 n > N 时就在 [- aj a] 上一致成立所 
要的估计式： 


1/^(2：)-/( a：)l < 2 s . □ 

注 1若取 a ^ l / 2 , 为 Landau 的校函数，则九卜)是次数不超过加的多 
项式，因此我们就已经对于命题中的连续函数证明了 Weierstrasa 第一逼近定理， 
即命题 16.3.1. 为了推广到定义在一般区间 [ a ,bj 上的连续函数/,则可以将/先 
线性延拓到4 一 U + 1], 使得 /( ft -1) = /(b + l) = 0, 然后作线性变换使区间 
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- M + 11映射为某个区向 [- c , 4 (c > 0)，这时/(4) 二 /( c ) = 0,然后在该区 
间之外将/作恒等于0的延拓. 

注 2 Landau 证明在教科书中出现很多,例如可以参看 [36, 54] 的不同论述. 

16.3.2 Bernstein 证明的概率解择 


目前许多教材往往采取 Bernstein 的方法来证明 Weierstrass 逼近定理.这个 


证明无疑具有一系列优点，例妯除了 Cantor 的一致连续性定理之外，可以不用 
微积分丁.具，又能给出逼近多项式的显式表达式等等.但是初学者往往难以明白 
它的思想从何而来.因为 Bernstein 是从概率论出发得到这个证明的 （1912) .下 
面我们不重复在许多教科书中关于 Bemstdri 证明的细节,而是致力于用通俗的 
语言来阐明它的概率意义.希望这些解释会对于初学者有点启发作用. 

首先,将证明的主要过程列出如下 - 


对于区间[0,11上的连续函数/写出 Bernstein 多项式 


i=0 



2：*(1 - 3 ： 广 _ *，0 ^ X ^ 1 . 


(16.16) 


这里可以将希成是带有参数 n 的算子，它作用于/就得到一个多项式 B n ( f )- 


利用恒等式 



(1617) 


就可以用拟合法 得到： n 

氏⑺⑷ - /⑷= E (，(+)-/ ㈤) 0(1 - 
利用/在 [0,1] 上一致连续,任意给定的 e > 0,存在5 > 0,使得当 A〆e 
[0，1]，且 | x -^| < 5 0生成立 |/( 3： )-/( x / )|<^ 然后将上而的和式按照 \ x - i / n \ < 5 
和 \ x - ijn \ ^ 6 分拆,即有 


对于第一个和式利用一致连续性和 (16.17) 估计 如下： 

E (，⑷ -伽翁 (1 _f 


xT- 1 


E 

+ 

E 



1*_ 忐 i<6 


卜去 




^ E !/(■ 


n 


_/⑷ 


n ' 




对第二个和式则需要用一个恒 等式: 


它(含 




n 


(1618) 
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又假设|/{^)| ^ M Vx € [-1,1], 然后就不难证明存在 iV (这里的细节见收有 
这个证明的教科书)，使得当 n > N 时第二个和式的绝对值也小于^从而就在 
n > N 时得到所要的 估计： 


sup 1/(3 ： ) - 凡 (/)( 3 ：)| < 2 e. 

a:£[OJ] 

现在我们从概率角度来解释以上过程.其中的有关知识可以在概率论的教科书 
中找到（例如 [20]). 这里所用的概率模型是 Bernoulli 的独立试验序列概型.其 
中设事件4的概率为 x e [0,1]，每一次试验只有两神结果，即4出现，或者 A 不 
出现. 假设作 n 次独立试验，于是其中事件4出现 i 次的概率就是 

(16.19) 

这电的组合数是在 n 次试验中事件4出现 i 次的可能情况的个数.例如， 
在前 i 次接连出现 A 但以后就再不出现4就是其中的可能情况之 一. 

这样就可以理解恒等式 (16.17) 是什么意思了.它简单地就是事件 4 在 ti 次 
试验中出现0次,1次,直到出现 n 次的概率之和，当然就等于 1. 

下面的问题就是在估计 （16.16) 时为什么要将和式作分拆？又为什么要根据 
- ijn \ < 6 和 k ~ >占来分拆？为此最好要观察概率 (16.19) 作为 i 的函 

数的变化 规律. 在图 16.1 中取定 a ： = 0. 2 后对于= 2 0与 n = 100的两种情况 
作出了示意图. 



图 16.1 

从图上可以看出 ； 将点 ( Q . 2 )) (*-0 f I ,---, n ) 相联得到的是一条单 
峰曲线，它的最大值差不多就是 i/n 与; c = 0. 2 最接近的地方.这一点从概率角 
度是很直观的事实.我们往往称 i/n 为频率.由于事件 A 出现的概率是: r = 0-2, 
平时我们就说成每 5 次独立试验时事件4出现1次.这当然不可能是完全准确 
的预言.但是当试验次数 n 越来越大时，频率应当接近 z = 0.2. 这个直观的猜 
测在概率轮中有理论上的证明，这里从略. 



§ 16.3 连续函数的逼近定理 


125 


对比图 16.1 的两种情况,可以看出当 n 从 n = 20增加到 n = 100时，峰变 
得越来越窄.这就是说当 n 变大时，频率 i / n 越来越向概率值 : r = 0.2 靠拢.这 
神现象在概率论中也有专门讨论. 

此外，还要注意恒等式 (16.18) 的概率意义是度量频率偏离概率的程度，在 
概率论中称为方差.这个恒等式可以用微分法或组合计算得到.其右边的表达式 
表明当《增大时方差是如何降低的. 

最后,将和式 (16.16) 分拆的处理表明，在和式中第一个和式是提供接近 / ㈤ 
的主要部分，原因就在于图16」中的单峰现象，而第二个和式则依赖于 {16.18) 
雜决 ■ 

注1虽然 Bernstein 证明有着自己的特点，但从本质上说仍然可以归纳入 
桉函数方法之内.只不过代替卷积是离散的和式 （16.16). 核函数定义中的三个 
条件在这里都是满足的. 

注2关于 Bernstein 多项式 在道近 理论中的地位 f 以及由于 Bezier 方法的 
出现而得到新的发展等可以参看数学分析教材 [ S ] 的第一册第5章.此外，对 
Weierstrasa 逼近定理的 Bernstein 证明并不一定要从概率角度来理解. Korovkin 
的证明 （1953) 完全从函数论出发，可以参考教材 [9]. 

16.3.3 逼近 定理的一个初等证明 

这里所说的初等证明是指不必使用微积分工具 ，同时 其思路也比较 简单. 

这类证明已有多个.这里介绍的是由 H . Cohen 给出的证明，见 Archiv dor 
Matfiematik ， 15卷 (1964) 316〜317页（参见 [52]). 

y 

第一步是对于一个多项式序列的分析. 1 

1 

命题 16.3.4 对于任意正数6 e (0, +)， 

多项式序列 Qn ( x ) = b = 1，2 } …） 

在区间[0, 5] 和 [1 — 1] 上分別一致收敛于1 1/2 

和 0. 

iiE 在图 16,2上作出了 n = l f 2,4，10,20 
的 Qn{x) 的图像.容易证明 O 

lim Q n {^-) = 丄 s 0.368. 图比 .2 

Tt — ►OO £t C 

以下的主要工具是 Bernoulli 不等式（证明见上册第 3 苽)： 

当 /I > 一1 ， n e N + 时，有 

{l+h) n ^l + nh. 
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容易看出 Qn(x) 在区间 [0,1] 上严格单调减少.在区间阼 5] 上 
1 > Qn(x) ? Qn ⑷ =(1- 5 n f > 1 - 2 n 5 n = 1 - (2 占广 —1. 


又记 = i - 5 > 1/2,则在 K 间 hi] 上，有 (K Qn ( x ) ^ Q n ( V ) : m 


Qn ( ri ) 




2™ 

^ 1 + 


2 n r} n 

l - if - 


> { 2 rj) n -+ + oo . 


可见结论成立. □ 


作为上述命题的推论就可以得到 

命题 16.3.5 令 P n ( x ) ; Q n ((l - x }/ 2 ), n = !_, 2,…，则对于任意正数6 6 

(0,1), 多项式序列 {K} 在0 < 5 < M < 1上一致收敛于单位跳跃函数（即 
Heaviside 函数） 

则二卜 <0 ’ 

1 1, x >0. 


第一通近定理的证明设/ e (7[0， lj , 且不妨设/⑼= 0. 对任意 s > 0,利 
用 (§5-4 节的） Cantor 定理知，存在阶梯函数 

n 

T ( x ) = - 

其中 o < a < … < 〜 < 1，使得在区间 [ o , i ] 上|/卜)~ r {^)| < £ /3成立，且 

| s fc j < e /3 ; fc = 1, ■ - , n . 

现在取 J > 0 充分小，使得所有区间（叫 ~ S , x k + S ) (k = l ^--, n ) 均不相 
交.然后对于这个 <5 > 0,根据命题 16.3.5, 存在充分大的71，使得成立 

| Pn ( x ) - U ( x )'\ < 皆 V 0 < JM < l f 

其中 f 1办|.此外还要注意 Pn ( x ) 的取值范围必在0和1之间. 

现在多项式 

n 

p {^) = Yl sf：p ^ x ^ Xk ^ 

则当 z 属于某个区间 （A - 十 < J ) (1 矣 i < n ) 时,就有 

| T ( a :) - F ( a ;)| < ^ fs fc l | H (3： ^ ^ + (丈 — a :;) - Pja ; — 〜)| 

k^=i 

十 1 糾 _ i < I ; 

而当 $ 不属于任何(叫 - + <5) 0 = 1，…， n ) 时,则上述不等式右边只有一 
项，估计更为简单,即小于 e /3. 

因此就得到 

I/W ' ^)1 ^ !/( 工）一 T ( x )\ + \ T ( x ) - P { x )\ < e . □ 
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16.3.4 逼近定理的其他证明 

Weierstrass 逼近定理的证法很多,在这里我们将浏览一下其他证明. 

首先需要指出两个逼近定理是等价的，即从其中之一可以推出另一个成立， 
有兴趣的读者可以 ■# 考[1，35, 46] 等著作中关于等价性的证明,这里从略- 

在第十£章已经用两种方法证明了命题 16.3.2, 即第二逼近定理 ; 第一神方 
法是用珣知核（见命题 15.2.4 的注 2 ),第二种方法是用 Fourier 级数的一致收敛 
定理（见命题 15.2.7 的注).此外 ; 还有在该章参考题 I 9 中的 de la Valleo Poussin 
的证明，它也是一神核方法（参见 [43] 卷 2). 

此外，虽然我们在前面强调了核函数方法的价值,何是从上一小节的证明已 
经知道,逼近定理有不用核函数方法的初等证明. 

对于第一逼近定理,这里较为常见的不用核函数的方法是由 Lebesgue 给出 
的.其基本思路非常直观.先用分段线性函数来逼近连续函数，然后证明可以将 
分段线性函数用函数/(4 = H 的平移和 z 的线性组合得到.从而最后问题归 
结为证明在任意区间 K 61上存在多项式一致逼近 y 这里我们见到的至少 

有二神方法，第一种方法是利用在命题 14*1.9 介绍的 Visser 定理，它利用迭代 
方法得到了在 [-1,1] 上一致收敛于 b | 的多项式序列，而无需微积分工具.第二 
种是在 （1 + Z ) 1 / 2 的 Maclaurin 展开式中将 : r 用 P - 1代替得到所要的多项式 
级数展开式.读者可以在 {31, 34, 46] 找到详细的证明过程.第三种方法是先证 
明函数列 


(1 

fn(x) = -, n = 1，2,… （16.20) 

(1 一# 2 广 df 

,0 

对于任意给定的 ^ (0,1), 在区间 1- l ，- d 上和 [£,1] 上一致收敛于 Sgnx®, 然 
后■不难证明函数列 

g n {^) = U(t)dt, ?! = 1 . 2 ,- ■ 

在 [-1,1] 上一致收敛于 M (参见°[71). 

最后还应当指出， Weierstrass 逼近定理有许多推广. Weierstrass 本人已经 
得到高维空间的逼近定理.最有意义的推广是 Stone -^ ierstra ^ s 定理，它包含 
了许多逼近定理为其特例，已经成为现代分析的理论支柱之一.读者可以参考 
在[]5, 46] 中的证明，其中后者给出了 Weierstrass 逼近定理的 Stone 证明，它可 
以几乎不加修改地用于证明 Stone 定理. 


①这里关于 (16.20) 的结论实际上等价于命题 16.3.5, 因此可以按照上一小节的证明做下去， 


128 


第十六幸无穷玫数的应用 


16.3.5 逼近定理的应用举例 


在举具体例题前需要指出 Weiorstrass 迪近定理对于一些基本问题的启示. 

首先,在闭区间上的每个连续函数都有用多项式级数或者三角多项式级数的 
解析表达式,而不需要任何其他条件.因此连续函数与我们过去巳经熟悉的可以 
展开为幂级数的仵多初等函数具有共同点：即都可以展开为函数项级数,而且不 
需要增加其他条件. 

有 了退近 定理，又可以将连续函数与能够展开为幂级数的函数非常清楚地区 
分开来.我们已经知道,要将一个函数展开为幂级数，至少要求该函数无限次可 
导，而且这还不是充分的.一般称这类函数为实解析函数. 

如何求出逼近定理中的逼近多项式或三角多项式当然是很重要的问题.这 
是函数逼近论的研究 课题. Wderstra^s 逼近定理就是逼近论的最重要的起点. 

下面只是逼近定理在数学分析中的几个应用,希望起到拋砖引玉的作用. 

例题16. 3 .1 ( Lebesgue ) 证明： 区间上的连续函数必有原函数. 

证设/ £ C [ a ,6], 则拫据逼近定理知,存在多项式序列 { P n } 于区间 [ a , 6! 
上一致收敛于 /. 

对每个多项式巧，存在多项式 Q »， 使得在 1 M 1 上满足此=同时总可 
以令 Qn { a ) = 0成立.这样就得到多项式序列 { Qu }. 

以下分两步,先证明 { Qd 在 [ a ，6] 上一致收敛，然后证明其极限函数的导函 
数就是 A 

(1) 根据化}于上一致收敛，由 Cauchy —致收敛准则（的必要性)知 
道,对于每个^ > 0,存在使得对于每个 n ^ N 和正整数队对每个 z € [ d , 

同时成立 


|P n+p (2-)-Pn(^)| <£■ (16-21) 

f 是可以在区间 lH ) 上用 Lagrange 微分中值定理得到 


IQn+p ( 工 ) _ Qrt (工 )1 = KQn+pt' 3 ") Qn(^)) - (Qn+p(a) - Qn ⑷ )1 

= l ^ ri + p (0 — 

由于这对于所有 n ^ N 和正整数 p 以及所有 : r e hbj 都成立：再次使用 Cauchy 
一致收敛准则（的充分性)，就知道{%}于—致收敛.记其极限函数为 F . 
它满足条件 F ⑷= 0. 

(2) 为了建立 F = /，只需对于任意点抑 e [ a , t ] 和任意给定的 e > 0,证明 
存在 S > 0, 使得当0 < 叫< J 时,成立关于差商的不等式 


+ h )- F { x 0 ) 


h 




< 


(16.22) 


这里当然假设 x Q + he \ a , b ]. 
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利用入分法可以将 (16.22) 的左边分拆成 

心+义-叫 ―， ㈨ 卜 + _ P ^ o) 

+ I /(^ Q )-^ Q )|+ F{X0 + h) ~ Qn{x ° + h h} ~ F{Xq) + QnM ， (16.23) 

首先，对于 e > 0, 存在 iV , 当 n > JV 时有 \ f ( x 0 ) - P n ( x Q )\ < e . 又不妨 N 已经 
足够大，使得对于每个正整数 P 和每个 z e 不等式 (16.21) 也已经 
成立.然后在 (16.23) 右边取定 n = N . 

对固定的 n = iV , 对于 (16.23) 右边的第一项用微分中值定理得到 

QN(x, + h)^-Q N (, G ) — 刊 ) | = mXo + dh) _ Pn(xo)1 

其中0 < 0 < 1.利用仏 ㈨ 在[〜61上的一致连续性,存在 J > 0,使 得当叫 < 6 
时，上式右边小于 s /3. 

为估计 (16.23) 右边的第三项，先对下列不等式的分子用微分中值定理 ; 得到 

Qn+p (^0 + ^) ~ Qn(^o + h) — Qjv +p (xo) + Qn(^o) 

h 

^ jPjV + p(：C + 仙）— Ptv(x + ^/ i )| < 

其中 P 为任意正整数， 0<^<1, 并利用在—致成立的不等式 （16.21) .最 
后，在上式左边令 P — 叫 就知道 (16.23) 右边第三项不超过6闶此所求证的不 
等式 (16.22) 成立. 口 

注这个证明的意义在于 : 连续函数的原函数的存在性完全不需要定积分概 
念就可以建立.以上证明是依据 [31] 中的叙述作了改写.（参见按照传统思路安 
排下的命题 10.3,3.) 


在 Fourier 级数的收敛性理论中最重要的丁具是 Riemanii 引理（见例题 
10.2.6). 由于在教科书中均有该引理的证明 t 因此本书在前面对它未作证明•下 
面是用 Weieratrass 逍近定理的一个证明. 


例题 16.3*2 (Riemann 引理）设 / G iJ [ a , 礼则 

rb f<b 


lim 

p — ^+00 


f(x)sinpxdx 


lim 

H + OO 


f(x)cospx dz 


证只证第一个 即可. 对于可积函数 / 与任意给定的 e > 0,存在连续函数 
M ]， 使得 

rb 

|/(t) — 5f(T)|da; < e 

(见 10.5.2 小节第一组参考题 l . 

根据逼近定理，对于存在于 [ a ，6] 上一致逼近 g 的多项式满足 
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「 b 

] p ( a ；) - P (^：)| < £. 


因此就有 

l /( x ) - P(^)|dx ^ 

然后从 


'b p !> 

1/(^) - . 9 (x )1 dz + |5 卜)一 P{.r)|dT < 2s. 


'6 


'b 

I 

、b 

f{x) sin px dx 


[/(x) — P(a:)J sin px dx 

+ 1 

P(x) sin px da: 

a 


Jfl 

H 

U 


rh 




1/( x ) - P (2 ：)|dT + 


_P (: r)sin px da; 


可见，只需要对于多项式证明引理的结论就够了，然而对于连续可微函数的 Rie - 
mann 引理的证明特别容易，只需要用分部积分法即可，以下从略. □ 


16.3.6 练习题 

1. 设/在 K &) 上有定义，且对每个 e > o f 存在多项式 p , 使得满足条件 
[ f { x ) - P ( x)j < s ^ x € [ a ,6], 证明：/ G C [«,( i ]- 

2. 设 / eqa ，&)， 证明： 

(1) /可以在 [ a ，6] 上展开为一致收敛的多项式级数，且在级数中除第一项 
之外均为在 [ a ，6] 上非负的多项式. 

(2) /可以在 [ a , b ] 上展开为绝对一$收敛的多项式 级数； 

(3) 对于任意给定的收敛正项级数£知，其中有无限多项大于0,存在 

n — 1 

于区间 [ aj 上一致收敛于/的多项式级数£ P n ( x ), 使满足条件 
sup | P n ( a :)| < a n \ fn = l , 2 r -. 

3 . 设 / e ^,6], 则对于每个 o 0, 存在两个多项式; >(4 和戶(工)，使得满足 

pb 

条件： （1) p ( x ) < f ( x ) ^ P ( x ) \/x e [ a ,6]; (2) [ P ( x } - f ( x ) lda ; < 

Ja 

4 . 设 / £ C [ a ,6], 且对每个非负整数 n 满足条件 J ^/(^)dx = 0 f 证明 / 为 

恒等于0的常值函数.又，若条件改为对于大于集个正整数仰的所有 n 成 
立，则也有相同结论. 

5 ， ⑴设 / e q - U ]， 且对每个非负整数 n 满足条件 f : r 2l 7 ㈤0, 则 
I 必为奇函数. 

(2) 设/ e C [-1,1 S , 旦对每个非负整数 n 满足条件 f @ +1 /⑷ dn 0, 
则/必为偶函数. ^ 
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6 . 设/ e c[o,i], 证明： 存在奇次多项式序列在 [o,i] 上一致收敛于/的充分 
必要条件为 /( o)=a ,, 

7. 设/ e R [^ b ], 且对每个非负整数 n 满足条件 j ^/( x ) d ^^0, 证明/在 

每个连续点上等于 o . " 

8 . 设函数/在区间 (-^+ 30 ) 上可以展开为一致收敛的多项式级数， 证明: 
/木身必是多项式.（这断定了 Weierstras-s 定理不可能不作改变而推广到 
无限区间上去 .） 


§16.4 用级数构造函数 

无穷级数不仅是研究函数的工具， 而且可 以用于构造出 A - 有各种特殊性质的 
函数,其中有不少例子在数学发展史上起了重要的作用. 

这里应当指 A 认为这些"病态”函数只是用作反例而没有其他意义的观点 
早已过时-与 §5.6 节介绍的混沌几乎同时发展起来的另一个新的非线性科学领 
域是“分形” （ fractal )， 其中的主要角色就是包括本节内容在内的忤神“怪物”.对 
此有兴趣的读者可以参考 [32, 21]. 


16.4.1 处处连续处处不可微的函数 

在很长时间中人们对子连续性与可微性之间的关系不清楚，许多人猜测连续 
函数只会在个别点或很少的点上不可微.由于举出了处处连续处处不可微函数 
的例子，这个问题得到了彻底解决. 

这类例子最早出现在 Bobano 的 1830 年的手稿中，但只有曲线 f 并无解析 
表达式，也没有证明（见 [16])- 正式发表的并有严格证明的第一个例子则属于 
Weierstrass (1872 年）（可参考 [16, 26, 29] 等). 

Weierstrass 函数是一个缺项 Fourier 级数： 

F(x) = ^ a n sin(& n 7ia:), 

71=1 

其中&为奇数，0 < a < 1，且 d > 1 + f . 由于右边的级数一致收敛，因此函数 
F 的连续性是明显的.关于 F 处处不可微的证明可以在[50, 29] 中找到. 

目前教科书中在介绍处处连续处处不可微函数时一般均用 van da Warden 
于 1930 年提出的例子.它在几何上相当直观，证明也比较简单.下面的证明可能 
比 [191 卷 2 第 416 小节更简单一些.主要是用关于差商的一个简单命题 ® : 若 


①证明是简单的，用上册159 页的 有限增 童公式 （6.1) 即可。当然这里要求对每个 n 成立 
bn ~ a n > 0. 又参见上册189 页. 
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函数/于点吻可导，且 { KM } 是以点吻为惟一公共点的闭区间套,则就有 


lim 

n— 30 o n — a 7l 




(16.24) 


与 Weierstrass 函数类似, van der Waerden 函数是用无穷级数来构造的.现 
在按照下列步骤定义这个无穷级数的通项 Un}- 

1. 将区间 [-U1 上的函数/⑷= M 按周期 2 延拓成为（-叫十 00) 上的周 
期连续函数，仍记为 /. 

2. 以/为模板构造函数列 {/.}■ 


fn{^) = ~^rf(2 n a;), = 1 ， 2,… ■ ， a ： e (-oo, +oo). (16*25) 

可以看出厶为周期 -^rr 的连续周期函数，且有 (K A ( x ) (如 还可 

看出 A 的极值点等距分布，相邻极值点之间的距离也是 I. 

3. 重要的是尺与 八 +1 之间有如下的关系： 

(1) fn 的极值点必是 /n +1 的 零点， 

(2) /,+!的任意两个相邻极值点必落在/«为线性的一个子区间内. 

4. 对任意自然数％设 a n ，心 为九 的任意两个相邻的极值点，则 


(1) > n 时，由 3.(1) 知为 A 的零点，因此 

Jk 、 a n ) - f k ( b n ) 

(2) fc 0 时，由 3,(2) 知 


一 


(16.26) 


1或一 L 


(16.27) 


fki a n) - fk(pn) 

0 > n - b n 

以上关于 {/J 的性质非常直观，读者可以对照图 16.3(a ) 中对于凡/ 2 , / 3 在 
[0,1] 的曲线来理解这些质 


现在定义 1 ™1 der Waerden 函数如下： 

OO 

W { x ) = E/n ㈤ ， x e (-oo, +oc), (16.28) 

从爪㈤I矣 | 可知 (16.28) 的函数项级数一致收敛，因此和函数呢(3：)在 

卜 oo, 十 oo) 上处处连续.最后，我们来 证明： 


命题 16.4.1 连续函数祝在 (-oc.+cc) 上处处不可导. 

证对任意指定 的点吻 ，由 (16.24) 可知，只要能找到以抑为惟一公共点的 
闭区间套使得极限 

n—+oo O n 

不存在即可. 

利用 A 的极值点等距分布，且相邻极值点的距离为 1/2' 取如和 & n 为 / h 
的两个极值点，满足条件：⑴ 0.^X0^ b n> (2) b n - a rt = -^r- 
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W(b n ) - W T (a n ) 


n = H . .， 贝 lj 


& T1 —〜 


/ cti oo 

-工 AK) 

Vfc—i fc=i 




jk(^n) ~ fk (^n) 


由式 (16-26) 知上式右边和式中的项当 k > n 时均为0,闶此有 


J _ h(Pn) - fk(an) 

由式 （16.27) 知上式右进和式的运一项为 -1 或 1. 因此3 n 为偶数时为偶 
整数，而当 n 为奇数时4为奇整数.由此可见这样的数列 {‘} 一定发散，而函 
数 W 在点仰不可导. □ 



注1在图 16.3( b ),( c ) 中分别作出了 （16.28) 右进级数的前3个和第7个部 
分和函数.读者可以结合证明来理解 van der Waerden 函数处处不可导的直观原 
因.在 [19] 等著作中一般是证明两个单侧导数都不存在，讨论比这爭.要更细致一 
点.此外， 在定义 A 的公式 （16.25) 中的比例因子 P 改汝#或 1 CT 都是可以 
的-在 [16] 中的证明则完全不依赖于几何直观，也可供参考. 

注2这方面的工作很多,较近的发展见 美国數学月刊 109卷 (2002) 378〜380 
页上的一文及其中的文献 • 

16.4.2 填满正方形的连续曲线 


Cantor 首先 证明： 直线上的所有点全体和平面上的所有点全体之间存在一 
一对应.同样在区间 [ M ] 内的所有点伞体和单位正方形 [ 0,15 0,1] 内的所有点 
全体之间也存在一一对应. 

填满止方形的连续曲线就是将区间[0，1]连续映射到单位止方形的满射. 
Peano 在1890年第一次构造出了这样的例子.此后人们经常将这类曲线称为 
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Poano 曲线+它使我们对于如何合理定义曲线的概念起了重要的推动作用（参 
见^叫).这里要注意; Peano 曲线一定有自交点.这是因为在 [0, 1] 和 [0 ? 1;0 ; 1] 
之间的一一映射不可能是连续的. 


下面这个例子是 193S 年由 Schoenberg 作出的.显然，这样的曲线需要用参 
数方程 


来表示.定义 


按照 


■^二 xif ), y 二 y { t ), x £ [0,1] 

0 : t e [0,1/3], 

= < 3^ ~ 1, t e (1/3,2/3], 
l, ie (2/3,1]. 


r ^(t) — + 2) — tp(t), t e (-oo. +oo) 

将延拓到 （- oo , + oo ) 上，再令 

工⑴ = n | ^) = 1： ^^,^[0,1]. 

这就是所要作的曲线.将正方形 [0,1；0,1] ¥‘个点的座标 ( x t y ) 用二进制展开 
就不难证明存在 t e [0, 1}, 使得 4*) = A W (可以参看 1 M 6] 等). 


§16.5 对于教学的建议 


16.5.1 学习要点 

本章只是对于前三章的补充,在教学中可根据情况选用. 

1. 在许多积分计算中无穷级数经常有用,它在求出有限形式答案和近似计算 
方面都是不可缺少的手段.这里的问题已经与含参积分有关 ; 但其中的参 
数只是离散的正整数. 

2 -级数求和有很多内容， P6.2 列出的都是常用方法.关于幂级数求和的材料 
见 14.3.3 小节的例题,这里不再叙述. 

3. Weierstra^s 逼近定理在教科书中都有，何一般只举出一种证法. §ie.3 对此 
给出一个综述,同时还对其应用举例， 

4. 利用无穷级数构造具有特殊性质的函数是个经典问题.这方面可用下面的 
几个参考题进行训练. 


16,5.2 参考题 

I. 求下列级数 之和: 
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⑴ 1-2-3 + 3-4-5 + 5-6-7 +， "' 

⑵ 2-3 -T + + 6- 7-8 + 1. ’ ； 

⑶ 1 -2-3.4 + 4-5,6-7 + 7-8-9 -10" + 

00 1 

2. 求 Leibniz 型级数 I ： (- l ) 71 ^ 1 — 之和. 

n=l 71 

oo 2 

3. 证明 ： H E — 2 ~~"' 2二 ~~^ r - 

r^i r^i - n l o 

4. ( Gddbach ) 设 g 取遍所有大于 1 的正整数的乘幂，民其指数均大于1，证 

明:？ 六： 1 . 

5. 设 w = 2, a 2 = 8, a n = 4 a n -i - a n -2, 7 i = 3,4,5, ■■■, 证明： 


arccot a 


7 aitAA 儿 — ■? - . 

n 12 

m 口 - ^ ( n !) 2 2" +1 

6 * 证明：兀亡 g： o (2n + 1)! - 

7 .设 {〜} ^[0,1] 上非负连续函数列，且对每个/ (fc = 0,1，…）存在极限 

厂 1 

lim x k g n ( x ) da;, 

玎 一 ® Jo 

证明： 对任意的 / e C[0,1], 存在极限 

p 1 

lim /(a;)g ri (a:)da;, 

Jq 

8 ■设 / 在 [〜&] 上有界且有原函数 , s e C [ a , b ], 证明： / .p 在 [a,&] 上有原函 
数. 

9.设/在 [ a f 6j 上有界且有原函数 d e CHOJ ] 且 ^( x )>0, 证呖复合函数 
/。3在 队11 上有原 函数. 

10.题8中/有界的条件不可去掉（见 [591 的第二册 34 0萸).在队1]上定义 


/(x) - | v 7 ^ 


sin —，0 < rc ^ 1, 

vC 

z = 0 ， 


I V^sin ^ —， 0 < j ; ^ 1, 

3 ㈨ = < 工 

|0, x ^ O , 


验证它们满足题 S 中除 / 有界的所有条件，但/ 1在[0, 1] 上无原函数. 


11. 设函数/在有界开 K 间 ( a f b ) 上可以展开为一致收敛的多项式级数，证明: 
I 必在㈦ 6) 上一致连续. 

12. 设/ e qi, +00) ， /(+oo) = A 则对于每个 e > 0,存在多项式卩使得 

f ( x ) — P (+) < X € [1,+oc). 

13. 设/ e C[0, +oo) ， /(+oo) = A 则对于每个 e > 0 f 存在多项式 P ， 使得 

j/(;r) — P(e _T )| <e, xe (0,+oo). 
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14- (处处^续处处不可导的函数）将 (0,1) 中的数: r 按照十进制小数展开为 
z 其中 A 为0到 9 的个位数字.对于 x 有两种十进制表示的 

尨 =1 丄 ” 

情况，约定取从某位后全为0的一种表示.定义函数 

其中叱 = i , 而当& > 1时 

I 若〜 

乜 ft+l = 1 

~ u k} 若 a ： fc+i / ^ k . 

证明： / 于 （0,1) 中处处连续，但处处不可微. 


(本例见美国数学月刊59卷 （195 2 ) 222-225 % 又见 [29].) 

15- 设对每个正整 数％〜 是区间 [0,1] 上的非负单调增加函数且嫌 f 如⑴ 

n=l 

收敛.令 s ( x ) = £如(: r )， 则 s 的不连续点集等于所有、的不连续点集 

n=l 

之并. 

16 - (有稠密间断点的单调^数)设数列 {〜} 是 (0,1) 上的有理数全体，又任取 
一个收敛的正项级数£ 其中要求每个知 > 0. 然后对每个正整数 Ti 

n —1 

定义 

I 0 ? 0 ^ ^ ^ *^ T|rT 

= \ 

I t S 1， 


然后定义 / Or ) ^ £ u n { x ) t 0 <x <\, 并补充定义 /(0) = -1， /⑴ = 

n—1 

1 + £ %.钲明：/是在[0, 1] 上以所有有理点为其间断点的单调函数. 

n=l 

17. (有稠密间断点的导函数）已知函数 


/ ㈤ = 



当 Z 鈐0, 
当 ; K = 0, 


的导函数以 I = 0点为其（第二类)间断点（见上册164页)•设 {'} 为区 
间 (0,1) 上的所有有理点，构造在区间 (0,1) 上的函数项级数 


芒 - r ») 


将其和函数记为 K 用遂项微分定理求出导函数尸， 并诬晛 F 在(0，1)中 
以每个〜为其第二类间断点,而在其他点上连续. 





第 + 七章高维空间中的点集与基本定理 


本章的内容是 R 中的点集与实数基本定理在 R" 中的推广，这是研究多元 
函数的基础.在 §17.1 节依照位置关系与密切程度进行点和集合的分类，并讨论 
其基本性质. §17.2 节是 IT 中的基本定理.最后一节是学习要点和参考题. 


§17.1 点与点集的定义及其基本性质 

17.1.1 点的分类及其性质 

1- 内点' 外点、边界点先回忆一下中的距离与邻域的定我们知道 
^ - { a ： i , ■ ■ ■ a ) g 的 Euclid 范数（又称模） ㈣ 定义为 W = ( I ； g ) 1 / 2 - 由 

此 nj 引进中任意两点$与！/的 Euclid 距离为 1-1 

n 

d{x f y) ^\x-y\ = [ 幻而 - 识 ) 2 ] 1/2 . 

与距离有关的最重要的不等式是三角不等 (参见上册第6 页)： 

b - zK \^-y\ + \y-^l 

和 R 中的邻域定义相仿，可通过距离定义 it 中的邻域.设 a e R ' 5 > 0,称 

Os(a) — {a; e R 71 | |af — a| < 5} 

是点 a 的 5 邻域,也称其为以点 a 力中心，以5为半径的 n 维开球. 

在 R n 中给定一个 集合& 按照点与集合 S 的位置关系可将 R " 中的点分为 
三类： S 的内点、外点、边界点.具体地说，对于 R " 中的某一点^若存在它的 
一个邻域 0,(^) C 则称 ® S 的 内点; 若存在 z 的一个邻域 OHa ;) DS = 0 t 
则称 * 为 S 的 外点; 若在: z ： 的任一邻域中既有属于 S 的点,又有不属于 S 的点， 
则称 x 为 S 的边界点. 

S 的全体内点组成的集合称为 S 的内部,记为 inW 或5° . 

S 的全体边界点组成的集合称为 S 的边界，记为狀. 

2 .聚点上述分类是按照任一点 xeR " 的邻域内的点是否属于 S 来进行 
的-如果按照去心邻域进行分类 ; 则可将 R " 中的点分为^的聚点与非聚点两大 
类.确切地说,对于 Z e R ' 如果在 a ： 的任一去心邻域中总有 S 的点,则称 a 为 
S 的聚点 . S 的全体聚点组成的集合记为#，称力 S 的导集.显然内点一定是聚 
点，外点一定不是聚点. 

如杲 x & s ' 且存在 ® 的一个邻域 o §( x ) ns = { x }, 则称 a 为 s 的孤立点. 
孤立点一定不是聚点,而边界点有可能是聚点也有可能是孤立点， 
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聚点是一个重要概念 ， 它的下述两个等价定义是经常要用到的- 

定义 （1) 设点$ e R ' 如果在它的任何邻域 044 内总会有 S 中的无穷 
多个点，则称 z 是 S 的一个聚点. 

定义 (2) 设点 a e R ' 如果存在由相异点组成的一个点列 { x n } cS , x n ^ 
x ( n - 1,2, - ■ ■) 使得 ' 则称 ar 为 S 的一个聚点,这里 x n ^ x 的含义是 
如 „ ，尤 ） — 0. 

例题 m 证明集合 S 的导集的聚点是 s 的聚点，即妒 ) d C 浐 

证设 ； e e ( S d ) d ，则的相异聚点〜 （ n = 1，2, …）， 笋 x , 且 ar u 一 X . 
从而 V(5 > 0, 彐 /V ， 当 n > iV 时， e 0 5 (a：). 设 叫 > W ，由于 疋 ' 为 S 
的聚点，于是在中含有无穷多个 S 中异十 a : Tln 的点.显然 
Os - i x - Xnfi \(^) C 所以0扣）中有无穷多个异于$的5中的点，由等 
价定义 （1) 知疋为；的聚点. □ 

17-1,2 集合的分类及其性质 

1- 开集、闭集如果 intS = &则称 S 为开集.开集有如下重要 性质： 

(1) 任意多个开集的并集是 开集； 

(2) 有限多个开集的交集是 开集； 

(3) 全空间 R rt 和空集0都是开集 ■ 

_开集的余集定义为闭集/又定义 S 的闭包互为歹 = S U 易证 S 为闭集， 

且 s s u as . 关于闭集，下列条件 等价： 

( 1 ) S 是 闭集； 

(2) S d c 5 (gp ^ = S )； 

(3) 55c5(gp ^=^). 

例题 17.1.2 设 S 为把中的一个集合，则 35 为闭集， 

证1 (按定义证）设呢) e ，即胳的余集,则 a : 只能是 S 的内点或外点. 

若 M int 5, 则35 > 0,使得 Os ( x ) C 由内点定义知 0 6 ( x ) c intS ， 从而 
Oj ( x } c (3^) c ; 

若* 是 S 的外点，则 3 d > 使得0,(^)05 = 0,因此 ㈨ c 巧而 
% ㈤ 本身是开集,这说明 Os ( x ) 中的点都不是 S 的边界点，即 0 6 ( x ) c (5^) c . 

由定义知 ( Bsy - 为开集，即 as 为闭集.口 

证2 ( 证 （3 即 C 3的设 a : e ( Bsr , 由聚点的等价定义 （2) 知存在相异 
点列 { a ^} C d 5, a? n ^ X , n = 使得 — a ；, 于是 VS > 0, 彐 IV ， 
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当 n > 时^ o s ( x ), 取 tj 0 > iV , 由于^ e 机则由边界点的定义知 
O s ^ Q ^( x n Jc O s ( x ) 中有 S 中的点,也有不在 S 中的点，所以 □ 

证 3 ( 证 3(35) C BS ) 设 a; e 30 外则 V«5 > 0, 在 0" 2 (x) 中有狀的 
点 y . 又由边界点定义，在 0 6/2 ( y ) 中既有属于 S 的点，也有不属于 S 的点.由 
于 O s / 2 ( y ) c 0^( x ), 因此 0 6 ( x ) 中既有属于 S 的点，也有不属于 S 的点 s 于是 
x e BS . □ 

2. 紧奠、凸奠设 S 是 R " 的一个集合，如果在^的任何一个无限开覆盖 
{ O a } a ^ i 中总可以找出有限个开集0 1; …，(4,同祥可以覆盖&即 ^ J Oy D & 

则称 S 是 R 71 的一个紧集.容易证明紧集一定是有界闭集，而且我会看到， 
在 R / 1 中紧集与有界闭集的定义是等价的（紧性定理). 

设芯是 R " 的一个集合， ^ Vaci , x 2 eE,^x = tx 1 + (1 - t)x 2 eE(0^ 
W 1)， 则称五为凸集.从几何上看 f 以 A ， A 为端点的直线段位于五内- 

例騮 17.1.3 紧集的闭子集是紧集. 

证设 E 是一个紧集, F 是 E 的闭子集.设 {GJk/ 是 F 的任一开覆盖，由 
于俨=把 -尸 是开集 ; 则 {0山以 与 F c —起形成紧集五的一个开覆盖，由紧 
集的定义知在 { OJxg 与^中存在有限个开集形成丑的一个有限覆盖，记这 
有限个开集为 A ，… ，0b 不妨设严= Ofc. 由于 F c B， 则 

(U Oi ) UF c DED F . 

但严 nF = 0， 所以 1_1 

(: Cj >) 〕圹 

由紧集的定义知 F 为紧集. □ 

3. 连通集、区域设 D 是 R " 的一个集合，如果当 D 分觯为两个不相交的 
非空子集的并集 A u B 时，有沪 n s 笋 0 或者 a n 炉一 0 ，则称 D 为连通集. 
当乃 是开集时，我 们有: 开集 n 是连通集的充分必要条件是 D 不能分解为两个 
不相交的非空于开集的并（第二组参考题 1). 在 II 中，连通集有特别直观的描 
述: R 中集合 P 是连通集的充分必要条件是 I ?为区间（第二组参考题 2). 

连通的开集 称为区域或开区域. 开区域的闭包 称为闭区域. 

更为直观并易于判断的概念是道路连通集.设乃是的一个集合，如果当 
D 内任何两点 p , 1 都可以找到连续曲线 i c I ?将 p 和 ( 7 联结，则称 D 为道路 
连通集.这里的连续曲线是指 i 可以表示为参数方程 

~ 料⑷， i = 1，2, . ■ ■ ，71， 
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其中诸朽是区间 10， lj 上的连续函数，并 a p = (^ i (0),^{0),---^ n ( O )), Q - 
(^ l ( l )^ 2 ( l ),'- ,^ n ( l ))- 可以证明道路连通集一定是连通集，但连通集未必是 
道路连通集(第二组参考题 5). 下面的命题说明了区域的道路连通性- 

命题 17.1.1 中的区域都是道路连通的. 

证设 D 是中的一个非空连通 开集. 取 ® e D , 设 t /( x ) 为 D 中所有与 x 
有 P 中连续曲线相联结的点的集合.容易看到 Vix ) 是一个道路连通集.我们证 
明 U { x ) =及设？^ U ( x ), 并取 J > 0使 OM cD.Vze 0 6 ( y ) 存在0 5 ⑼中 
的直线段联结 z 到仏从而存在 D 中的连续曲线联结2 到仏 所以 OM c U ( x ). 
因而 V ( x ) 是包含 a ： 的开集.如 Z ) - U ( x ) 一 0，则 D - U { x ) = U W ), 其中!/ 
取遍 D - U ( x ) 中的点.按前面的证明 4 每个 UW 都是开集，因此乃-扒4也 
是开集 . 有开集分解式乃= U { x ) U (D — 与是连通开集矛盾.这就 
证明了 D - U ( x ) - 0,所以= [/ ㈤ 是谊路连 通集. □ 

4. 距离概念的推广点与点的距离概念可推广到点 z 与集合集合&与 

集合&之间的 距离： 

d { x , S ) = inf | a : - yj ; 

y^S 

d ( Si , S2 ) = inf la :- y |= inf ^ inf d ( y 、 Si ). 

*^ Si t pE 52 as £5 i y^Sa 

点与集合的距离可以看作是两个集合之间的距离的特殊情况.同时还可以 
定义一个集合 s 的直径如为 

ds - sup 

^,y^S 

关于集合的运箅有下列命题： 

命题 17.1.2 (De Morgan 法则） 设 1 (cv e /) 为一族集合 ， 则有 

( U ^ r - n ^ c - ( n ^) c = u ^) c * 

d 它 J ff ^ J 

由命题 17 J .2 易证下述 结论: 任意多个闭集的交集仍是 闭集; 有限多个闭集 
的并集仍是闭集. 

17 . 1.3 思考题 

1. 按定义证明闭集的如下重要 性质： 

(1) 任意多个闭集的交集是闭集; （2) 有限多个闭集的并集是闭集. 

2. 证明聚点定义 （1), (2) 的等价性- 

3. 在例题 17 J .1 的证明中,我们使用的是聚点等价定义⑴.若使用原始定义, 
证明是否能通过？若不能，应如何修改？ 

4- 无限多个开集的交是否一定是开集？ 
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17,1,4练习题 

L 证明友 = 

2. 证明 dS ^ S - int 5. 

3. 若 A n S = 0 , 则 A n (int5) - 0 . 

4. 证明 S M S 闭 ， 且 S 无孤立点. 

5. S 为 IT 中的点集，证明5 = {^£^|^,5)=0} 

6. 若 S 为凸集，则及也是凸集. 

T - 对于集合 S 与任一组集合 A ^ a ^ I , 恒有分 配律： 

Sn(\J A a ) 二 U ^ n ^}. 

a^I a^I 


§17.2 中的几个基本定理 

17.2.1 综述 

R 中的六个基本定理（见第三章)能推广到 R " h > 1) 上的是四个定理，它 
们是： 

(1) 闭矩形套定理； 

(2) 凝聚 定理： ir 中的有界点列一定有收敛子列（或聚点定理:有界无限点 
集一定有聚点)； 

(3) Cauchy 收敛准则：收敛点列基本点列； 

(4) 紧性 定理: IT 中的点集 S 是紧集的充要条件是 S 为有界闭集(覆盖定 

理) ■ 

其他两个定理（确界存在定理，单调有界定理）之所以不能推广到髙维空间 t 
是因为它们与一维直线上的点的顺序有关. 

紧性定理的叙述与一维的覆盖定理不同，这可以从两方面进行解释： 

(1) 如果在一维的情况下我们也定义闭集与紧集，则覆盖定理就叙述为：有 
界闭区间是紧集(参见上册 S 1 页)； 

(2) —维的覆盖定理不能以充要条件的形式叙述，因为那时没有定义闭集，而 
一维紧集是有界闭集但不一定是有界闭区间. 

下面我们利用 De Morgan 法则给出紧性定理的另一种等价的表达形式. 
定义 设集合 S e R ' 称 IT 1 中的子集族 { i ^ K e / 关于 S 具有有限交性质, 

若对于 J 的任何有限子集 J 均有 

Sn ( f ] F -,)^0. 



142 


第十七章高维空间中的点集与基本定理 


命题 17.2.1 中的集合5 1 是紧集的充要条件是任何关于5 1 具有有限交 

性质的闭集族与5 1 必有非空交 

5O(f|FO#0. 


证先证充分性.设任一关于 S 具有有限交性质的闭集族与 S 有非空交.任 
取 S 的一个开覆盖 {0?.}^^ 则由 De Morgan 法则，从 LJ A 〕 S 1 得 

X^I 

f ]0 {c ^ c , 

kef 

即 

5 n ( f | OO -0. 

由条件知， nq 关于无有限交性质，即存在有限个使得 

k 

Sn ( f ] o ^)=^ 

i=^l 

从而 

k 

f ] O c T c S c . 

x—\ 

于是 

k 

i=rl 

这样的 0 t (h 1 , … t Jc ) 就是 S 的 i 个有限开覆盖 t 所以 S 为紧集. 

再证必要性.设为紧集 t 仍是任一关于 S 具有有限交性质的闭集族， 


假设 S n ( 门打 ） =0，即可由 De Morgan 法则推出矛盾.从略. □ 

XGI 


17.2.2 例题 

例题 17.2.1 (闭集套定理）设 { D k } 是一列非空闭集,它 满足： 

(1) C X ) jfc t fc = 1,2，..’， 

(2) D k 的直径 4 = sup |x ™ ^ 0 (友 —( X >)， 

x , yeD k 

则这列闭集 Djt ( A : = l , 2 , …）存在惟一的公并点. 

证1 (用凝聚定理）在每个氏中任取一点叫，则 A ： = 1 ，V ■ ■ } 为一 
有界无穷点列，由凝聚定理存在 x 及{叫}的子列 { x kii 丨= 1 J , … } 使得 

a ； fc 1 —► x (i — > oo ). 

下面证 a ； 为 Dfc (fc = 1， 2 ,…）的公共点.亊实上， V 知£ N +, 当& > 时 

^ ^ki C Dko * 
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令 i — +00,由于从。是闭集,则 a ; e IV 

下证惟一性.用反证法，若存在两个公共点记 d = > - /|，则 d > 0 ; 
由于4 — 0,于是3瓦当 A : > 夂时 : 4 < 4此与 x , x * eD k 矛盾. □ 

证 2 ( 用 Cauchy 收敛 准则）在每个巩中取一点心，则 

- Xi\ ^ mas{4,^}- 

由 Cauchy 收敛准则知存在 a ；, 使得 x k a ：- 又 VA : 0 e N _^ 当>知时 

-^ A : ^ C Dko - 

令 A : — 00, 则 $ e z ^。， 即 z 为 > 1) 的公共点，惟一性的证明同证 L □ 

例题 17.2.2 设 S 为 R " 中的集合，若 S 既开且闭，则5 = IT 或 S = 0. 

证1因 S 是闭集，故 R n - S 是开集.于是 K -= SU ( R ^- S ) 是两个不相 
交开集的并.由 R " 的连通性可知 S 与把 - S 中至少有一为空集，故 S = R " 
或 5 = 0. □ 

证2 (不用连通性概念的证明）首先证明狀=0.因为 S 开， S 内的点都是 
内点，所以 S 内无 S 的边界点.同理 R " - S 内也无 S 的边界点，因此狀= 0. 
如果 S 与 R 。- 5均非空,则存在 ar e & y e R n - 设 i 是联结 a : 与 y 的直 
线段，则 t 是有界闭集.设^是 i 的中点，则 a e S 或 z e R n - A 因而 i 有子 
直线段 h 分别以 S 与 R n - S 中的点为其端点,依此可构造由 i 的子直线段组 
成的有界非空闭集套 LdL ^-'- dL ^-.-, 其集合半径趋于零,且两端点分 
別为 S 与 R n - S 中的点.由闭集套定理,存在惟一的点 P 属于所有的直线段. 
由边羿点的定义可见 p e 狀，与狀=0矛盾+ □ 


例睡 17.2.3 按 （1) 4 (2) ^ (3) ^⑴的次序证明以下三个命题的等价性+ 
⑴ S 是 紧集； 

(2) 5 的任一无限子集必有聚点在 S 中； 

(3) S 是有界闭集 ■ 

证 （1) # (扑用反证法.设 F 是 S 的无限子集， Vze 叉它都不是 F 的聚 
点（这其中有两种可能 f 一是 F 没有聚点，二是厂有聚点但不在 S 中).由聚点的 
定义3心 >0,使得在0^»中没有异于;^的厂的点■由于 U 0 5( c ( x ) DSDF 

以及 s 是紧集，从而存在有限个 o ^ On ), … ,0 Sh ( x k ) 满足 

k 

DSdF, 

由此可看出 F 是有限集，与无限集矛盾. 
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(2} ^⑶.由己知条件知炉 C A 从而 S 闭.下面用反证法证明 S 有界，若 
不然在 S 1 中有子列{^}满足^1 ( k ^ co ), 可见 { x k } 没有聚点，与已知 

条件矛盾. 

(3) ^ (1). 用闭矩形套定理.其详细证明在很多教科书中都有，从略 .口 

例题 17.2,4 设5 1; 5,都是 IT 中的有界闭集，^05 2 -0,证明存在两个 
开集 A 和0 2; 使得况 C = 1,2,且 A n0 2 = 0. 

分析若 A 与 S'2 只是两个单点集 {$i} 与 {a：2}， 则 d = d(xi,x 2 ) > 0, 令 

{a; e R n | d(x,x 2 ) < rf/3}, t = l,2 t 

则 A 为开集 ， O, 咸 iH 且 n 0 2 = 0. 由此启发我们对一般的有界闭 
集把证明分成两部分 - 

证第一步：证明^ =屮&，的） >0. 

用反证法.若火的 t &) = 0,则由 d ( S u S 2 ) 的定义, 3心 e 知使得 

lim \x n - y n | = 0. (17.1) 

n—^OO 

由^&有界及凝聚定理知, { x n } t { y n } 都有收敛子列,不妨设〜 —A y n ^ 
y ■由 S U S 2 闭知 a; €九 y € 在 (17.1) 中令 n — oo 得 a; 二 y， 此与 
n ^ 0 矛盾. 

第二步：直接定义 

Oi - {x e R n | d{x,Si) < d/2,}, i = 1,2， 

则 ft 为开集， 3 况， i = 1,2 ，且 n 0 2 = 0. 

还有一种更有启发性（可用于下面第一组参考题的第 5 题）的构造 Oi, 
的办法是定义 

Oi- U %"3( 疋)， 0 2 = \J O dJ ^y\ □ 

x^Si yGSs 

其中屯是; r e A 到为 舰离, 4 是 5!^ 灸到&的距离 - 

17.2.3 练习题 

1. 设洗忍是 R rt 中的两个不相交的闭集，其中一个有界,证明： rf (-4, i ?}>0. 
如果 A ， B 均是无界闭集，是否仍有 rf ( A ,£ f )>0? 

2. 设负，&为 Rn 中不相交的闭集，其中一个有界. 证明： 存在开集0^0 2 满 
足 Si C Oi ， i = 1，2,且 Oi n Os = 0. 

3 - 由闭矩形套定理证明凝聚定理. 

4. 由凝聚定理证明 Cauchy 收敛定理. 

5. 由紧性定理证明聚点定理. 
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§17.3 对于教学的建议 

17.3,1 学习要点 

1. 本章有很多集合论的知识，对于初学者来说是比较抽象的，但它们却是进 
—步学习数学的基本语言之一.在教学中最基本的要求是理解各类集合的 
概念.根据我们的缔验，以聚点作为一个切入点来展开一些练习很有效果. 
此外,举例是理解概念的最有效的手段.通常的教科书中有足够的例子供 
习题课选用. 

2+在上册第三章中的实数基本定 理中， 除去单调有界定理和确界存在定理需 
要用到实数的有序性外，其佘四个基本定理都得到了推广，其中闭区间套定 
理被推广成比较方便的闭集套定理的形式. 

3. 在以后的学习中，用得最多的集合概念是区域.我们给出了它的比较正规 
的描述.根据命题 17.1.1, 也可以道路连通开集来定义 R " 中的区域，这样 
可以在现阶段避开连通与道路连通这两个易混淆的概念. 

4- 多元基本定理延续了第三章的内容，相对而言，学生理解不是很困难.因而 
有条件时可适当布置一些应用题,如第一组参考题的题 2. 

5. 对习题课的建议 教师应该拫据实际教 学课时 来选取材料， 确 定教案 .一 
般来说,本章的教学时段只有一次多一点的习题课.因此，习题课的安排首 
先要保证学生能理解概念，能正确叙述多元基本定理的内容.其次是一些 
初步的集合证明题和基本定理的应用题（可集中于某一个定理，如闭集套 
定理的应用).至于连通性的讨论和紧性的等价描述完全是补充内容. 

学生们在证明某个集合具有某种性质时,有时采用如下错误 证法: 
先对是开集时证明结论,然后对$是闭集时证明结论.由以上两步得到 
结论成立.要告诉他们尽管开集的余集是闭集，闭集的余集是开集,但这并 
不意味着集合只有开集和闭集两 大类. 

在证明像练习题 17.2.3 中的题1时，学生们往往不会下手，或者是不 
会做,或者是不得要领地写一大堆.要引导他们从最简单的情况开始思考. 
如果 A 为单点集时,用反证法，设 d ( x , B ) - 0,则存在& £尽使得 
^ 0, (n — oc), 因而 {j/J 是有界列，有收敛子列,然后如例 17.2,4 
第一步那样推出矛盾.当 A 为一般有界闭集时，讨论是类似的（此时如何 
证明也是有界列呢?) . 

17,3.2 参考题 
第一组参考® 
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第十七章高维空间中的点集与基本定理 


1. 证明 R " 中每个闭集可表为可列个开集的交，每个开集可表为可列个闭集 
的并. 

2. 用闭集套定理证明三角形三边上的中线交于一点. 

3. 设 /( x ) 在 (- oc ,+ oo ) 上连续,证明五= {( a ;,/( j ：)) | x e (- oo , + oo )} 是平 
面上的闭集（称为/的图) . 

4. 证明 intS 是开集，而且是包含于 S 的最大开集. 

5- ( IT 的正规性)设&为 R " 中不相交的闭集（不一定有界).证明存在 
开集 0 ^ 0 - 2 满足氏 K OinO 2 -0. 

6. (1) 设 S 是中的有界 集合.证明： V ^>0, 3 S 中有限个点 Pl , p 2; …， 
使得 UO ^ DS ; 

(2) 证明覆盖 l 1 理的 Lcbesgue 形式：若 { G ,} 是有界闭集 F 的开覆盖，则 
35 >0,使得 V P e F ， 存在 { G a } 中的一个开集&满足 O s { p ) cG - 
rn 证明覆盖定理的 Lebesgue 形式与通常的表述形式（若 { G ,} 是有界 
$集 F 的开覆盖> 则存在 { GU 中的有限个开集 G ，…，使得 
Cl Ci 〕 F) 等价 , 

第二组参考® 


1- 证明 R " 中开集乃是连通集的充分必要条件是 D 不能分解为两个不相交 
的非空子开集的并. 

2.证明 R 中集合 D 是连通集的充分必要条件是乃为区间. 

3 - 证明有公共点的连通集的并集是连通集. 

4 .证明 A = y 至少有一个是有理数 } 是 H _ 2 中的道路连通集. 

5- 证明道路连通集一定是连通集，但连通集未必是道路连通集.（考察例子£ = 
{(A y) | y = sin 0 < $ < 证明1是连通而非道路连通的 ■) 

6.设糸0为 R / 1 的非空子集，定义4十 B 为 R " 中一切形如 x ^- y 的点组 
成的集合，其中 ; c e A y e 

(1) 如果 K 为 IT 的紧子集， C 为 R " 的闭子集，证明 ii ： + C 为的闭 
子集； 

(2) 如果 X ， C 均为 R " 的闭子集， K + C 未必为 R " 的闭子集.考虑 K 
为整数集合， C 为一切形如 am 的数组成的集合，其中 m 6 K ， a 是某 
个确定的无理数,证明 1 (TC = R ，但 K 十 C # R . 



第十八章多元函数的极限与连续 


本章 〖寸论 多元函数的极限与连续性.其中 §1 S .1 节引进重极限与累次极限的 
概念，讨论了它们的相互关系，并介绍了一些常用方法. §18.2 节吋论多元函数的 
连续性，介绍了一按多元函数连续的充分条件及以集合语言刻画连续性的命题, 
然后介绍紧集上的连续函数性质及其应用，最后对于向量值函数介绍了 R " 巾的 
压缩映射原理. §18.3 节是学习要点和参考题. 


§18.1 多元函数的极限 

18.1.1 重极限 

设 a e R ' 71元函数/在 a 的某个去心邻域中有定义， A 为某一常数，若 
Vt >0, > 0,当0 < | a ; - a | < 5时，有 |/( x ) - A \< s . 

则称 n 元函数/(幻当 ： r — a 时以 A 为极限（又称它是 n 重极限)，记为 
jim /(®) = A 或简记为 f ( x ) a ). 

用邻域的语言来就是 

Ve > 0, 3 J > 0,当 : c £ \ { d } 时，有 /( ar ) G 0,(,4). 

注 在定义重极限时， 可 以放宽对函数定义域的要求，只要 《 是定义域的聚 
点即可. 

从邻域的观点看,多元函数扳限的定义与一元函数极限的定义完全一样■但 
现在是在高维空间中 讨论， x ^ a ^ x 以任何方式或沿任何曲线趋于 a . 其趋 
近方式要比一元函数的情形复杂得多.一个简单的例子是讨论 /( AV ) = 

在 {0,0) 点的二重极限是否 存在. 容易看出，当 (^ J /) 沿直线 y (其中 m 为 
任意实数)趋于 (0,0) 点时， f ( x , y ) 的极限力有关.由此可以看出 

1 十 TYI 

这个二元函数 / Or ， y ) 在 (0,0) 点的二重极限不存在. 

与一元函数相仿，也可以定义自变量趋于或 OC 时的极限,但现在是多 
个自变董，于是可以出现某一些自变量趋十一个定数，而另一呰自变量趋于 ±oo 
或00的情形，以两个自变量为例,有下述几种 极限： 

(1) lim = A Ve > 0, 3 Af > 0,当 ㈤ > M ，| j /| > Af 时， 

( T f y )^( oc , ac ) 

\ f { x , y )- A \ < s ; 

(2) Um f ( x , y ) = A Ve > 0, 31 M > 0,当 0 < | 工—工 (jf < S , 

( x tV )—^(^ Oj + oq ) 

1 / > M 时 \ f ( x : y )- A \ < e ； 
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⑶ lirn /(工，^) = A > 0,彐 A M > 0,当 x < — M , 

0 < ly _ 洲 I < 5 时， 1/(4?/) ~ ^ 

述有其他一些情形 ; 在此不一…列举.此外当 A 为 ± oo 或 oo 时，与一元函 
数类似，我们称之为广义极限或极限不存在（参见上册98页). 

多元函数的极限的惟一性.局部有界性,局部保号性,局部比较原理，四则运 
算法则, Cauchy 收敛准则以及 Home 归结原理的叙述与论证完全与一元函数相 
仿,这里就不再重复了（参见上册第四章) - 


求多元函数的极限有如下常用方法: 


1. 利用函数的连续性和函数极限的运算性质（多元函数的连续性将在下一节 
讨设)； 

2. 利用不等式缩放或使用夹道定理； 

3- 利用变量替换化简或化为已知极限. X 寸含有三角函数或幂指函数的二甫极 
限可考虑它是 g 能通过变形或变量代换化为一元函数中的基本极限，如 

lim = 1, = 1, lim (1 + = e 

t — ^0 t t^O C t —— >LX；l t 

等（参见上册 116 觅题 9), 然后利用这些基本极限去求重极限 的值； 

4- 利用初等变形，如分母有理化、对指数形式取对数等等. 


例题 18.1.1 求 lim 


x 3 + 
x 2 + y 2 


分析直观上看分子的多项式次数高于分母的多项式次数^极限应诙是 0. 
这种题目一般用极坐标代换后可化为一个有界量与无穷小量的乘积. 


解令; r = r cos 0，分= r sin 沒，则 

^■3 丄 


lim 


X " 


(AS/)—( 0 , 0 ) x 2 + y 2 


lim r (cosW + sin 3 没 ）= 0 .口 


例题 18.1.2 求 


lim 

(0,0) 


sin(j? 3 + y 3 ) 
x 2 + y 2 



从而 

所以 



I + y 3 )! < \^\ 3 + \y\ 3 < (|a;| + \y\){x 2 ^y 2 ). 


上 ) 1 赞 


矣 lim 
( m )—( o '。) 


(N + bl ) = 0, 


lim =0 . □ 

(i.y) —(0,0) x^+y^ 

也可对 ^m(x 3 +y 3 ) 用一元 Taylor 展式 

sin(s 3 + y s ) ^ x 3 + y 3 + 。 (㈤ 3 + |y| 3 ) 叫十 |y| — {))■ 
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例题 18 丄 3 求 ( J )%，。 严‘其中 


sin xy 


/( 工，没） 


，当工/ 0, 

当; c = (3， j / / 0. 


解由于 


1/(^?/)| 




当 ; r = 0, y^d, 


所以 


于是 




例题 18.1.4 求极限 




lim (x 2 + y 2 )^. 
㈣ ）—( o . o ) 


解絲其对数的极限 ( J ， (。/ 帅 2 +，)-由于 

\xy ln(x 2 + J/ 2 )I < r 2 Inr 2 — > 0 (r —v 0 + } f 


所以 


lim xy ln(a; 2 +y 2 ) = 0, 

(抑卜 ( o t o ) … y 1 


lim (x 2 十 y 2 } 3 ^ 
( x , y )-*-(0*0) 


例题 18.1.5 证明 


lilLL I - I — U* 

(a:^)—^(+5 o^+cjo) \ x ^ + y ^ / 

证此题底数的极限并不存在，但可用夹逼方法.注意到 z > 0, y > 0时 

0 < - < 丄 

x 2 + y 2 ^ 2 1 


所以 


由于 lim (f 

(: T ， V)—+ 』 


V ^ , 
0,从而有 




0 . □ 


( x . y )-»(+( x,-focJ \ X +y ) 

关于证明電极限不存在的方法，我们将在累次极限之后介绍. 
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18,1.2 累次极限 

为方便起见在 H 2 中讨论，设 f(x^y) 4 (吻，如）的某个去心邻域内冇定义， 
称下列两个极限（如果存在的话） 

lim lim /(x,y), lim lim f{x,y) 

y—^ya 

分别是函数 / 在 ( xo ^ o ) 点的先 X 后 p 的二次极限和先 y 后 X 的二次极限，统 

称它们是累次极限. 

電极限与累次极限的关系反映在下面的命题中. 


命趣 18.1.1 当重极限存在且 ， lim f{x, W = A 时， 

(W) 一 ( 工 0 邮） 

⑴如果 y^y Q 0|, lim 存在，则 lim lim f{x,y) = A ; 

(r-*-xo y^Va 

(2) 如果 0^ lim f(x,y) 存在，则 lim lim /( z ，?/)= 儿 


由此命题可见：当重极限和某个累次极限都存在时，则该累次极限的值应诙 
等于重极限的值.但在一般情况下,重极限与累次极限没有什么必然的关系. 

当1极限存在时，两个二次极限可以都不存在，也可以一个存在而另一个不 
存在，例如 

{ xsin y 弄 0, 

0， y 

此时 ^ lim n lim /( a ：, j /) = 0,但 lim iim /($，?/) 不存在， 

当重极限不存在时,可以是两个二次极限存在且相等，也可以是两个二次极 
限存在但不相等,还可以是两个二次极限中一个存在而另一个不存在.例如 

= 当 #0, 

显然有匕 0 ,但是， h 与 1 h 都不 存在. 

: e—►() y-+0 (a^y)—(0,0) y—0 a：—0 


18,1.3 证明函数的籯极限不存在的常用方法 


h 找两种特殊的趋近方式,使得在两种方式下函数的极限值不同.例如 

0 f x 2 ^ Jy | 或 y = 0， 

1,其他. 

当 ( x , y ) 沿过原点的任何直线 v ^趋于 （0,0) 点时，有 


y) 


lim = 0. 

( i J ^= Ara ：)^(0 1 0) 


但 (X,v) 沿曲线 y = 趋于 （0,0) 点时 




I ， 
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所以 /( A 幻在(0,0)点的重极限不存在 


由于 


2. 证明两个累次极限存在但不相等，例如 


x — ►U y — 1*0 


l ™ y ) 

y—U ?：—U 


可见重极限不存在.因为如果重极限存在，两个累次极限又存在，由命题 1 S .1.] 
三个极限值应该相等. 


18.1.4 思考题 

1. 证明多元函数极限的 Heine 妇结 康理: 设 a e R'A E 则 = A 
的充分必要条件是:对满足条件 \ im ^ x r 7 = a 的每个 
点列 { x n }, 都有 lim f ( x n ) - A. (参见上册 104 〜 105 ^+) 

2. 证明多元函数极限的 Cauchy 收敛准则：函数/(4在点 a 有极限的充要条 

件是对每一个 f > 0, > 0,使得对于 O s ( a )\{ a } 中的每一对点V，V， 

满足不等式 1/(^) -/(^)|<^. 


18.1.5 关于累次极限换序 


命题 18.1.1 告诉我们，如果在某一点二元函数的重极限与两个累次极限都 
存在，则对 z 和取极限的顺序可以交换，即 

lim lim f(x,y) = lim lim f{x^y). 
h-*sq y—>yt} a；o 

如果我们并不知道重极限是否存在或者甚至知道重极限不存在，那么在什么条 
件下，累次极限可以交换次序呢？下面的命题回答了这个问题. 

命题 18.1.2 f(x,y) ^ (x 0j y Q ) 的一个去心邻域中有定义，如果 

(1) 对固定的 : t 尹: Eo , lim f(x,y) ^ g(x) 存在； 

(2) / ( a ：,^) = h(y) 关于 y 在 0< jy ~ 如 |<" 上一致， 

则 lim g ( a ;) = lim 奴 ( y )， 即 

lim lim f(x^y) — lim lim f(x > y). 

y—yQ y—yn 

分祈这是一个极限换序问题，而条件 （2) 已给出对的一致性，这使我们 
想到利用一致收敛的函数列与求极限的有关性质(参见在 14.2.1 小节中的讨论). 
证 1根据 Heine 归结原则，我们只要证明 Va: m n = 1,2,…，〜兴抑， 
^ Xq } 都有 
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lim g ( x n )^ \im h ( y ). 

n—^co y—^yn 

为此，我们定义 / n ( y ) = f ( xn , y ). 由条件 (2) 知函数列{尺 ㈤ }在如的去心邻域 
0 < |y -yoi < ??上一致收敛，因此有 

lim f n ( y )= lim f ( x n ， y ) = h ( y ). 

ti—n50 71 — >O0 

另一方面，由条件⑴得到 

iim fn [ y ) = lim = g {^ n )- 

y — 如 y—^yo 

由一致收敛的函数列求极限的性质（见命题 14.21) 知以下两个极限存在且 相等: 


再由 Heine 归结原则，得到 


lim g { z n ) = lim h { y ). 

71 — 00 y—^Vo 


lim g(x) = lim h(y) t □ 

证 2 直接证明 . 由于 lim f(x ， y) = h(y) 在 0 < \y - y 0 | < n 上对 V 
— 致，于是 Ve > 0,3(S > 0 】当 0 < |乂 — ⑼ < 6 且 0 < >"— 工 0 ! < <5 时， 
- /( 工 " ， 1/)1 ye O v (y 0 ) \ {^o} 一致 . 令 y — m 得到 

- 咖 〃) K c 

由 Cauchy 收敛准则 ， lim p (: c) 存在， 记为克 由此可知 Ve > 0,34 > O f 当 

I—►ffq 

0 < b - x 0 l < 心时 

| 咖 ) -A\< e/3, 

又由条件 (2) 知同时还可以成立 

陶- /( x ,^)| < e / Z , e O v { y 0 )\{ yo }. 

取定以 O 5 l ( x 0 }\ { x 0 }. 由条件⑴知 3<5 e (0, tj ), 使得当 0 < -训 I < 5 时 

从而当 0 < b - y 0 l < <5 时 

]h{y)-A\ ^ \h{y) - f(x,y)\ + |/(x,^) + |p(^) -A\<£, 


于是 


lim h ( y ) 二 A . □ 


18.1.6 练习應 


1. 求下列极限： 

(1) lim 

{ x , y )^{0, a ) 

(2) lim 
( a , y )-^(0 T 0) 

⑶ lim 


^ inxy _ 

~ x ^ T 

(ar + y ) ln ( a ; 2 + t / 2 ); 

/( 工，没)，其中 

( ln(l + xy ) 

f (^ y ) = < x 

u 


当 a ^ o , 
当 x = 0; 
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(4) lim 1 + 丄 

(r,y)-*(oc,0) V X t 


^+V 


(5) 


lim 


x + y 


{ x , y )^>{ oa , oo ) x - xy + 


2. 证明 lim 


x 2 y 2 


不存在. 


(a：,!,)^(o.o) x a + y d 

3. 讨论下列函数在 (0,0) 点的重极限与累次 极限: 


⑴ 


x 2 y s 


x 2 y 2 + ( a : - y ) 2 


(2) + sin — sin ™; 


(3) f ( x , y ) 


xy . 1 


当 z /0, 
当; F = 0. 


4. 设一元函数 / ⑻在 R 上有连续导数，定义二元函数 

/⑷ — /⑻ 


♦，2/) 


x _ y 




求 (JS 1 ㈣ 咖办 


5. 叙述并证明二元函数极限存在的惟一^定理,局部有界性定理与局部保号 
性定理. 

6■设 lim 口⑼= A，lim 妒 ( x ) = 0,且在（細如）附近有 \ f { x , y ) - ( p { y )\ < 

y—fya 3 ； —^a：o 

妒⑻，证明 ， lim fix ' y 、 二 A . 

7 - 证明：在命题 1 S .1. 2 中若 f { x , y ) 除直线 Z =如夕卜有定义，其他条 
件不变，则重极限与两个累次极限都存在，并且相等. 


§18-2 多元函数的连续性 
18.2.1 定义与基本性质 

设 S 是 R " 中的点集,/是定义在 S 上的函数,抑 e 5且是 S 的聚点，若 

lim f ( x ) = f ( x 0 ), 

SB— » SCj) 

则称 / 在抑点 连续， 否则就说/ 在抑 点不 连续或间断， 如果/在 S 上的每一 
点都连续，则称/在 S 上连续. 

从定义可以看出,在形式上多元函数的连续性的定义与一元函数的连续性的 
定义是相同的.因此在连续性方面多元函数也有许多与一元函数相同的性质，如 
保号性，和、差、积、商的连续性，复合函数的连续性等，它们的叙述与证明都是 
和一元函数相同的（参见上册第五章). 
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但与多元极限情况类似 的是; 一个多元函数如果对每个变元都连续，则并不 
能推出它是一个多元连续函数.例如函数 




/(^ y ) 


y ) ^ (0.0), 


工 2 十友 2 ’ 

0, (x f y) = (0,0) 

在全平面上对 Ay 都分别连续，在原点当然也是如此，但它作为二元函数在原点 
是不连续的（见147页上的讨论). 


例题 18 . 2 . 1 令 


ln(l + xy ) 




x 




x = 0, 


则 / ky ) 在其定义域上是连续的. 


证 显然 /( x ^ y ) 的定义域是即> -1 且 f ( x t y ) 在0处是连续的，所以 
只须证明 !{^ y ) 作为二元函数在 y 轴上的每一点连续.以下分两种情况 讨论. 
⑴在 （0,0) 点. 

由于/(0,0) = 0, 而当: E /0 时 

/( . y)= Ml±H) J 0 ' 丄广 0 ， 

[yln(l + a ： j/) xy , y^O. 

又由于 


lim ln(l 十 i ： y) 
( 0 , 0 ) 

从而 3 a > 0, 当 0 < H <^1, 0< jy | < & 时 

ln(l + xy) 
x 


xy = 1 , 


( |y||ln(l + xy) xy I < 2\y\. 

由 f ( x ， y ) 的表达式知只要 W <6 X , \ y \ < L 无论 t = 0 还是 : r # 0 都有 

|/( a; t ^}j < 2\ y \. 

所以 

,/( a ：，; y )=0 = /(0,0). 

⑺在 （ o , 抑） yo ^ 0- 
当无^ 0时 

1/( 工，友 ) ™/(0 ， yo)l = |t/ln(l + xj/) xy -t/ 0 | 

丄 

=|^[In(l +^) xy -l] + (y- y 0 )| 

1_ 

^ |^1 ■ | ln(l + xy ) xy 一 4 + | j / — ?/ o |. 


而当 r = 0 时 
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1/( 工 ， W —/(0 以 。)| = |y-yol* 

注意到当如时 

1 

lim ln(l + ^ y ) xy = 1 , 
( M ) —(0 t y o ) 

结合上述各式得 


, lim if {^, y )- I (^ yo )) = o . 

bj)—(0 咖） 

所以 /(% y ) 在 （0, 如）处连续，从而在其定义域上是连续的. 


□ 


例题 18.2.2 (多元函数连续的若干充分条件）设 f ( x ， y ) 在 D C R 2 上分别 
对 x 和 y 连续. 证明： 当下列条件之一满足时 f ( x , V ) 是 D 上的二元连续函数， 

(1) / Or ， y ) 在乃上 对: r 连续且关于汉一致，即 Vx 0l Vs >0,36 = <5( s , x 0 ) > 0 
(与 y 无关 )， k — 办| < 5 时， 对 Vy ， ( x , y ), ( x 0 , y ) e D 恒有 

f {^ v )\ <£； 

(2) f(x,y) 在 i? 上对 z 局部满足 Lipschitz 条件且关于 y —致 ，即： Vp 0 = 

(邮， 如 ） e D , > 0 及 i > 0, 使得对 (x 2 ,y) eon j 5「( p 0 )， 恒有 

l/(^i^) - K^y)\ < L\xi ~X 2 \] 

(3) /(a W 关于变量 y 是单调的. 

证 （1) 由定义，并用拆项补项的方法. 

(2) 逐点连续是局部性质，可由定义并用拆项补项的方法来证. 

⑶为证在 ( x 0 , y Q ) 连续，可找（⑽如）的一个矩形 邻域认 = [刊 一 
(5 i , x 0 + 5 i ] x [yo - ^ 2,yo + ^]*先利用 I ( xo , y ) 在直线 x =吻上的连续性，可选 
取心足够小,使/在 Djl 的上下边中点 ( x 0 ,2 /o ±<5 a ) 的值与 f { xo } yo ) 的误羞不 
超过然后再由 f { x , y Q ± 5 2 ) 在直线 y = y Q ± 5 2 上的连续性，可取 <5 i 足够小， 
使/在 A 的上下边上的值与 /( xo ^ o ) 的误差不超过 s . 最后利用/关于没的 
单调性，即可得/ 在乃 1上的值与/(吨，如)的误差不超过& □ 

连续性除了可用极限刻画之外，也可用集合来刻画.下面是一些等价描述. 

命题1& 2 .1设/是定义在上的函数，则下述几个条件 等价： 

⑴/ ㈨ 连续； 

(2} 任何开集的原象是 开集； 

(3) 任何闭集的原象是 闭集； 

⑷对 R " 中的任意子集£；，有 /( E ) C 7(1). 

证我们采用循环证明的方法. 

(1) ^ ( 2 ):设/( ㈡ 在 R n 上连续 t 4是 R 中的任一开集，如果 f ~ HA ) 是空 
集，结论自然成立;若广 1 ⑷非空， Va；o e 广 1 ㈤ ，则 f ( x Q ) e A 而4是 R 中 
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开集，于是存在 S > 0,使得 f ( xo ) 的开邻域 (/( Xo ) - f { xo ) + e ) C A 由于 
/ ㈤ 在 a ;。 点连续知3 6 > 0当 [ a ； - a; 0 i < A 时 f ( x ) e (/(阶）一 e ， /(抑) + e ), 于 
是 0 5 (^) = R 叫 b - 吻 | <5}c ^{A), 从而 f- l (A) 为 开集. 

(2) ^ (3) :设 S 是 R 中的任一集合，则 

r\S c ) ^ [f-^SW. ( 18 - 1 ) 

事实上，由于 z € /-!(^) ^ f ( x ) 6 R 而1厂 1 ⑻尸 ㈡ 疋穿 f ~ l ( S ) « 

M 孕 S , 由此可以看出 (18.1) 成立. 

设 P 是 R 中的任一闭集，由 （1 S .1) 得 

r l ( F ) = r \( F c T )^ if - HF c )] c - 

由条件⑺及，力开^知 n ( F ) 为闭集_ ^ 

(3) ^ (4) :要证 mem > 只要证忑 c r l ( m )^ 亊实上，下面的包含 
关 系显然成立， 

又由条件 （3) 及 7( 苟是闭集知_ 

EcrHW ))- 

(4) ^ (1) :反 证法. 若不然，3抑 e R ' / ㈤ 在吻点不连续，由 Heine 归结 
原则知，彐 eo > 0及点列 { a ? n , n - 1,2, ■ ■ ■ }, a： n ar 0 但 

j /( a ： T ,) - f { x Q )\ ^ f 0 * (18.2) 

取 £； = { a ；‘ eN + ，则 A e E , /(£： 卜{/(')}喊〜.由条件⑷知 /(® o ) e 
W )^ 与 （1 S .2) 矛盾. □ 

例腰 18,2.3 函数 f(x,y) 定义在正方形 A = {(x,y) | 0 ^ x < 1,0 ^ ^ 1} 

上在底边 /u = {(^0) I 0 < rc ^ 1} 上连续，证明36 > 0使得 /( zj ) 在 
h = {($，沒）上有界. 

证 1 (用凝累定理） 用反证法,若不然，则 V 5 > 0, /( a ^) 在心上都无界，于 
是 3{ x n , y rt ) € Ii 使得 

IT 

l /( a ； n , yn )| > n . (18.3) 

由于 {(^ R ^ n )} 有界，由凝聚定理知存在子列 (^ n b , y nk ) i ^ O ， Vt }) i 且$0 e 
[ o , 1], 2/0 =0,由在(耶，0)点的连续性知 

^/(、，仏,）=/(! 0 ,0). ‘ 

此与 (18.3) 矛盾. — 

证 2 (用紧性定理 ）V 吻 e [0,札由 /( x ， y ) 在（吻， 0) 的连续性知35 0 >0, 
使得 /( AS /) 在 V ^( xo ) = {( x , y ) I <^,|?/| < Mn/i 上有界，由此得到 

^ 族开集覆盖有界闭集机由紧性定理可选出有限个 V ( xi ), i 二 1,2, . ■ 使得 
U yM ] 心取5 =轉 {5 i }， 则 f { x , y ) h 上有界. □ 

i-l 1<* 矣 n 
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例题 18.2.4 设/(0)是以271为周期的连续函数，定义 

( l - p ^ + e ) 


u { p , 0) 

则对于任意 札 e 有 


1 


lim 

( p ^) - *(^ - i ^ o ) 


兀 1 一 2pcos(/? + p 2 

u { p , B ) = f (9 0 ). 


dip . 


证首先要用一个结果 


1 

2 tz 


r)t 


C 1 ~ P 2 ) 


1 - 2 pcostp + p 2 


却 = 1， 


即 / ^ 1 时 ， U 5 1. 这个关系式可用多种方法证明，例如逋过万能代换（参见上 
册 2 91 页)求出下面的不定积分 _ 

_ 


2 


1 + £ COS^t 


arctan 


e 


Vl - e 2 

来证明.由这个结果就可以得到如下的表达式 
㈣ )-胸 _ 1 「 (1 ' p2) 


l + e tan 普)化1 0) 


2 n 




K 1 ~ 2pco&ip + p 2 

〜>0,要找(5>0,使得当1-5</><1， -蚓 <5 时，有 

卜(/>,的一 /( 办)| < e . 

为此先由/的连续性知 Ve > 0, > 0,使得当 M < A P -叫 < J 时，有 


1 /( ㈣ 卜觸< 


将要估计的积分分为三部分，即 

㈣ )-胸二去(厂 

由于在 (-7 C , - S ) ±, C 0 SV ? ^ cos (5. 于是 


r 占 




fit 、 


A + -^2+^3* 


1 - 2 pcosp + /) 3 彡 1 - 2 pcosS + p 2 = (1 — p ) 2 + 2 p{l — cos 5) 》 4 p sin 2 


又由 / 的连续性知 3 M >0, 使得 
于是 

㈣ 


271 4 psin 2 

从而叫，使得当 1- 心 < p < l 时，有 

\h\< 

同理可证，此时 
最后估计/ 2 ，有 


(W 2 )M d-^)M 


Sp sin 


T . 


|/ 2 f ^ 




1 丄 

^2 k ' T 
本 r 


iai < 7. 

rfi _ d - P 3 ) 


dip 


;1 — 2 pcos ^ + p 2 
(!-P 2 ) 一丄 


~2 pcosip + p 2 


■dp 
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于是別，心使得当 

1^(/?^) -/(^ o )] < ^ □ 


18.2.2 紧集上多元连续函数的性质 

定义在紧集上的多元连续函数也具有与定义在有界闭集上的一元连续函数 
相同的性质:有界性,存在最大、最 小值， 一致连续性以及值域也是紧集等. 


命趣 18.2.2 紧集上的连续函数的值域必是紧集(有界闭集)，从而紧集上的 
连续函数必有界,并存在最大、最小值. 


命题 18,2.3 (Cantor 定理 } 紧集上的连续函数必定一致连续- 

例题 18.2.5 设/( X ， y ， z ) 在 a $ x ， y，z 4 b 上连续，令 

( p ( x ) — max min f ( x , y , z )^ 

则 p ㈤ 在上连续. 


证 我们将证明分成两步. 
第一步:设 


^P(x,y) = min /(a;, y,z) f a < < 6. 

因为 /( W) 在有界闭区域上连续，从而一致 连续 . 于是 Ve > 0 t B 6 > 0,当 
\x - a ：( j [ < — 如 1 < 5 时 

/( x 0 , y 0 ,^) - ^ < /( x , y ,^) < f { x 0 y yo ： z ) + £. 

对 3 在 la , &) 上取最小值得到 

㈣ 工 o ， yo ) < ^ a , yo ) +^* 

可见在正方形 h6] x [ ft ，b] 上连续. 

第二步：令 v 二 a + fc (无一 a )， 其中 0 在 A : < 1，则 

ip ( x ) — max — ^{ z^a + k(x - a )). 

由 # 在 {a < z < b ， a 《没 < 上连续知 i >[ x , a + fc (: c - a }) 在 {a < i 矣 &， 0 ( 

A < 1} 上连续，用与第一步中相同的方法可以证明在 [A 6] 上连续. □ 

注 从上面第二步所用的方法使我们想到一元函数中的一个题目： 


设/⑷在上连续，则 

g(x) = max /(^) ^ h(x) 

都在 [Oj 域续（见上册哪页的题 10). 


f (0 


我们可以证明如下：设6 = a + fc(:t — 1，则 

g ( x ) — max f(a + k(x — a )). 
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由于二元函数 /(a + - a )) 在 {a < a ; 矣6,0矣在 1} 上连续,用例题18,2,5 

中的第一步中的证明方法可以证明 W：c) 在 [a，6] 上连续,同理 /i (4 也在 [ a ,6] 上 
连续. 

从上例 可见，有些一元函数的问题可以在多元函数理论中得到较好的解决. 

例题 18.2.6 设 A 是 n x n 矩阵，它的行列式 detA ^ 0. 证明存在 a > 0, 
使对任意 a： e R/ 1 都有 \ Ax \ ^ a[x|. 

证容易证明|乂!/|是定义在有界闭集& = {y € R " 1 Id = 1} 上的 
连续函数+因为 detA 笋0,故对 1/ e S 1 ， 有 lAyf > 0‘ 因此由命题 18,2.2, 
mm \ Ay \ = a > 0. 从而当 as 笋0时，|^4(0|)| > a ，即 \ Ax \ ^ a[x|. 当 as = 0 

V ^ S 1 

时，不等式显然. 口 

例题 18.2.T 设£；是 R/ 1 中的点集， a； e R' d ( x , E ) 是上一章所定义的 ® 
和£的距离.证明 £) 在 R/ 1 上一致连续. 

证 任取 y e R n , z e 尽则 

d ( x , E ) ( d { x , y ) + d ( y t z ). 

对所有 z e E 取下确界得 d ( x , E ) < d(x, y ) + d { y t E ). 同理得到 d ( y , E ) ^ 
d ( x , y )+ d { x , E ). 因而 


|d(a5, E) - d(y, £)| < \x - y\. 

取6 = ^ 则由 > —?/|<J 推出 \d(x,E)~d{y } E)\<s. 所以 (^ ，丑 ) 在 R" 上一 
致 连续. □ 


例题 18.2.8 设丑 c R' /(㈤定义在 £； 上.对于点 a 的邻域 Od a ) 定义/ 

在这个邻域上的振幅为 

w；(a ,5)= sup {/( x )} - inf 
aSO ; ⑷ x€O s (a) 

然后令 


^( a )= 

称为函数 f 在点 a 的振幅. 证明： 




⑴若/㈤ 在五 上有界，则 Va e _E, w/(a) 存在; 
(2) / ㈤在 a 点连续的充要条件是 W/ (o) = 0. 


(参见上册1糾页的定义和129页的题 12). 


证 ⑴对固定的由定义知 su P {/(x)} 与 hif {/(疋)}分别是 <5 

xGOs(a) ^Of(a) 

的单调增加与单调减少函数.由/(4的有界性，知当 (5 充分 小时 ， sup {/( X )} 

ae€Of(a) 
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与 inf l/(x)} 都是 6 的有界函数 f 于是吣 ( 《， 5) 是《 5 的单调增加有界函数 t 

x ^ Ot , ( a ) 

从而 ^lim + u ； /(a.5) 存在 . 

(2^^ /㈤ 在 a 点连续,则 V £ > 0,35 > 0 ,当 x e tMd) 时 , |/(x)- f{a)\ < 
此时应有 

u ； /(a 3 <5K sup {/㈤} 一 /⑷ + /⑷- inf {/(x)} ^ 2e, 

*e0 6 (a) x£Os(a) 

于是 

UJ/(o) lim a^/(o,5) =0. 

反之，若 uj f (a,5) = 0 , 则 Vs > 0, 彐 5 0 > 0, 当 (5 < 屯时 
sup {/(»)} - inf {/㈤} = u; f (W) <e ； 

a ： eOi(a) aeCMa) 

于是当 Z G 0 知⑷时 

|/(x) - /(o)| ^ Slip {/(a:)} - inf {f(x)} < ^ 

⑷ * 吩 0 ⑷ 

即 / ㈤ 在 《 点连续 . □ 


18.2,3 多元连续函数的介值定理 


一元连续函数的介值定理(上册防 .2 节）建立在区间的连通性上.多元连续 
函数也有类似的讨论. 

命题 18.2.4 设 / 是定义在 R n 中连通集合 D 上的连续函数，〜 & e D , 则 
对任意数 c e (/( a ), /(&))，存在 c e 仏使得 /( c ) 二 a 

证 首先证明连续函数把 IT 中连通集合 D 映到 II 中的连通集 /( D ). 设 
有分解式 1(D) = 4 U 氏其中4 S 为两个不相交的非空子集.于是 

D = E\jF, 

其中£ = r l ( A ), F ^ 厂 HS ). 易知 E ， F 非空旦不相交.由 D 的连通性，可设 
五中有 F 的聚点，即存在点列{而} c /- 1 ⑻收敛到 T e 厂 1 ^^由/的连续 
性,{/(^)}收敛到/(4 e A 这表明>1中有£!的聚点.故/⑴)是 R 中的连通 
集， 

不难证明 /( D ) 是区间（见第十七章的第二组 参考题 2). 因此由 /( a ), f(b) e 
/( D ) 得 [/( a ), f(b)] c /( 巩故 C e f(D), 即存在 c e A 使 /( c ) = a □ 

18.2.4 向置值涵数 

向 M 值函数是一个从到的映射 （ n , m > 1). 对应于每一个自变量 
* e R n ： 函数值是一个向量，即它的每一个分量是一个多元函数（或一元函数), 
因此多元函数的极限与连续的概念都可以推广到向量值函数上来- 
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定义设 OCR ' — R ' 满足 

(1) f((2)cn ： 

(2) Vx u 〜 e 有 

|/( a ： i ) - f ( x 2)\ ^ ^|aci - a ；2] } 

其中 0 < L < 〗，则称 / 是上的一个压箱映射 (参 见上册77页). 

从以上定义可以看出，有关向董值函数的压缩映射的定义是一元函数压缩映 
射定义的推广.类似于一元函数，我们也有下面的压缩映射原理. 

命题 18.2.5 (压缩映射原理）设 D 是 R / 1 中的闭集，/是上的一个压缩 
映射，则在0中存在/的惟一不动点 0：' 即 

f { x *) ^ X *. 

证明与一维情况的命题 3.4.4 类似,从略.压缩映射原理有许多重要的应用， 
这将在后面的章节中介绍（例如在 §20.2 节中用于证明反函数组存在定理) - 

18.2.5 练习题 

1- 设二元函数在 x [ c f d ] 上连续，函数列 ^ n ( x ) (n = 1，2, …） 
在上一致收敛并满足条件 c < ^( x ) ^ d , 证明函数列 F n ( x ) = 
f ( x ^ n ( x )) (n = 1，2,…）在 [Oj 上一致收敛. 

2. 证明 ： /(A y ) = 在 H 2 上一致连续. 

3. 在命题18. 2 .1中，由⑴直接证⑷. 

4. 如果/ 把！ I 中的任意开集映为开集，问/是否是 R 上的连续函数. 

5 - /( M ) 在 H 3 上连续，且，，畔 f ^ y ) 存在，证明 /(; r ， y ) 在 R 2 上有界， 
a —致连续. 

6. 证明： 若 VcR 2 是有界闭域，/为 D 上连续函数，则 f ( D ) 是一个有界闭 
区间. 

7. 利用命题 18.2.1 和例题 18.2.7 重新证明上一章的第一组参考题 5. 

8- {14.1.1 小节中 Dini 判别法的推广)设 P 是 R " 中的紧集，{九}是 D 上的 
连续函数列， A 对每一点 D 有 fi (^) > / 2 { x ) > ■ ■ ■ 》 f k ( x ) ^ 以及 
Jim 乂 ㈨ = 0. 证明函数列{九}在 Z > 上一致收敛 ■ 

9. 证品:在例题 18.2.8 中的 uj f { a ) 可改用 lim sup |/⑷-/(啡 

10. 证明连续映射把紧集映为紧集. 
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§18.3 对于教学的建议 


18.3-1 学习要点 

1. 学生在学习多元函数极限与连续性时,而临着两个 任务： 一方面要复习，巩 
固以前学到的方法，这是数学分析的基 本功； 另一方面，多元函数的情 
况更为复杂，有许多新的问题产牛，如何对以前的方法进行调整，有那些新 
的注意事项,都要 一一 弄清.为此 T 要十分注意习题课内容的条理性. 


2 - 例子在这一章的学习中有着十分重要的地位.学生首先是模仿,然后自己要 
能 举出一些说明问题的反例.比如，针对重极限与累次极限的关系，多元函 
数连续与一元函数连续的相同点与不同点的一些例子. 


3 .对习题课的建议 关于求极限.极坐标代换是讨论二元函数极限的有效手 


段， 学生们很喜欢用,但在使用 2 时必须小心 . 例如 

/(^^) = 7^ (0,0) 

的极限，不存在，但如果用极坐标代换，则 




r cos 2 0 sin 没 
r 2 cos 4 0 + sin 2 8 



如果 0 一 0, n ; 


面当0 = 0, tu 时， v = 0,故=0,因此容易误认为 lim f ( x , y ) = 

(^.y)^(0,0) 

o- 产生错误的原因在于忽视了用极坐标代换计算二元函数极限时,要求极 
限过程对0 e [0.27U) 一致地成立.而上述计算中极限过程与0有关.事实 
上，如果我们选择一条特殊的趋于原点的曲线 

L — {(r, J sin 0 = r cos 2 0}, 


则 

从而二元函数极限不存在. 


r cos 2 6 sin 沒 I 
r 2 cos 4 0 + sin 2 ^ \l 


2 


关于连 续性. 在证明函数 /(%?/) 在(韌 •) 点连续时，如果需要的话, 
学生们 都会将 f { x , y )- f ( x Q , yo ) 写为 

- f (^ o , yo ) = - f ( x 0 , y )} + [/(x 0 ,y) - f ( x 0 , y o )]. 


但经常会犯的错误是，由/对 a： 的连续性得出 Ve > 0,35 > 0,当 |x-a: 0 j < <5 
时 

|/(i, y) - /(a：o^}l < e / 2 . 


要提醒他们对每一个％ f { x : y ) 是一个关于; c 的一元函数，但含有仏因此 
/(^y ) 是一族含参数的关于 z 的一元函数，所以上述 J 应该与有关. 
这还不是我们在二元连续时需要的& 
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可以要求学生总结一下：如果一个二元函数对每个变元分别连续，还 
须加何种条件可保证二元函数连续(结合例题 18.2.2). 这个问题可以作为 
习题课上进一步深入的一个内容. 


18.3.2 参考题 


第一组参考题 


1.设 y ) 关于 z 在[«， &] 上连续，且关于单调增加.如果 

lim f{x,y) = /(x〆 )， 
y ^ d ~ 

证明这一收敛关于 z 6 h 6] 是一致的，即 Vo 0,存在6 > 0,当0 < 
d — y < S 时， 对所有的: [ a f fe ], 都有 


lf (^ y ) - /( 工，州 < 1 

2.设/在 k b ] x [ a , &] 上连续 f 定义 


咖〜 黑恭制 ， 


证明 P ㈤ 在 [ a , 6] 上连续. 

3.设 I ?是 R n 的紧于集，/为定义在！>上的函数，证明 f 在 D 上连续的充 

要条件是下列集合 

{( x , y ) eR n+1 \ y ^ f ( x ), x & D } 


是中的紧集. 

4 . 设凡 / 2 ，…，焱是[0，1]上的 ri 个连续函数，称/ 1; / 2 ,…， / n 在 [0,1] 上线 
性相关，若存在不全为零的常数 c 1; c 2 ，…， c „， 使得 

n 

[ Cj/j ㈤ = 0, [0,1]. 

j=i 

证明： / i ，/ 2 , …， / n 在 [0,1] 上线性相关的充要条件是 
det I ( fi ( x ) fj ( x ) da :^ )=0, 

\ 0 / nXn J 

其中 det ⑷是 4 的行列式. 

5. 设 Pl , p 3 , …， Pfc 是 R 2 上的 k 个相异的点，证明存在一个最小半径的圆 
盘把这 fc 个点覆盖.对于中的点，也有类似的命题. 

6. 设 A B 是两个 n 阶的实对称方阵，其中月是正定矩阵.设函数 G ( x ) = 
( x r Bx )^( x T Ax ) 定义在丑 = R n \ {0} 上，其巾: c T 是 a : 的 转置.证晛 


⑴ G ( x ) 可以在丑上取到最 大值; 


(2) Gb) 的最大值点是与 A B 有关的某个矩阵的特征向量.请写出这个 
矩阵. 
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第二组参考题 

1. 设丁是 R T1 到！^ 的一个映射，如果存在常数乂 0 < 0 < 1 以及自然数叫, 
使得 

\ T ^ x - r ^ y \^ d \ x - y \, Va :, y e R n 
证明映射 T 有惟一的不动点. 

2 . 设 卩是 中的有界闭集,/是卩到的一个映射，满足 

1/(®) - f { y )} < - y }> Vx , y <^ n , 


证明 / 在 o 中存在惟一的不动点.能否把命题中有界闭集的假设减弱为 
—般的有界集或无界的闭集？ 

3. 证明连续映射将连通集映为连通集. 

4. 设是 R " 中的区域，函数/定义在0上，对于％ e f }, 如果 W > 0,存 
在5 > 0,使得当 : c e /?,且 | a ： - a；ol < 6时 

/( x ) < /( a ： o ) + e (或 /㈤ > /( ar 。) - s ), 

则称/在点吻处上半连续（或下半连续)- 证明： 

(1) /在点抑处上半连^充要条件是/ 在点吻 的邻近有上界,且 

Hiil /( X ) 在 f{x 0 ); 

⑺/在点吻处下半连续的充要条件是/在点吻的邻近有下界，且 

11 m f(x) ^ /( x 0 ). 

5. 设 I ?是 R n 中的紧集， f 是 Q 上的上半连续函数(下半连续函数)，则/在 
^上有上界并达到最大值(有下界并达到最小值). 

6 . 设{九}是 R " 中紧集上的连续函数列,如果对每个 : c e /?，均有 

sup / fe ( x ) < + 00 , 

fc 

证明函数 

/( X ) = sup / fc (; c ) 
k 

在 D 上达最小值. 

7. ( Peano 曲线)①设 A 是 R 2 中由 = 和夕= - v^x + W 所 
围成的正三角形闭区域 ./ G : [0,1] — A 定义为九 (0) = (0 ? 0), / 0 {-|-)= 

/ o ( l ) = (1,0), ^ / o ([0, lj ) M A 中从端点 / 

到重心 A ： 再到端点 B 的一条折线 L (见图 18.1( a )). 


①关于 Peano 曲线的另一个例子见 16.4.2 小节. 
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然后将 A 等分成四个边长为+的小正三角形区域仏， i = 1 ； 2,3 ? 4, 

L 等分成长度为 f 的四段 / = 1,2,3,4. 设此 ： L — A 以类似于/ 0 
的方式依次把—1，2,3 1 4映到厶^ = 1，2,3,4巾.令/ 1 =%。/ 0 ，则 
/ t ([0,1]) 就是 a 中一条联结 A s 的析线，由2 X 4段直线段连成（见图 
18.1( b )). 

再设〜把 / i ([0, l ]) 的每一段作类似于軋那样的变换.令/ 2 。厂， 

则/ ,([0,1]) 就如图所 M 是一 ■条由 2 x 4 2 段直线段连成的折线(见图 1 S .1 ⑷). 

依类似的方式定义 A = 9 k - i a fk-i •- [0,1] -* A , k = 3,4,…，使得 
/ fc ([0,1]) 是一条由 2 x 4 fc 段直线段连成的折线，每段直线分别位十边长为 
+ 的小正三角形区域中， asw 保持 / fc _ i ([0, l ]) 的点在它所在的小正 
二角形区域中. 


C C C 



A B A B A B 


⑷ （ b ) ( c ) 

图 1 S .1 

(1) 证明任取 n > m , 有 \f n (t)- 从而尺 ( f ) (n = 1，2,…） 

在 M 上一致收敛.设其极限映射为 /. 证明/ : [0,1] - A 连续； 

(2) 证明 /([0, 1]) = △，即连续映射/把一个区间 [0,1] 映为 R 2 中 的一个 

面积为的区域 △. 

8- ( Tktze 扩张定理）设 Z ? C 为闭子集，/ ： P - R 为连续函数 f 且 

|/(5 C )| s a ; e D ■设 g 0 {x) = 0, g k (x ) 归纳定义为 

( ) 2 k ~^d{^A k ) 2 k ~ 1 d(x,B k ) 

9k X ^ k {d{x y Ak) + d{x,B k )) 3 fc ( cf ( a :,^ fc ) + d(x,B k )) f 

其中 

A k = {x&D \ ^ 气 AJ }， 

= {x e D I 外 (x)< - M], 

而 ip k (x) - f(x) - (go(x) + - - ■ + ^- i ( a 5}} ; A : 。 1,2, … ， 
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⑴证明 ( fc 二1,2,…）连续,级数芝>, ㈤ 在 R " 上一致收敛到 

fc=JL 

R n 上的连续函数 9(^1 并且当 a ： ei > Sr ^) = f ( x ). 因此 5 称为/ 
在 R " 上的连续扩张，也称连续 开拓； 

(2) 证明 （1) 的结论当/并不有界时也成立. 

(以上两题取自[ 2 1.) 

9. 是否能把开集上的连续函数连续扩张到全空间？ 一致连续函数呢？考察 R 
中的例子- 


10,证明可以把定义在中有理点集上的一致连续函数惟一扩张到全空间. 




第十九章偏导数与全微分 


本章前两节分别讨论多元函数的偏导数与全微分.在 §19.3 节介绍求多元函 
数偏导数的链式法则. §19.4 节是向量值函数的微分学定理.最后一节是学习要 
点和参考题.方向导数,梯度， Taylor 公式等将在第二十一章(偏导数的应用）中 
介络 


§19.1 偏导数 


19.1.1 偏导数的定义 


以二元函数为例.设 ( x Q , yo ) 的某个邻域上有定义.固定?/ =如将 
f (^ y ) 视为工 的一元函数.如果 它在抑点 可导,则称此导数是二元函数 f ( x , y ) 
在（列，如）点关于工的偏导数，记为(刊，如）或 A (吻，如），即 


a / 

dx 


(^ o ? J / o ) ^ 


lim /(^o + Ag.^o) -/(a ： o^o) 

△: c—o Ax 


类似地可以定义邱, yo ) 以及任意个变元的多元函数的偏导数. 


例騮 19*1.1 求 

在点 （ o , o ) 的偏导数. 


yH x2 + ?/ 2 )， 


(^?/) + ( o , o ), 

(工 ,2/) = (0,0) 


解由于 


/( Ax ,0) - /(0 t 0) 0-0 


Ax 


Aar 


0 , 


从而 


/(0, A ^/) - /(0,0) Ay ln(Ayf 
^_ 


△y 




备 ( 0 , 0) 


0, 


□ 


不存在 ■ 

由于多元函数的偏导数是用一元函数的导数来定义的,因此它具有导数的基 


本性质与运算法则，例如偏导数的四则运算，对复合函数求偏导数的链式法则等. 

偏导数的几何意义设 z = f ( x , y ) 是空间 R 3 中的曲面, /( A2 /) 在 ( x 0 , y 0 ) 
点的偏导数存在,则它与平面?/ =加的交线4在点抑(邱，如，如）处的切向量 h 
为^ 1,0, 与平面 a ; =抑的交线^在点 p Q ( x 0 , y Q , z 0 ) 处的切向量巧 

为（0,1，"^"(抑，如 - 
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19. L 2 偏导数与连续 


f (^ y ) 


在一元函数中，可导可以推出连续.但在多元函数中，若/在某一点对每一 
个变元的偏导数都存在，却不能断言/在该点连续,甚至不能断言/在该点的极 
限存在，最简单的例子是 f 

* 当; q / / 0， 

当= 0. 

显然 A (0,0)- 九 (0,0) = 0,但/在 (0,0) 点不连续，甚至极限也不存在. 

下面的命题说明,如果偏导数在某一点的邻域内存在而且有界，则可推出函 
数在该点连续. 

命麵 19.1.1 设函数 /( AJ /) 的两个偏导数 | 和 | 在(邱，如）点的某个 
邻域内存在且有界，则/在 ( xo . yo ) 点连续. 


证 注意到 

△/ = fi^Q + △ASM + Ay) - f{x 0 > y Q ) 

=\ J { x Q + Ax , y 0 + ^ y )- f [ x 0} y Q 4 - Ay }] -f [/(邱, j / 0 十如） — f ( x Q , 如)]， 
利用一元函数的微分中值定理，得 

△/= ■^(3：0 + 士仏，1/0十~)& + ^~(怎0，^/0+内如)~， 

其中0< 化為< 1.已知■在 ㈨ ，如）的邻域内有界,所以 

lim A / — 0, 

即 /( z f y ) 在 { xq . vo ) 点连续.口 


19, 1.3 高阶偏导数 


就二元函数而论，若 f ( x f y ) 的两个偏导数/*&，?/)和 f y ( x 、 y ) 都存在,则它 
们都是二元函数，如果它们关于$的偏导数存在或者关于的偏导数存在，就称 
这些偏导数是 f ( x , y ) 的 二阶偏 导数： 


/关于 z 的二阶偏导数,记为■或 / u ; 


f 关于 y 的二阶偏导数,记为 备或 f vy ' 

f 先关于 z 后关于的二阶混合偏导数，记为■^或/& 

I 先关于2/后关于 z 的二阶混合偏导数，记为或 / w - 

更高阶的偏导数也可以同样定义.请注意两个混合偏导数 | 与 备 
并不总是相等的，例如设 》工 X 
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0, {x : y) = (0,0). 


则有 


U ( x ， v ) 




(x 2 +y 2 f 


( x ， j /) = (0,0) f 


Ui ^ v ) 

从而在原点处有 


/，乂-乂 (⑽ (0 爪 


(X 2 切 2 ) 5 


(^, y ) = ( o ? o ). 




由此可见 


/^(0,0) = \ im Q 


f y (Ax, 0 ) - f y ( 0 , 0 ) 


Ax 

/ yr (0,0) ^ / a ; y (0,0). 


注上而定义的函数 f(x,y) 连续可微(关于可微的定义见下一小节)，因为 
A 和八 都是处处连续的.但如果混合偏导数和连续，则构造上述反例 
是不可能的.事 实上， 如果在某一点 (x 0 ,y 0 ) 的邻域内 A , A 都存在，且^与 
hv 都在诙点连续,那么在（抑，如）点一定成立/# = 在一般的分析教科书 
上都有这个结论及其证明.我们可以证明下述更强的结论. 


命鼷 19.1.2 设在点 ( xo ,^ o ) 的某邻域内存在且 Ay 在 ㈣ ，如）连续, 
则 fyA^yo) 存在，且 

/ yi (工0，如） = fxyi^Oi ?/ o )* 

证 定义 

= K^vo + ^y) - 如）. 

由于函数/存在关于$的偏导数，所以可导，应用一元函数的中值定理，有 
^ p{xq + Aar ) — ip ( a ； o ) — ip f (xQ + 心 Az ) As 

= [ f x (xo + OxAx.ya + Ay ) - f x { x 0 + ^ iAx , Vo )\^ x , 
其中 0 < 化 < 1， 又由厶 存在关于的偏导数，故对以为自变量的函数 
Uxo + e ^ y ) 应用一元函数中值定理，上式化为 

ip(xo + Aa ;) - v ($0) = fxy(xo + Oi^x^yo + 0 ^ Ay)Ay, 

其中 o < d u d 2 < l . 因此 

f[xo + Ax,y Q + Ay) - f(x Q 十 A : r ， 如）- f(x 0 ,yo + Ay ) + /( x 0 , l / o ) 

— fxy(^Q + OiAx,yo + 
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在上式两边同除以 Ay ，并令 Ay 4 0,由偏导数的定义以及在点如）连 
续就得到 

fy{x 0 + Aic.j/o) - fyi x o,ya) = fx V (xo + OiAx,y 0 )Ax. 

再在上式两边同除以 Al 并令 Aa : — 0,由在 ( x 0 ^ o ) 点连续得到 

fyx{^Q^Vo) — fxyi^DjVo)- ^ 


例麵 19.1.2 证明：函数 


"4^ 


R 2 \t>0 } 上满足热传导方程 

其中。为正常数. 

证 \/(； M ) eR 4, 由于 

I㈣ 


2a\/7ti 


加 - a ^= 0 , 


U 


dx 2 


在上半平面 R 2 + ^{( x , t)e 


(19.1) 


11 -e"^ 


戶 /2 


1 e _ 4a a ( X 


t i/2 


AaH 2 




4( 


1 十 


X 


2a 2 t 


du 

Bx 

d 2 u 

^x 2 


(^, t) 


Om) 


X 

lo^T 


X 


2 a 

1 

2ay/ni 

1 


2a 2 t 


a: 3 


j* ， 

*40^7 


4aH 2 2aH 
■^tf 


Aa^t^ ^ \2aH 
所以方程 （1 9 .1) 在 R 2 + 上成立 .□ 




例题 19丄3设 nx . y ^ Tj )^- j -\ n ^( x ^ 0 2 ^( y ~ r })^ 则 

I 晋士扣 - 0 + ") 厂 1/2 ， 


证由于 


从而结论成立 .口 


dr 二 1 y-fj 

dy 2% [x - ^) 2 + (y~ rff 

a 2 r = —^ 1 {y-n)i x -\) 

3 场 Jt [(x - () 2 + (y - t?) 2 ] 2 


§19.2 全微分 in 

§19.2 全微分 

19.2.1 全微分的定义与基本性质 

为方便起见,这里仅讨论二元函数.设2 = /(%?/)在 ㈨ t 如）的某邻域上有 
定义，如果 Az = f{x 0 + Ax,y 0 + Ay) - f(xo,y Q ) 可以表示为 

Az = ALx + BAy + o ( r ), 

其中71，万是两个仅与点（抑，如) 有关而与厶工， Ay 无关的常数， o ( r ) 是当 r — 0 
时关于 r 的高阶无穷小量， r = y/(Ax f + (Ay)^ 则称/在点 ㈨ ，如） 可微，且称 
XAt + BAy 是函数/在(邱，如）点的全微分.记作 

= AAx + BAy. 

习惯上，记〜= da：，Ay = dy ， 于是全微分 ck 又可以写为 

— Adx +^Bdy. 

从全微分的定义可知，如果函数/在点（邱，如）可微,那么在 ( xo , y 0 ) 点附近有 
f(x 0 +Ax,y 0 + Ay ) « /( x 0 j y 0 ) + ^ Aa ; + BAy. 

上式右端是一个线性函数，因此可微的意义在于在（吻,如）附近函数可用一个 
心与厶 V 的线性函数近似代替. 

全微分具有下列 性质： 

⑴如果/在点 ( xo ^ yo ) 可微 f 则 

4 = |( 尤 0 ，如 ）， B = 

⑺若/在点（邱肩）可微，则/在点（❿，如）连续， 

由性质⑴知,如果/在点（吻，如）可微，则/在点 [x 0) y 0 ) 的全微分是 

d/ = ^-{x Q ,y 0 )dx + -^-{xo t yo)dy. 

类似地可定义高阶全微分 

d "/ = d ( d - V ) = ( 如去 + 

其中 {dx W + dy_ | ■广是将视为通常的量按照二项式定理展 
开而得到的对/的一个形式记号,实际上是一个微分 算子. 

全微分的几何意义设 z = fix . y ) 是空间 R 3 中的曲面，如果/可微，那么 
在点 Po ( x Q , y 0 , z 0 ) 附近，曲 面可以用 它在点 p 0 的切平面近似代替.其差是关于 
r = \/(工—列 ) 2 + ( y - yo ) 2 的一个高阶无穷小量 f 切平面由两个线性无关的切向 
量〜，、张成，其法向量为 

n = 2/0)，如）， -1)- 

与一元函数的情况类似，全微分可用于近似计算与估计误差.以二元函数为例， 

/(^0 + Ax ,yo + A ?/) !=^ f(^Q,yo) + ■(工 。，如 
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就是(吻，如）附近的一个近似公式(参见6. 4 . 3 小节中的例题)， 

^ -^-(xo^ 0 )Aa; + ^-(x Q ,y a )Ay 

就是 ( xo , yo ) 附近的一个近似的误差估计式(参见 6-4.3 小节中的例题). 

例顴 19.2.1 求 A 


解取 z = /( x , y ) = x Q - 1, j/o - 2, Ax - 0.004, Ay 

-0.006. 计算得 

|( 1 ， 2 )=-如普 ( 1 , 2 ) = 1 . 

于是4 = /(1.004,1,994) « /( l , 2) - — • (0.004) + 1 - (-0.006) - 1‘992‘口 


19.2.2 多元函数的连续性、偏导数存在性及可微性之间的关系 

多元函数在一个点处的的连续性、偏导数存在性及可微性之间有下列 关系: 


在某邻域内偏导数有界 
偏导数存在———连续 


偏 



由此可得到证明一个函数 /( AJ /) 在点（抑，如）不可微的常用方法如下: 

(1) /(^)在 ( x 0i y 0 ) 点至少有一个偏导数不 存在； 

( 2 ) f { x , y ) ^ { x 0t y 0 ) 点不 连续； 

(3) 从定义出发证明 A/ - f x ( T Q , y() )Ax ^ f y ( x Q , y 0 ) Ay ^ o ( r ). 

例® 19 * 2_2 设 f ( x , y ) ™ 证明： 

⑴ /( W ) 在 (0,0) 点 连续； 

(2) I (M) ， |(0,0) 都 存在； 

(3) /(M) 在 (0,0) 点不可微. 


证⑴由于丨 A / 卜 jA ; r | V 2 | Af 2 ,于是 


lim 


y )= 


(2) 直接按定义计算得 


lim 

►( 0 , 0 ) 


(/(0,0) + A/) = 0 = /(0,0) 
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(3) 由于 


磬(0,0) = lim 

uX Ax— ^0 

-^-(0,0) = △lim 


/(A^Q)-/(Q,0) 

Ax 

mAy )- f ( Q } 0 ) 


= 0 , 
= 0. 


A/ — 厶 (0 f 0)A；r - /,(0,0)Ay= \ Ax \^\ Ay \^ 2 , 


取 Aa: = Ay — 0,贝 fj 

- f y (0,0)Ay _ |Aa ： |V 2 |AM" 2 

T — V (^") 2 + (^P 

所以 /ky) 在 （0,0) 点不可微 .口 


V 2 


/ o , 


注在（邱,如）处可微时，成立有限增量 公式： 
f { x 0 + Ax , y 0 + Ay ) = /(吻,如）+ 以抑，如) Ax + /ja：。， 如) Aj/ + o(jA:r| 十 |如|). 
上述例子说明仅有 U ( x Qi y 0 ), fyixo ^) 存在还不足以保证二维有限增量公式成 
立(这与一维有限增量公式(上册159页 (6.1)) 成立的条件是不一样的，由此可 
以体会一元导数与多元偏导数的区别). 


例题 19.2.3 设= \ x - y \ tf ( x , y ), 其中 tp ( x,W 在 (0,0) 点的一个邻域 
上有定义，要求给函数 < p ( x } y ) 加上适当的条件，使得 

(1) f { x , y )^ (0,0) 点 连续； 

(2) f (^ y)^E (0,0) 点存在偏 导数； 

(3) f ( x lV )^ (0,0) 点可微. 


解⑴由于/(0,0) = 0,而在 (0,0) 点附近 

\ f { x , y )\ ^ 2^/ x 2 + y 2 \ if { x , y ) 


于是当 


lim v^ 2 十 = 0 

( L ( o , o ) v rv ,yy 

时， /( 毛 y) 在 (0,0) 点连续. 

特别地当 咖 y ) 在 (0,0) 点附近有界时 /Orj) 在 (0,0) 点连续. 
( 2 ) 由于单侧导数 

=為 切 ^ 0 ) =± ^ ， 0 )， 


X 

Bf 


令0 土 


从而当 lim v(x,0) = - lim v? (: r,0) 时, +(0,0) = lim p(a:,0), 

2 T—0+ a;—►O - Ox x—^0+ 


同理当 lim ^(0,2/) = - lim W(0, 没)咏 |(0,0) = iim ^(0, y ). 

y—^0 十 y—»0 _ Gy V—^0+ 

特别地当 ( 亡 0 时’ =a 

(3) 由于 
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- 普( 0 , 0 ) 卜普 ( 0 ，咖 

=> 一 y\<f{x,y) - [ lim ip{x,{))]x - [ Iim ^(0,y)]j/ 

y —0+ 

{ [^( x , y ) - lim ip ( x , 0 )]x - [< p ( x , y ) + lim ^(0, y )] y ： 若; r > j /， 

x ^ o -^ y — 0 + 

-[ 办 ")+ ^lim + <f(x, 0)]a ： + [^(x,y)~ iim + ^(0, y)]j/, 若 : r < y, 
由此可以推出，当 X ^ 


lim < p { x . y ) — 


时 If ( 0 , 0 ) = H ( 0 , 0) = o a /(AW 在⑼ 0) 点可微. 


□ 


19.2,3 思考题 

1. 为什么说 U ^ yo ) 存在就能保证一元函数 fi ^ yo ) 在点吻连续？由此能 
否进一步 断言： 对充分接近加的奶，一元函数/^，奶）在点吻连续？ 

2. 证明全微分的性质（1)， （2). 

3. 举例 说明： 

(1) f (^ v ) 在某一点的邻域内存在偏导数，但在诙点不一定连续,从而不 
一定可微； 

(2) f ( x lV ) 在某一点连续,但在该点偏导数不一定存在，从而不一定 可微; 

(3) f ( x , y ) 在某一点可微，但在该点偏导数不一定连续. 

4-证明：若 U ( 工， y ) 在 (^o.yo ) 点存在 t f v ( z ， p ) 在 (^ o , yo ) 点连续，则 f {^ t y ) 
在 W^o) 点可微. 

5.设2 = f ( x , y ) 在开集= ( a ，&) x ( cj ) 上可微, .R 全微分 <k 恒为零.问 
/(^/)在 r > 内是否应取常数值？证明你的结论. 


19.2.4 练习题 

1- 设 ™ + y 2 


sin ^ + j ; 2 }, 


X 2 + J / 2 / 0, 
x 2 + y 2 = 0; 


时论： 

⑴ /( AW 在 (0,0) 点是否连续？ 
(2) / ky ) 在(0,0)点是否可微？ 


2■设 f { x , y ) = 


xy sin 


f >， 


x 2 + y 2 


x 2 + J / 2 / 0 , 

x 2 + y 2 ~ 0. 


证明: 
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⑴焱(0,0)，為(0,0)都 存在； 

(2) / x (0,0), / y ( O t O ) 在 (0,0) 点不连续； 

(3) /( M ) 在（0,0)点可微 ■ 

(本题也说明从可微不能推出偏导数连续 .） 

3 . 设 f { x , y , z ) 在开集 U 上有定义 ,与 f v { x , y ， 之)在 D 上有界，且 
对固定的 f ( x ^ z)^z 的连续函数.通明 f ( x : V , z ) 在 D 上连续. 

4. 求 u = in(l + I 2 + y 2 ) 在 ( x , y ) = (1,2) 处的全微分. 

5. 已测得一圆柱体的底圆直释叫=10. 44 ,高吼= 18.36, 且测量误差 

0.02 f ] AF | ^ 0.01. 试估计用体积公式 V = j - KD 2 H 计算时的绝对误差 
与相对误差 AV / V . 

6. f ( x , y ) 定义在矩形/ = x [ c , d ] 上，且 / y 在 J 上连续,证明 /( aW 对 
y 满足一致 Lipschitz 条件，即3 i > 0,使得 V 化，奶)，奶）€厂都有 

Ui^,yi)- f(x,y 2 )\ < L\yi -y 2 l 


其中 L 与 $ 无关. 

7. 若函数 f ( x , y ) 的偏导数 / x 和九在区域乃内存在，且 v ( a ^) e a 
/ x (^, y ) = fy {^, y ) = o . 证明 f (: r ， y ) 在 D 上为常数. 

S . 设 € R 2 是开区域，(: Cj ) 在内满足 

dv _ 3^. - _3 l _ ,.2 , 1? 2 _ r 

如 - 如， 如 - 如， + _ 1 

其中 c 为常数，证明在0内恒为常数- 

9-设 在 G = {( x , t /) | x 2 + y 2 < 1} 上有定义.若 f { x ,0) 在点 : c = 0处 

连续，且 f ㈣ 在 G 上有界.证明 /( Ay ) 在 (0,0) 处连续. 

§ 19 . 3 复合函数求导（链式法则） 


19.3.1 复舍函数偏导数的链式法则 


若 Z , u m ) 在点（叫，… , u m ) 可微 ， tii = gi ( xi : ••- , a ; n ) (i = 

1，…， m ) 在点 , a ： n ) 有关于 h {j = 1，…， n ) 的偏导数,则复合函数 

^ = /Ma … 7^), ■■- ，如 (w ,0] 

关于自变量％的偏导数存在且 


J i=l J 


(19.2) 


写成矩阵的形式为 
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dz 

dxi 


特款1若 Z 


dz 


H 


BL 

如 1 


a/ 


( 3 ui 

… 如1、 

dx \ 

71 


加 m 

、如1 

3 a ; n J 


f { x , y ), 而 a ： = ^( t ), 则 

IK 舞). 


特 ^ 2 若之 = f{x,y,t ) : 而 a: = <f{s,t), y = 分 (M ), 则 

dz _ df d<f df djj 

ds dx ds by ds ^ 


Bz 


df dtp 
dx dt 


+ 


i a / 


(19.3) 

(19.4) 

(19.5) 


dt dx dt dy dt dt 
注意：最后一个等式左边的与等式右边的不一样，表示函数 

£ =伽 ( s ， t )，0( s ， t ) J ] 

对*求偏导，此时视 s 力常数,而 f 是 z = /(H t ) 对 t 求偏导，把^视为 
常数.为了避免混乱，有时引入下面的记号 


/I 


il 


( u 4 /a 




h 


a/ 


(a 仏 *)， 


其中下标 i(i = 1,2,3) 表示对第 i 个自变量求偏导，于是可将 (19.4), (19.5) 写为 
a = A % + /2也， q = fm+fiin + fy 

写成矩阵的形式为 

/ \ 

<fa 

(之 s ， 之 t ) = (/ l ’ ,2, /3) 


A 

v ° 


ih 


19.3*2 例 題 

例题 19.3.1 对于幂指函数 w = W ， 令0⑷，求 普- 
解由 （19.3) 得 

I 令⑷十⑴ 

= yx^ 1 ^^) In x^p f (t) 

= + lnx ^) 

=( m〆 ⑷ + 阳 m}my □ 

(以前我们曾用另外的方法证明过它，参见上册165〜166页的对数求导法 .) 
作为公式 （19.3) 的另一个应用,讨论行列式 
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an «12 ■ Qln 

( J 21 a 22 … d 2 n 

A = . ^ 

的求导，其中假定元素 c ^_ ( i，j = ， n ) 都是 i 的一元函数，它们关于 * 的 

导数-%-都存在. 

例题 19.3.2 证明行列式 △ 的导数等于把 A 内的第1，第2,…，第 n 行元 
素依次换成它们的导数而得出的 n 个行列式之和. 


证回忆行列式关于第 〆 行元素的展开式 

n 

△ = 〉 ' AijCtij ， 
j=l 

其中先 j 为叫 的代数余子式.容易看出4…， An 中不含有元素《小 
1 ^ j ^ 于是 

按照公式 （19.3) 有 

n n j n n , 

d* 2^2^ ^ aii dt 乙乙七 dt ■ 

1=1j=l 3 i=lj=l 


1=1j=l J i=lj=l 

注意到也表承一个行列式的展开式，它同已知行列式 △ 的差别仅 

在于把△中第 i 行的元 素如， 咕，…，—换成它们的导数 
由此可知结论成立. □ 

注 在使用链式法则（19‘2) 时， 要求 flu lt ， ”， 《 m ) 在点 K ，- .■， u m ) 可微, 
否则公式 （19.2) 有可能失效，请看下面的 例子： 

齡 f 每心)屬 


当 （ AJ /) = (0>0). 


由于 


2 xy 3 


A(L MW 当 （ X ， W (0 , 0 )， 
0, 当 { x , y ) = (0,0), 


f x 2 ( x 2 - y 2 ) ^( X y )^ (0 0) 

fy (^ y ) = { (^ + v 2 ) 2 ! ^ ㈣ ，卟 

A 当 ( x , y ) = (0,0), 

可以看出 /r 与為 都在 (0,0) 点不连续，容易证明 /( AJ /) 在 (0,0) 点不可微. 
令 ; T = y = t ， 则 f ( t f t ) = - i - t , 从而= j . 如果用链式法则，有 
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-/X + Ay |- 

当 {x f y) = (0,0)时 | = 0,问题出在 f(x,y)^ (0,0) 点不可微，也就是不满足 
链式法则的条件. 


例题 19.3.3 ® /(: r ， y ) 在 R 2 上有连续偏导数，且 f(x,x 2 ) = l. 
⑴ 若厶 ( Aa ： 2 ) 二 A 求: / v (^^ 2 )； 

( 2 ) 若 f v {x,y) =; c 2 + 2 i 求 f(x,y). 


解⑴对 / Or ， P ) 三 1 两边求导得 

+ ^fy = 0. 


由条件得 


X + 2 xf y — 0, 

所以当 fy (^ 2 ) = 一舍由 人的连续性知当 Z = 0 时也有 fy { x ^)^ 

_ J _ 

~~ 2 ' 

(2) 令 F(a:，y) = /(xj) - (Py + y 2 )， 则 F ( x , y ) ^ R 2 上连续可微，且 

F v (： c ， y ) = 0. 

于是 F ( x , y ) 只是 x 的函数，即 F { x , y )^ ^),从而 

f (^, y ) = x 2 y + y 2 ^< f { x ). 

再由 /(M 2 ) e 1 得 +) = 1 - 2a: 4 , 所以 

f ( x , y ) = x 2 y + y 2 + 1 - 2 x 4 . □ 


例睡 19.3.4 设 w = /( a ：， j /), v^g(x,y,u), w^k{x,u,v), 每:智 ‘ 


解复合这几个函数得到 

w = h [ x , f (^, i /), g ( x , y , f (^ y ))]. 


从而 


普，+, 省 +⑽ 1+ 仍|)， 


dw 


如 +&|)， 


□ 


例题 19.3.5 设二元连续可微函数 F 在直角坐标下可写为巧:^)=/(咖(认 
在极坐标系中可写为 F ( rcos ^ rsiu ^) ^ ♦) ■若 F ( x , y ) 无零点，求 F { x , y ). 


解注意 、 

dF = dF dx , dF 如 

~W — i dG 卞 "W 祕 

= f ( x ) g ( y)(~r sind ) + f ( x ) g \ y)r cos 0 
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另一方面有 

I 导 


于是 - yf»M + x f { x ) 9 f ( y ) = 0- 当 z/o, y ^ o 时有 

/’⑷ = 9 r ( y ) 

工 /㈤ - yQ{y) ■ 

由于上式对任意的 x 妾 o ， p 妾0 恒成立,于是 

尸 ㈤ = s'jy) = x 
^ f (^) yg ( y ) ~ ' 


其中人为任一常数.由 （19.7) 得 
即 （ln/)' = (+r 2 y， 所以 


m 
/㈤ 




ln /(; r ) = -^-^ 2 + C , 


其中 C 为任意常数.由 (19.8) 得到 

f ( x )= Cie^" 


其中 G 为任意常数.由 (19.7) 还可得到 

9(y) = C 2 e 2 ， 

其中 c 2 为任意常数.最后得到 

啦 2 +1/ 2 ) 

Flx^y) — Ce 2 : 

其中为任意常数. F ( x , y ) 在 z = 0 或?/ = 0的值由连续性得到. 


(19.6) 

(19‘7) 


(19.8) 


□ 


例题 19.3.6 设0, /具有二阶连续 傖导数 ，且 

lL + b 2 ^L 


a 


Bx 2 


By 2 


0, 


f ( ax , bx ) = ax , 


(19.9) 

(19.10) 


f x { ax , bx ) = 6 a : 2 , (19.11) 

求 /kt ㈣ »， } xy { ax , bx ), f yy { ax , bx ). 


解对 （19.10) 两进求导，得 

af ^ ax ^ bx ) + bf y ( ax , bx ) = a . (19.12) 

对 (19,11), (19.12) 两边求导得 

af xx ( ax t bx ) + bf xy ( ax , bx ) = 2 bx , (19.13) 

a ^ f ^ axybx ) + 2 abf xy ( ax , bx ) + b 2 f yy ( ax , bx ) = 0. (19.14) 

由 （19.9)，（19.14) 得 


占工 ） = 0. 


(19.15) 
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将 (19.15) 代入 （ 19.13 ) 得 

f X3 ； (ax,bx) = (19.16) 

最后将 (19-16) 代入 （ 19.9) 得 

fyy{ax,bx ) =-夸 Z- □ 


19*3,3 齐次函数 

定义如果函数 /( AV ) 满足 f { tx , ty ) = t n f ( x ， y ), 其中 i > 0,则称/是 n 
次齐次函数.齐次函数有如下 性质： 

命題10. 3 .1设/有连续偏导数,则/是 n 次齐次函数的充要条件是 

"j r -j r 

x ^( x , y )+ y ^-{ x t y ) =^ nf ( x , y ), 

命题 19.3.2 iBi f ( x , y ) 是二次 g 续可微的 n 次齐次函数，则 

+ V ^ y ) /(^^) 

这里 (4 + (IP 2 吻 ( I )( 音)切 2 ( I / 是-种 

缩写的记号，即把 A g ， 都看成为常数,按二项式展开. 

命題 19.3.3 若/0^)是 二 次连续可微的打次齐次函数，则 
是 (n - 1) 次齐次函数. 


命 H 19.3.4 ^ /( M ) 是在 R 2 \ {0} 上连续的 n 次齐次函数，则 

^ C{x 2 + y 2 ) n/2 , 

其中 C 为正常数. 


以上命題都可以推广到任意个自变量的 情形. 它们的证明都不难，留给读者. 


例题 19.3.7 证明 w = ¥={-—) +#(-^)满足方程 




B 2 u 

dx 2 


+ 2xy 


B 2 u 

BxBy 


+ y 4 


其中％ # 均为二次连读可微函数. 


d 2 u 

w 


. 0 , 


(19.17) 


分析当然可以通过复合函数求导数来验证方程，但观其特点，首先是由 p 
和咕的任意性知 < p (+) 与 y 教苄、 都应该满足方程.又注意到为零次齐 
次函数, y ^) 为一次齐次函数,且方程 (19.17) 可写为 


(4 



= 0 . 
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证由命题 19.3+2 知 


于是 


冲 2 

G 去切专）“吾)”(吾卜 0 , 

(^ + ^)[妙 ( L i () .h (吾)]= 0 . 


(^+^)卜(吾)+#(+)卜 0 . 

这就是所要证明的. □ 


19.3.4 练习题 


1* 设 u = # + siny + 夂 T =式友= s + f ， 求 

2 . i^u = f{s,t), 5 = 专 ， * = 求普 H. 

3. 设 w = fU , t , y) t s = t = 求 

4 ■设 ？ i = e x sin y , x — 2 st , j / = 尤 + s 2 , 求 
5，设 u = f ( ax 2 + by 2 + C 2： 2 )， 求 dti . 

7, 设 w = F{xy,yzi F 为有连续偏导数的二元函数，证明 


ox dz 


♦ 


8.设 2 = f ( xy ), /为可微的一元函数,证明 

ox dy 

9 - 设二元函数《 = F { x , y ) 满足方程 

十沒 "= 0, 

证明： n ^ y ) 在极坐标系下只是0的函数. 

10. 设二元函数 P 在直角坐标系中可写成 F ( X , y ) =触机 在极坐标中可 
写成 ^( rcos ^ jrsiii ^) =打(幻,求 F ( x ， y ). 

11. 证明 u = v? (: r + a *) 十妒 (I - ai ) 爭 | 足方程 

旮 - ai ^。， 

其中 A # 为具有二阶连续导数的一元函数. 

12. 设; E = v) i y = y ( u , v ) 满足 

如 dy dx <iy 

r~r 1 ^: ^^^― --- 

du dv 1 dv du 1 

又设 w 二 w ( x y y ) 满足方程 

d 2 w , d 2 w _ a 

^ V ， 


证明: 
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(1J w = w{x{u,v),y{u,v)) 满足方程+ = 0; 

… 3 2 (^) , d 2 (xy) _ n 

13- 证明：可微函数 z = /(^/) im ax + by (ab + 0) 的函数的充要条件是 

ox ay 

U . 设有连续二阶偏导数, F(s f t) 有连续一阶偏导数，目.满足 

F ( u Xi Uy ) — 0 ? + ^ 0, 

证明： Itxx^yy — ^ 

is .设 w 有连续二阶偏导数， a 满足 -^ + -|^ = o . 试求 

n ( x , y ). 


§ 19 . 4 向董值函数的微分学定理 


19.4.1 有限増置公式与拟微分平均值定理 

设 D 是 R " 中 的一个开集，/ : D 是一个向量值函数 JP 

/㈤ = {/ l (^ l . '" ，〜)，…，〜))， 

其中 fu …， U 均是 U 元实函数.当 A , …， / m 均是 I ?上的可微函数时，称/ 
是 D 上的可微 向置值函数， 或者是 Z ? 上的可微 映射. 当/在％ e £>处可 数时, 
称 Jacobi 矩阵 

o )) — 

为/在吻处的 全导数 ，记为 f{xo) (又记为 Jf(x 0 )), 它表示了一个自 Rn 到 
R m 的线性变换.当/在吻处可 数时， 我们有 如下有限增置公式, 它给出了向量 
值函 数的差的局部估计. 

命® 19.4.1 设开区域 D c R ' / : P — R m 在 P 上可微 f 抑， x€D,m 
f(x) = f(x 0 ) + Jf(xo)(x - ®o) + o(x - Xq), 

其中咖 -® 0 ) 表示当 b -纠 — 0时，模为高阶无穷小量的向量- 

所以,可微映射在局部可以线性化，它是一个常值映射与一个线性变换的和. 
例子 19.2.2 说明偏导数存在还不足以保证有限増量公式成立. 

在一元微分学中， Lagrange 中值定理给出了一元函数的盖（即増量）的大范 
围估计.对于定义在凸区域 D C IT 上的 II 元可微函数 f(x ), 也有类似的数分 
中值定理，即当 a t b e £>时，30 e (0,1), 使 

f(b) ~ f(a) - Vf(a + e(b^a )).( b ^ a ), 
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其中…， I ), 表示 内积， 事实上我们可以诬明： 

例睡 19.4.1 设 P 是 R" 的开集 G 到 R m 的可微映射（向董值函数), x tV e 
G, 证明： 若线段河 eG, 则 Vaeft' 3 ； ses^ 使得 

a ■ ( F ( y ) ^ F ( x )) = a • JF ( z)(y - x ). (19.18) 

解定义一元函数 

/( 人 )= o . ( F (* + X(y - x )) - F ( a :)), 

则 /( l ) = a ■ ( F ( y ) - F ( x)) s /(0) - 0 ? 由一元函数的中值定理得 

a {F{y) - F{x)) = f{\) - f{0) = f ⑹ =a ‘ JF{x + ^{y- «))(y - x), 
其中 0 < $ < 1. 令 2 = a ? + 石 (y - x ), 则 z e 呵， （19,18) 得证. □ 

但不含内积的向量值函数的中值定理是不成立的，下面是一个反例. 

例顯 19-4.2 设 f(t): (oosf ， sin*), t e [0,1] ，贝 |J Jf(t) = (—sin* ， cost ). 注 
意到 / ⑼ =/(2n ), 故不存在 h (0,1 )， 使 /(2Tt)~/(0) = Jf(G ‘ 2n)(2n 一 0 ) .事 
实上， Jf(t) 恒不为零向量 . 


不过我们仍然有如下的向量值函数的差的全局估计 - 


命题 19.4.2 (拟微分平均值 定理） 设凸区域£> c R' /在 D 上可微, a, 6 6 

A 则 3h(0，l), 使 

1/(6) - / { a )| ^ j | J/(a +0(6- o))H - | fc - a |, 

这里 HI 表示矩阵的模,即若 A =( 叫)则||，= |a tJ i 

% 第一步.先对 n = 1 的情况证明，即〜&为数.设 
ip ( t ) - f { t ) - (/(b) - /⑷)， i € [a, &]. 

由一元函数的微分中值定理得到 

<p(fc) - </?(«) = ip \ a -> rB { b - a)) (6 - a) = J f(a + 9 {b - a )) - ( f ( b ) - f ( a ))( b - a ). 
由 Cauchy-Schwarz 不等式有 

\m - f { a )\ 2 = \ Jf ( a + e ( b - a ))- (/(!>) — f ( a ))\ -|6-«1 
^ ||J/( ffl + ^(6-a))||.i/(fc)-/(a)|.|fc-a|. 

所以得到 

1/ ⑻一 /( a )| € || J /(« + - a ))| M & 二 4 

第二步.对于 n > 1的情况.设沖 )= /((I -咖+叫 （e [0，1]，则3⑺为 
定义在{0, 1] 上的向量值函数， 3(0) = f ( a ), 3 (1) - /(6).利用复合函数求导及 
第一步的讨论可得到所需的不等式. □ 
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例题 19.4.3 设/是凸域 D C IT 上的可微映射，并且全导数 Jf ( x ) 处处 
为0 (取值为萼向量的零变换)，则/是上的常值映射. 

证 取定吻 € A 任取另一点 xeD , 则由拟微分平均值定理有 
1/(^) - /W1 ^ 110|| - ja ； - a； t ，i - 0. 

由于 f { x )^ f ( x 0 ) VzeD ， 所以/是常值映射. 口 

注可以把凸域 D 的结论推广到一般的开区域证明留给读者. 

在第二十一章，我们还将介绍一些向量值函数中值定理的几何形式. 


19.4.2 练习题 


1.设/ : D c R / 1 — R ' 刊 e A 且存在矩阵4,使得在抑的邻域内有 
f(x) = f(a ； o) + A(x - x 0 ) + o(x - x 0 ), 


其中 ♦- 呵）表示当0 -吻 | — 0时，模为高阶无穷小量的向量.证明/ 
在抑处可微，且 J /( x 0 ) - A . 

2. 设/ : R — R 3 是可微的向量值函数，满足条件|/⑴ | = 1 Vk R . 证明 
f ( t ) - /{*) = 0,并对这个结果进行几何上的解释- 

3. 设 u [ z ， ylv [ x ， y ) 在区域 R 2 上有一阶连续偏导数，且存在0 > 0,对任意 
的 ㈨ ，队） eR 2 ( i -1,2) 均成立 

(ui - U 2 } 2 + (^1 - V 2 ) 2 ^ C[(a；i - X 2 ) 2 ^(yi - y 2 )\ 


其中 w 


~ y*)t = y Vt ) (* 

3( u , v ) 
5(^ y ) 


= 1,2). 则 VkWeR 2 有 

-7^0. 


§ 19 . 5 对于教学的建议 


19.5,1 学习要点 

1. 在多元函数中，让一个自变量变化 ; 其他自变量固定，就成为一元函数.这 
个一元函数的导数就是原来函数的偏导数.偏导数反映了函数在某个坐标 
轴方向的变化率,并不完全反映函数在一点附近的全面变化反映函数在一 
点附近的全面变化的量是全微分,它是函数在一点附近的线性逼近和线性 
主部.有些教科书是先引入全微分的概念 ; 如 [25]. 这就是沿着线性逼近或 
线性主部的线索来展开.我们先时论偏导数，从计算上讲更具体些. 

2* 在一元函数中，可导等价于可微(参见上册177页 6.3.1 小节),很多学生对 
两者不予区分.故这一章在概念上的重点是微分,要求学生能从可微的定 
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义出发去证明一个函数在一点可微或不可微.同时能清楚多元函数连续与 
偏导数存在,偏导数连续与可微之间的关系，并能举出反例. 

3- 复合函数求导的链式法则是计算训练的重点,初学者最容易犯的错误是漏 
项.批改作业时要注意学生的计算过程， 

4 - 对习题课的建议在强调多元函数连续性，可微性的条件时,也要注意另一 
种倾向 t 即学半太小心以至不敢用一元函数的有关定理.例如学生们往往 
不能确定如下结论： 

(1) 若厶 (邱肩）存在，就能保证一元函数/(%如）在仰点连续； 

⑺若在 ( xo , yo ) 的邻域内有界，则 / Or , 如）在 M 的邻域内连续. 

又如,他们在证明命题 19.1.1 时，知道要将 A / 写成如下 形式： 

△/ = [/ {xo + Ax,+ Ay) - f{x 0 ,y 0 -\- Ay)} + [f{x Q ,yo + Ay)-f{x () ,y 0 )] i 


但再往下有些同学不敢应用一元函数的微分中值定理，因为他们知道微分 
中值定理要求函数在闭区间上连续,在开区间上可导.但现在是要证明函 
数的连续性，怎么可以应用中值定理呢？亊实上，他们混淆了一元函数和多 
元函数的连续性. 

有些同学错误地认为偏导数连续是可微的必要条件，因此应该告诉他 
们一个反例,例如练习题 19*2.4 的题2就是一个反例.思考题 19.2.3 的题 
4表明两个偏导数中只需要一个连续，便可证出可微性.因此如果 f ( x , y ) 
在 C ^ o , yo ) 点存在偏导数 / Vu /) 和 K 在 ( a ： o , yo ) 点不可 
微，则任何一个偏导数厶和 fy(x iy ) 不可能在 ( x a , y 0 ) 点连续. 

对于多元函数连续、偏导数存在、偏导数连续和可微之间的关系，最 
好组织学生自己进行小结. 

要引导学生选择简捷的方法进行汁算，以达到快速准确的目的.下面 
是一个很好的例子. 

例题 19.5.1 设“二 xyze ^ y +\ ^ 其中 p + g + r = k . 

解 由于 

———— 二 ■- ^ (jre x ) ^ (ye y )^—(zc g ) 
dx p [ } KV } dz r ^ h 

而 

(p + x ) e ' 

= ^ + x)iq + y){r + z )^ y+Z - 口 


从而 
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建议将例题 19.2.3 或类似的题布置为学生的课外题，该类题可引导学 
生自己去推导出必要条件，而不是在某种预先给定的条件下去证明结论. 


19.5,2 参考题 
1 

.设 w ( a ;， f ) 


2^/nt 


a At , 证明当尤 > 0 时 


d 2 u 

dx 1 


^ Cr 3/2 e _ l 了，其中 C 


为正常数 A 为不 超过+ 的 正 常数. 


2 .设 / Xz ， 仏 z ; 6 小 C) = —去 [(i - 0 2 + (y~ vf + b - 0 2 厂 1/2 , 证明 


dr 


Bz 

抑 

dybz 

a 3 / 1 


< 去 [(^ - ^) 2 + (?/ - nf + (^ - C) 2 ] _1 , 

s [(怎 ™ o 2 +(" - ”) 2 +( 卜 c ) 2 ] a ’ 2 
(啡气) 2 + (") 2 十(，-0 2 ] -2 ， 


其中 c 为正常数. 

3 .设 u ( x , y ) 有二阶偏导数,无^点.证明 w 满足方程 

d 2 w _ du 如 
dx By 


u - 


Bxdy 

的充要条件是= f ( x ) g ( y ). 

4 -证明关于 n 次齐次函数的命题 19.3.1-19.3.4. 


5 ■设 ti 


X\ X2 

^1 A 


xl 


< _1 

0； 


X 


n —1 


证明: 


m 华. 


6,设 4 = (叫)是正交矩阵， /( j /) 是定义在 R n 上的二次可微函数 t F ( x ) 
/( Ac ). 证明： 当 y = 时有 

" (IL \ 2 " / 、 2 


d 2 f _ - 


(1) E 

i=l 

( 2 ) S 祕 s 如？ ■ 

求下列变换的 Jacobi 行 列式： 

⑴ A = rcos 沒，: r 2 = rsin 。， 求 ^匕 1 ’: 2 ) ; 

d ( r , 6?) 
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( 2 ) = : rcos0i , a：2 = r sin 0\ cos ^ 2) ^3 ~ rsin 8\ sin %, 求 

f 

xi = rcos 

x 2 = t sin Bi cos O 2 , 


d { x 1 , X 2, x ^ s ) 


⑶ 


^3 — r sin 6\ sin 02 cos ^ 3 , 


x m _ i = rsin^j sin 02 sin 沒 3 + ■ ■ sin ^ m _2 cos 0 Tn _ u 
= r sin 士 sin sin 0 3 * • ■ sin 0^ 2 sin 0 m „i, 

这里 r > 0,0 < … ，0 m _ 2 < rc，(K ^-1 < 2 ji f 试用数学归纳法求 

工 1 1 ^2 j ' '' : ^ m ) 

d ( r ,& l , d 2 y * ' ■ 1 沒 m - 1 ) 

8 - 函数值计算的相对误差 估计： 

⑴利用可微函数定义与近似等式△/(%/!)« d/(x)ft, 证 明：设 /(X)= 
A ……是 m 个不为零的因子的乘积，若&是第 i 个因子的相对 

m 

误差，则它们乘积的相对误差为 6 = S (/( x )； h ) 

( 2 ) 利用等式 dln / b ) = j ^ ydfix ), 再次得到上题^果并 证明： 一般的 

分式 D (々，…，^ n ) 的相对误差是函数 A ， … Jn ，9 u --，9 n 
的值的_对||差的和. 


9■设 〜⑷， A ( t )， …， 〜 W 是 R 上的可微函数，满足： 

f 

4⑴= + a i2 X 2 (t) + …+ a ln x n (t), 
4(t) = 021^l(i) + 022^2(^) + " • + 


y ~ {^} ^ n 2*^2 (^) + ■ ■ ■ + ⑷， 


其中叫 > 0, U = 1，…， n . 假如对任何（当 t — +oo 时，而⑷ — 0.问函 
数 A ⑷， x 2 ( f ), - -，^)必定是线性相关的吗（这里函数线性相关的定义 
见上一章的第一组参考题 4)? 


10.设/为 R / 1 上的 C 2 映射.为 Jacobi 矩阵,它的元素为 |( a 0, 
U = 1,2,…， n . 在 Jacobi 行列式 det { J /( a :)) 中对应的代数余¥式为 


Ai,j(x), ij = 1 ， 2,. ■. t n. 证明如下的 Hadamard 恒 等式 : 

f 普 ㈤ 二 0 , j = i !2 ,. 


, n. 




第二十章隐函数存在定理与隐函数求导 


本章在抑 0.1 节讨论一个方程所确定的隐函数.在 §20.2 节讨论方程组所确 
定的隐函数组,并用 E 缩映射原理证明了反函数组存在定理在 §20.3 节讨论微 
分式的变量替换-在 §20.4 节讨论隐函数(组）的整体存在性，这可以作为习题课 
的补充 材料. 最后一节是学习要点和参考题- 


§20*1 一个方程的情形 


20.1.1 隐函数存在定理 


命题 20.1.1 (隐函数存在定理） 设二元函数满足下列 条件： 

(1) 在矩形区域乃={(%?/)€ R 2 | 内有关于％沒 

的连续偏导数； 


(2) F ( x Q , y D ) = 0; 

(3) F v [ xo , 训）妾 0. 


则有: 


(1) 在点 { x 0 , yo ) 的某个邻域内，由方程 n ^ v ) = 0可以确定惟一的函数 
y 二 也就是说，存在 " > 0,当 z e cy ； r 0 ) 时有 
F ( x , f ( x )) = 0,并 E y。 = /(a：o)； 

⑵ / ㈤在 O ri ( x Q ) 内 连续； 

⑶ /⑻ 在 a 和 o) 内有连续的导数 

m = -47?#- (20.1) 


称 y = /卜）为由方程 F ( x > y )=0 确定的“数 . 


注1视 F ( x , y ) = 0为方程，我们知道一个方程只能解出一个未知量，若 
我们视 z 为已知，!/为未知，隐函数存在定理就是告诉我们在什么条件下可解出 
y = f { xl 但一般教科书上定理的证明是非构造性的，只是证明了存在性 f 并没 
有说明如何由 F ( x ' y ) 的表达式去得到/(4的表达式.事实上，即使 F(:r， 的的 
表达式很简单,也未必能将隐函数从 Fb，y) = 0中具体解出来.如天体力学中著 
名的 Kepler 方程（见上册80, 146, 17 2 页)： 

F ( x , y ) — y - x — £ sir)y — Q , 0 < e < 1. 

F(x,y) ^ (0,0) 点附近满足定理所述彔件，从而隐函数2/ = /⑷ (Kepler 函数) 
存在、连续、可导，且按 ( 20 - 1 ) 可求出隐函数 y - f(x) 的导数 
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如 = _= 1 

da ? F y I - e cosy 


( 20 . 2 ) 


然而 F ( x iy ) = 0 的隐函数不能解成初等函数. 

注意在公式 (20.1) 的右端的表达式中.隐函数的导数同时含有 r 与这一 

点与显函数的导数是不相同 的①， 它应该理解为 f ( x ) - -~ r 4- +但 

^ y \ x ^ y ) 

这并不妨碍我们研究隐,函数的性质.如根据 (20.2) 可知 Kepler 函数是单调增加 


的-由 y 的可导性还可推知 V "的存在性等.一般地若 i ^， y ) 二阶连续可微，且 
满足隐函数存在定理的条件，则对 (20.1) 两 边对工 求导得 

y !， ( x ) = ^^[( F xx + F^'jFy - ( F xy + F yy y f ) F x }. 


将 (20.1) 代入得 


!/" ⑻二★(2咕4 - 饥- F ^ F XX ) 


注2定理的结论是局部的，即在（邱，如）的某个邻域内由方程 F ( x : y)^Q 
可以惟一确定一个可微的满足如= f ( x 0 ) 的隐函数!/ = f ( x ) y 但定理并没有告 


诉我们这个邻域有多大. 


注3对于方程巧〜…心 ㈨ 二0在某点 { xf \ ■■- ，: ri °), U 。） 附近确定一 
个 n 元的隐函数 u - 也有类似的结果. 


注 4 从一般教科书上给出的隐函数定理的证明中可以看出 t 如果只要求隐 
函数连续,则命题 20.1.1 的条件可减弱.我们有下面的结论- 


命题 20.1.2 如果 

(1) F ( x , y ) 在矩形 D = {( a :， y ) € R 2 [ \x - < o , \ y - yo \ < b } 内连续， 

(2) F ( x ^^ yo ) — 0 f 

(3) F ( x ， y ) 对每一个 a : e ( a : 0 - a , x 0 + o ) 关于 j / 严格 单调； 

则有： 

(1) 在点 ( xo . yo ) 的某个邻域肉，由方程 F ( x , y ) ^ 0可以确定惟一的函数 
y = /0)，也就是说，存在 r ? > 0 ,当 ; e e (^(卸）时有 

i ^ T ，/(： C ))=0 t 并且 yo = f [ x Q )' 

(2) 在 0^(^) 内连续. 


例题 20.1.1 证明在点 （1,1) 的某一邻域内存在惟一的连续可微函数 j / = 
/(4,满足 /( I ) = 1, a ;/( x ) + 21 nx + 31 n /(^) -1 = 0. 并求 f [ x ). 

证 令 Fb ， y) = zy + 21nz + 31ny — 1， 贝 [J 

( 1 ) F & W ) 在点点的邻域内有关于的连续偏 导数； 

(2) ^(1,1) = 0; (3)F,(1,1) ; + f)| (I , y );( u ) / 0. 

~ ①参看第六章 6.2.2 小节的“隐函数求导法” - 
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由隐函数存在定理，在(1，1)的某邻域内存在惟一的连续可微函数?/ = /(^), 
满足 /( I ) = l ，； r /( ic )+21 nic + 3 ln /( ic ) - 1 二0且 

tu r) _ F x{^y) — V x — 邛 2 十办 

，口 

y 

例题 20.1.2 设 ( x 0 , y 0 ,^) 满足坤 = 如 + aw (如)，'根据隐函数存在定理给 
函数 V 加上适当条件,使方程《 = y^r x ^ u ) 可在(^ 0 ^„)的某一个邻域内惟一 
确定一个连续可微函数《二 f ( x ， y ). 

解令 F (: Tj ，!!） = li — y 〜; tp ( li )， 则 i ^ xojo , 如 ） = 0-由复合函数的性质 
知，当 *) 连续可微时， F { x , y , u ) 连续，有关于 x , y , u 的连续偏导数，且 

F u = 1 — x^p (it). 

从而当连续可微且 

^ O ^ Wo ) f 1 

时，方程《 = V + X < p ( u ) 可在（^如）的某一邻域内惟一确定一个连续可微函数 

w = 工，汉)■口 


20,1,2隐函数求导 

若已知由方程 n ^ y ) = o 可惟一确定连续可微的隐函数3/ = f ( x ), 或由方 
程 ^^,.) = 0 可惟一确定连续可微隐函数 S = f ( x , y ), 则在求导时既可直接 
应用公式，也可用复合函数求导法则解出欲求之导数.一般在隐函数求导中，总 
汄为连续可微的隐函数已存在，故若无特殊声明,不必再验证条件. 

例题 20.1.3 设 2 = f ( x , y ) 是由方程 F ( x - y , y ~ z )=0 确定的隐函数，试 
求 h f Zy 及 hy . 

解先求 k 在 = 0 两 边对; r 求导，得 

朽 -〜 F 2 = 0， (20-3) 

于是得4 =音 ■ 

求可用公式 

〜一 Fy — —Fi + F2 _ F2 - Fi 

Zy ~ ~^ K ~ ~ ~ ~ fT ~- 

求 ~ .在 (20.3) 两边对 y 求导，得 

~^11 + 尸12(1 — 〜） 一{[—^21 + 巧 2(1 -〜)] 4十 F 2 Z X y } — 0- (20*4) 

将％的表达式代入 (20.4), 得到 

-F]A + 厂 12 ^-[(- 巧 1 十 ^ 22 -^-)^- + F2 z xy] = 0 - 
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解出^ iy 得 

^xy - -^ _ (2 F l F 2 J Pi 2 - ^2 ^11 - F \^22)~ 

也可先在 F 1 — 1 -巧+ = 0两边对 X 求导,然后解出 口 

注意隐函数求导时,涉及一系列的复合的隐函数.必须明辨函数关系，弄清 
哪些是自变量，哪些是因变量，以免漏项. 

20.1.3 思考题 

1- 证明方程 F ( x , y ) = (T - y) 2 = 0在 (0,0) 处有 ％(0,0) = 0,何在 ；r = 0附 
近仍存在惟一解?/ = z 且是连续可微的.这与隐函数存在定理的结论是否 
矛盾？ 

2. 设有方程 x 2 + y 2 + z 2 - 3 xyz = 0,诬明： 

(1) 可确定 （ HI ) 附近的隐函数^ = 2(1 办并求 ^(1,1)； 

(2) 可确定（1，1， 1) 附近的隐函数?/ = y ( x , z ), 并求 ^(1,1).. 


20.1,4 练习题 


L 设沒= v ( z ) 由下述方程确定，求 V , y ": 

(1) ln ( jc 2 + ^ 2 ) = arctan —; 

(2) ^ = y x ； X 

(3) xy - 2 x \ n 2 + 2 v 

2- 求在指定点的 导数： 


(1) y ^+ y ~ f = o, 求 ?/(o); 

(2) + 私音 - 4 = 0,求 （1,3V^) 处的导 数〆； 

(3) sitia: + 2co S j/-l = 0, 求在（号，等）处的 〆 ， ，■ 

3.设 z = z [ x , y ) 是由下列方程确定的隐函数，求指定的导数或 微分: 


dx dy ox ujuvy py - 

0,求在 （1，1，2) 处的偏导数 


⑴叫 + …，*|，奮，靜，兹， 

(2) ^ 3 +y 3 + ^- 3 xyz — 4 = 0,求在 (1,1,2) 处的偏导类 

( 3 ) 2 = 

⑷ l = ，求扣 2 2 2 

(5) xy+yz + zx ^ l , ^ 


，求铸 


4 .设 3 = z ( x lV ) 由下列方程确定,求指定的导数或 微分: 
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(1) /(r 十 y + \;c 2 + y 2 + s 2 ) = 0 ,求 cb; 

( 2 ) /(怎 , : e 十仏 : e + 夂十 2 ) = 0 ,求 -| j -; 

⑶ /(x + y，y + 2,2 + ： r ) = 0,求 |^ r- 

5- 验证下列各题中给出的隐函数满足指定的方程： 

(1) xz x - yz y ^ 2s, 其中 s 二 z { x , y ) 是由方程 F ( xy y z - 2x ) = 0确定的 
隐函数； 

(2) (P-y 2 - ‘十2卿％ = 2叫其中 z = z ( x , y ) 是由方程 a; 2 十沪+/ = 
yf ( f ) 确定的隐函数； 

(3) ~~ ^xy ~ 0, 其中 z 二 z ( x , y ) 是由方程 I = 确定的隐函 

数，》 二次连续可微，且$ — y^(^-)/o； 

⑷ < 十< + M 二2(叫十 ㈣ 十叫)，其中 u ^ u ( x , y , z ) 是由方程 
X 2 , V 2 + z 2 = 1 
o 2 十 ti b 2 + u c 2 + w 

确定的隐函数. 


§20.2 隐函数组 


20.2.1 存在定理 


不失一般性，下面仅研究两个方程和四个变量的方程组 

{ F ( x , y , u , v ) = 0, 

G ( x , y , u , v ) = 0 

在什么条件下可以确定是 A y 的函数 

u ^ u { x , y ), v 二 v ( x , y ), 

并目. AW 关于 x，y 有连续偏导数.我们有如下的隐函数组存在定理. 


命题 20.2.1 (隐函数组存在定理）设 


(1) 尸卜，仏和 Gix ^ y . u ^) 在点凡(抑，如 , ii 0 ， i > 0 ) 的一个邻域内对备个变元 
有连续的偏 导数； 


(2) F ( x 0 ^ o , wo f wo ) 以吻，如，如，如）二0; 


(3) */(po) = 


^( F , G ) 
d{u, v) 


行列式, 


^( Po ) 


外 G u (p 0 ) 


^ v ( Po ) 

^( Po ) 


/1 其中 


^( F , G ) 
d(u t v) 


称力 Jacobi 
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则存在凡点的一个邻域，在此邻域内由方程组 

= 0 , 

G(x,y,u,v) 

可以惟一确定一对函数 ' 

u = v = v(x : y), 

使满足 F'(x,y,u(x,y),v(x,y)) = G(x,y,u(x，, y),v{x,y)) = 0 及 u 0 
u 0 = v ( xo , yo ), 且具有关于 a ：， y 的连续偏导-数 


其中■/ 


d ( F , G ) 


dn 

dx 

dv 

dx 


—J- 

-J 


-i d(F f G) 

3(^, i ?) 

-l a ㈣ 
9( w , a :) 1 


du _ _ 


dv 


，i 职 G ) 

d ( p , v ) f 

i 5( F , G ) 


+ o , 如）， 


命题 20,2.2 (反函数组存在 定理） 若 

u = f ( x , y ), v = gix . y ) 

在点（吻，如）的某个邻域中连续可 微，^ ) = /( xo ^ o ), ^o = 9( x Q , yo),R 

d ( u , v ) 


a(x ， 汉） 


(^oiyo) 


〆 0, 


则在 Wo ^ o ) 的某一邻域内存在惟一的反函数组 

x = af(-u, v), y = y{u,v 、 

满足劬 = u (邱，如)，如 = 如)，且成立 

如， y ) 咖^) = 1 

d(u } v) B(x,y) ~ 


例题 20.2.1 给定函数 u = e y sin^ f v — e v cosx , w — 2 - coez ， 根据反 
函数组存在定理判断在哪些点 0 r ， y ，4 所对应的 (% v , w ) 的邻域内存在反函数 

x = x(u^v^w) } y = y(u ， v,w)， ^ — z(u^v^w)7 


解 函数# sin a :, c y cos X , 2 -cos 2 在 R 3 中连续可微， R 

e y cosx e y sin x 0 


5(-u, v, w) 
a ( H 2) 


-e u sins e v cosx 
0 0 


sm 2 


e 2y sin 


所以在 D = {(a % S ) I z / 冰 fc = 0, ±1 ， 士 2, … } 内任一点所对应的%仿)处， 
存在一个邻域，在此邻域内存在反函数. □ 


20.2.2 思考题 

1■若由 = 0. G(x,y,z,u) = 0, H(x,y,z,u) - 0可解出 $ = x («), 

y = y{u) i z ^ z(u), 根据隐函数组存在定理应如何对函数 KG,H 假设条 
件？ 
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2- 对极坐标变换 

X—T COS 沒， y — T sill 0 ， 

在哪拽点附近可存在反函数组 r = r { x , y ),0 - 0卜』)？在 ( 0 M 
附近能否存在反函数组？对结论做出直观解释. 


20.2.3 求已知函数组所确定的隐函数组的导数 


在这类问题中，一般认为隐函数组，反函数组存在且可微的条件均已满足，因 
而注重于运算的正确与熟练.此外，在计算导数时，一般不用求导公式，因为这些 
公式既不便于记忆 f 也不便于使用.往往是对已知函数组求导数，然后解所得的 
方程组便可得到所要的导数 - 


例顳20,2,2设 u { x , y ) 是由方程组 W = /( mO , h ( z , t ) = 0 

确定的函数，其中/， 1 A 均连续可微，且# 0 ,求 t . 


解1首先应该认清函数关系，因为故由 

g(y, z, t) = 0 f h(z, *)=0 (20.5) 

可确定 以为 y 的函数，所以《 = /(；(^,咖)，％))，即1/是以#为中间变量的 
x } y 的函数，有了这 个认识 就可以具体地作求导运算. 

由于 

= /s 十 /^’(友）十 h^iv), ( 20 . 6 ) 

为求？⑼和 i ^), 在方程组 (20.5} 两边对1/求导，得 

g y + 9 z ^ +9 tt r = o , 


h s z f htt ! — 0. 


由此得到 
代入 （20.6) 得 


/ = -g y h t 


( W } T \ 



^ W ) 


暫 HfM — fth 八聲妇 ， u 

解 2 也可以直接考虑如下的方程组 


F(x, y, z,t\ u) = 0, 

9{Vi z i 0 — o, 
h(z, t) = 0, 


(20.7) 


( 20 - 8 ) 

(20.9) 

( 20 . 10 ) 
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其中 = 由于 

d ( F , g , h ) __ a ( g ^) 

♦，M) ~ 

从而我们可视 Ay 为自变量， u , z 彳为 x , y 的函数，在 (20.8)-(20.10) 两边对 J/ 求 
导数，则 

u y ~ fy ~ fz z v ~ ft^y — Oi 
办 + 9 zZy + gtty = 0, 

+ fliXy — 0- 


解此方程组可得 (20.7). □ 


例题 20.2*3 设; r = cosifcoaip , y — cos ^ sin z ~ sinp, 求 


d 2 z 


解 1由所给方程组的前0个方程可确定 W = ip { x , y) t ip = fp { x , y ), 故 z = 
Bin^ar.y), 即 z 是以 p 为中间 k 量的 Ay 的函数，所以 

z x = costf- ip^. (2011) 

在前两个方程两边对工求导 ，得 


解出 


<Px = 


-sin ^ ■ tp x cos 々 + cos p(_ sin 
—sirt 屮‘ ip x sin^ + cos pcos fp - ip x . 

cos 咕 丄一 sin 妒 


代入 （20.11) 得 
在上式两边再对 rr 求导得 


. 4 } = 

sm ip r COS 

Z x — — cot ^3 COS 0. 


( 20 , 12 ) 


Z TX = CSC 2 ip ^ ip x COS 0 + cot ipsililp •呤 


将 （20.12) 代入，得到 


芯 XX 


cos 2 ^ sin 2 ^j 
sin a ^j 


□ 


解 2 由已知条件得 x 2 + y 2 + z 2 = l } 两边对 z 求两次导数,注意到 j/ 与冗 
是各自独立的变量，得 

x + zz x ~ 0 ? l+zl + zz xx = 0, 

于是 

之 r = 


X 

Z 




z 2 + x 2 _ y 2 — 1 _ cos 2 ip sin 2 ^ — 1 




sin 3 ip 


□ 


例题 20.2.4 设 u = fix - ut . y - ut . z - ut ), g ( x , y , z ) = 0, 试求如,％.这 
时*是自变量还是因变暈？ 
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解由两个方程确定两个隐函数I 一个是％另一个由第二个方程看出应为 
^因此 t 是自变量.两个方程分别关于I求导得 

社 x = /l(l — + +/；!(〜— 

gi + gs^x = 0. 

解此方程组得 

八 + , 3 ‘( _ 普） 

"i + (A+/2 + h)t - 

同理 

■(- 

u ^TTWThTW U 


20.2.4 存在定理的证明 

本节我们应用压缩映射原理证明反函数组存在定理，把隐函数组存在定理 
的证明作为参考题.由于定理的叙述与证明较抽象，故这部分内容可作为补充材 
料.我们先用映射的语言叙述反函数组存在定理，或称为局部逆映射存在定理 - 

命趣 20.2.3 (局部逆映射存在定理）设/ : 五 c R" — R/ 1 是 C 1 映射, 

a ^ E , b ^ /(a), 并且 Jacobi 矩阵 f { a ) 可逆.则 

⑴存在开集 C 五和V,使得 a e G & e K， 并且/ : K 是 1~1 满映 

射； 

(2) 设 3 = 746^则 3 是0映射，并且 

g'iy) = (/'(sty))) -1 , v^V- 

证⑴设4 = /⑷,取人 > 0 ,使得叫 1,其中 H 表示矩阵的模 
(如 WA|j = max 因为 f 在 a 连续 t 故可取以 a 为中心的开球 K 使得 

|f/ f (ai) - A|f < X , x € U . (20J3) 

对 yeR' 定义 

V?(ic) ^ a: + - f ( x )), (20.14) 

则 fix ) = y 当且仅当: r 是 p 的不动点.再记 K = f ( U ), 下面证明由 （20.14) 定 
义的映射有惟一不动点 A 即存在惟一的 z 满足 f { x ) - y. 这就证明了 /是 t/ 
到V的 1-1 可逆映射.为此，先对#作估计，其 Jacobi 矩阵为 
^{ x ) = /- A - l f \ x ) - — f { x )). 

由（加.13)及 Schwarz 不等式得 W ( x )\\ 再由拟微分中值定理得 

Ma ) 一 W»2)| < +1*1 -叫，3：1, e U . (20.15) 

因此 W 是一个压缩映射.其次，注意到 vy u 6 存在吻 e K 使 f ( xo ) - J/0- 
取 r 足够小，使以抑为中心 r 为半径的开球 S 的闭包5 c f /. 限制 y 满足 
\ y - y Q \<^ r , 此时对于 B 中的点: K 有 
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i^) ~*o| ^ 卜 ㈤ _ + |v?(a ： o) -x 0 | ^ y|a ： -x 0 | + |A _1 (y ™y 0 )| 

在 ~ i ~ 十 ll ^ -1 II - ( r > 

因此 v >( a ：) e B , 从而 p 是否上的压缩映射.故存在惟一的 : r e 瓦使 ( p ( a ;) - x . 
也 g 只要 1/ 满足 jy - j/ 0 j < 入' 就存在惟一的 a ： G 瓦使 / Or ) = y ， 即 y e 
f ( B ) c f ( u ) = v - 这一方面证明了以 J /[) 为中心 V 为半径的开球位于 V 7 中，故 
^是 开集. 另一方面也证明了 /是 t / 到 V = /( t /) 的 1-1 可逆映射. 

⑶因为/是 C 1 映射 ； 故 det /' ㈤ 是 a ： 的连续函数. f { a ) 可逆 t 即 
det /^ a ) + 0,故不妨认为在⑴中给出的邻域 t / 内，都有 det /'( x ) 〆 0.即 
/»可逆.记其逆为 r , 设3是/的逆，即 x ^ g { y ). 取 + 于 

是彐 /i £ R ' 使 0 ： + / 1 € 1 /及|/ = f ( x ), y + k ~ /(x + / i ). 用 （20.14) 中 
的估计有 

沪 (as + ^) ~ v ?(^) = h + A~ l { f ( x ) - f(x + h )) ^ h ~ A -1 k , 

由 （ miS ) 得 |/i - A^kl ^ 即 \ A ^ k \ ^ i - lhj , 从而 

\ k \ ^ ^| hj , (20.16) 

于是 

9{y + k )~ g ( y)-Ty = h - Tk ^ - T ( f(x + h ) - f ( x )- fix )^. 

所以 

\9( V + k )- g ( y )- Ty \ , || T || ■ |/(x +/ i ) -/( x ) -/(^hl 
| fc | 、 X|h| 1 

且当 | fc | — 0, 由 (20.16) 也有叫 — 0,上式右边的极限为 CK 这就证明了 是可 

微映射，且的 = (//(咖)))- 1 ,关于 9 '( y ) 为连续的证明留给读者，0 

注 设 f : EC R n+m — IT 是 C 1 映射， ( a , 6) e 五 ，使 /( a , b )-0, 并且 
Jacobi 矩阵 f { a , y ) 可逆，其中“〃’表示固定 a 而把 y 看成自变量而得到的全 
导数‘这时方程 /(A y ) = 0在 ( a , &) 的邻域内存在惟一 C 1 隐映射 y = y ( aO 的 
局部隐映射存在定理可通过定义 F ( x , y ) = ( f ( x , y ), y ) 而转化为 F 的局部逆映 
射存在定理.其证明作为参考题. 

20.2.5 练习趣 


1. 设 : r = # + *?， y = # _ v 3, 求反函数组的一阶偏导数 各智. 

2. 对由方程组 

{ x + y + z = 0 , 
x 2 -^ry 2 + z 2 ^ I 

确定的函数 ; r =咖 )， y = 咖)， 求在点处的导数奢， I . 
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3. 对方程组 

+ y 3 + z 3 = ^ xyz , 

工 + + Z = fl 

确定的隐函数组 = y ( x ), 求出导数 ^0. 

4 ‘设 " 

{ X —u cos 

” siil j ， 

求反函数组的偏导数 XV 

5 ■设 u = u ( x ) 是由方程组 M = /(3 M 3), g ( x , y , z ) = 0, h ( x , p t z ) = 0 所确定. 
水如 ’如 2 ■ 

6 - 求由方程组 $ = KCOSV , y = usinv , z = v 确定的之 = z ( x : y ) 的所有二阶 
偏导数. 

7■设 s = z { x } y ) 为由方程组 £ = e u+u , y ^ e u ~ v , z ^ uv 所定义的函数，求当 
( w , v ) = (0,0) 时的 ds , d 2 t 

8■设 m = f { x , y , z ), g ( x 2 , e y t z ) = 0, j /= sinx , 且已知 / 与 s 都有一阶连续 
偏导数，求 

§20.3 变置代换问题 

今后,例如在偏微分方程的求解过程中，经常需要对自变量或函数作变量代 
换，以求简化方程形式乃至求出方程的解.变量代换计算的关键是隐函数组或反 
函数组的求导. 

20.3.1 仅变换自变最的情形 

例理 20.3.1 在方程(|^ 2 + ( t ) 2 =«中作极坐标代换 T = rcosO , 
V = rsine , 试求方程在变换后的 形式. 

解 1 认为 u(x ， y) = 7i(rcos 0 ， rsintf), 贝 ! j 

u r = u x cos 6 + u y sin 沒， 
ii 沒 = r(—sin 0 + Uy cosO ). 

解此方程组得 

Uj ； = — {y cos 6 u r - sin 6 u ^), 

Uy = (r sin Bu r + cos 6uq ). 





代入原方程中得 
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解2认为 u ( r , 0) = u ( y / x 2 A - y 2 , arctan 则 

tL > 

x y 

= U T — U 分 ^ 2 ~, 

T 

y x 

1/jj — U T - h U$ ― ty~ - 

rp /pA 

于是 ul^ul = ul ^- -^ ul 从而方程化为 

u ^. H —— u . □ 

注上述两种方法是自变量变换中通常使用的方法，具体用哪一种方法使运 
算简单，视具体情况而定. 

例睡 20.3.2 通过代换 y ^ l -{ u 2 - v \ 变换方程 



\ A 2 + v 2 


解由链式法则 


两式平方后相加得 
于是 
另一方面 
代入原方程得 


^ - vz x 4- uz yy z v = uz s - vz y . 


4 十 4 = (似 2 + v2 )( z l + 4)- 


^i + 4 


u 2 + v 2 


i 4 + 4)- 


P + y 2 = + w 2 ) 2 , 


4 + 4=2. □ 


20,3.2 自变量与函数同时变换的情形 

这种情况比只变自变量的情况稍复杂些，它要多一个函数关系分析的步骤. 

例睡 20.3.3 通过代换 x 二 t ， y 二 i ^ i u ' z 二 T - tiv ' 试把方程 

x 2 z x + y 2 z y z 2 (20.17) 

变为以^为函数，为自变量的形式. 

分析题目的意思是有一个函数 z = z ( x , y ) 满足方程 (20.17), 作自变量代 
换 

x = t ， ( 20 - 18 ) 
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以及函数代换 


+ tv 


得函数 U 二 W ) .求 r = v ( t , u ) 满足的方程. 

解 1直接从关系式 （20.19) 出发求〜和¥ 

心 = 


^ itx 十 ^ l + tv ^ v ^ Vttx + 

兔 i 

z y ~ (1 + ^ ) ; ~ + (' 1 + 加夂 ^ Vf ^y + v fi u y )- 


由 （20.1 S ) 得 
于是 


Xy U 


tx = 1. 


y ^ 

ty — 0 , 


X 


2 


将它们代入 (20.20), (20.21 J , 得到 

t 


y 


2 ' 




I + tv 


)£ + 


1 + tv 


. 9 ^ u )> 




^ = -(■ 


十如 ；1J p 


将以上式子代入 (20.17)， 得到 

/ [(- . 




- Vu - 


i 


整理得 

解 2 从 (20.19) 中解出 w 得 

于是 


1 + tv ; ^ 1 + tv 

v t = 0. □ 




vt ■■ 

Vn 


{ z^xt + z v y t ) + 含， 

2~ H " ■ 


由 （20. IS ) 得 


^ li — 0, 

讲 = ir^r 

将它们代入 (20.22), (20.23) 得 


Vu 




(1 + tu'f 


Vt ■■ 

V u 


r ,^X 


^ y ] + 


^ L x ' {1+tu) 2 " yJ ' t 2 ? 


t 2 


(1 + iu) 


Zw 


2 ‘y 


(20.19) 

( 20 . 20 ) 
( 20 , 21 ) 


( 20 . 22 ) 

(20.23) 
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由此解出 Z T ,Zy, 


将它们代入原方程，得 


e 


之X ~ Z 2 ( - V t )—— 

z 2 {\+ tu ) 2 
z y — ^2 Vu， 


2 




叫 = 0. □ 


20.3.3 练习题 

i . 把方程 (^- v)^r + y % 


0变为 Z 作因变量 z 为自变量的形式. 


2. 引用新函数『= yV 2 + y 2 , = arctan ^ 变换微分式 


U) — X 


d 2 y 


礓 . 


3. 以〔 
4 ■取 w 


x + y r /7 =工-没为新自变量:变换方程 -|^- = 


y + zc~ x , V 

F 


x ~\~ ze ~ y 为新的自变量，变换微分式 

{ z 2 - e x+y ). 


5■设 u = xc z : v 
换方程^ 


㈣ 1 +㈣ f 


= yp ,\ w ^ zc s , 试以 w 为新的函数， u ， w 为新的自变量，变 


dy 


6 ■以仿为新的函数， 《 e , 小 c 为新的自变量，变换方程 

xy 


x ^+ y ^ + z- du 


dx 


dy 


dz 


u + 


其中 $ 


x 

z 




u 

z 


7. 试求 


. d 2 u , ti 2 u 


0 在球坐标下的形式. 


bx 2 dy 2 dz 2 
8 ■以 u^x + 2 y + 2, w = r - y-l 为新的自变量，变换方程 
n d 2 z . d 2 z d 2 z 


磬十 0. 


dx 2 dy 2 

9 .以 w 为新的函数，％ u 为新的自变量,变换方程 

d 2 z o H 2 z ，/ 1 , V \ d 2 z 

2 獅 + (1 + 7分 

其中 u = A ^ = x + = x + y + 

10 . 设 xu ^ x 2 y 2 , yv = X 2 + y 2 , 试证明 ^ 卜 j 

o { x , y ) 

11. ^ u { x , y , z ), v ( x , y , z ) of ®, 证明 


0. 


uv 




du , du , 咖”） 如 


0. 


12. 设 u 

13. 设 u 


B(y, z) Bx 3(z,x) By B{x } y) dz 
x 3(u ， r) 5(a; f ^) 

x — v — ^ 其中 试求 4^. 


工 y , v 


T 


V 


,2 


W 


r 


^： y ： z ) 
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§20.4 隐函数及隐函数组的整体存在性 

隐函数的整体存在性是一个比较复杂的问题.设 y ) 在 D ㈨ b ) X ( c , d ) 
上连续, F y (x,y) 代 (x,y)eD. 于是在乃中每一点附近方程 = 0 可惟 
一确定一个隐函数?/ = f ( x ). 但我们不知道当?/在 ( c , d ) 变化时,满足方程的 r 
矩否会布满 ( a , b ). 所以我们并不清楚隐函数；!/ = /(4是否可定义在 6) 上.在 
很多时候?/ = /化）不能定义在 ( a , 6) 上.读者可考察例子 F (: r , y)=y-2x, D = 
(-1,1) x (- 1 , 1 ). 下面是隐函数整体存在 的一个 充分性命题. 

命题20,4，1 设 F(x t y ) 在 D = {(x'y) G R 2 | a < a < b, —cc < y < +oo} 
中连续， 巧 处处存在 R 巧 > m > 0, 则 F(x,y) 二 0 在 (a,b ) 中存在惟一连续解 
y = /(^)- 

证 V ; c G € ( a ， b )， 对任意如 > 奶，考虑 

F(xo,y2) ~ = F a ( a : 0 ， e ) (如一仍 ） > m(y 2 - yi ). 

固定 yi ， 令奶—+00, 由 F ( x 0 , y 2 ) ^ ) +^( y 2 -奶)， 知 

lim F{xo t y) = + oo , 

W —+ OC 

固定 y 2, ♦ m — - oo , 由 卜爪 ( y 2 - yi ), 知 

lim . Fixo.y) = - oo . 

由介值定理，存在 H (且是惟一的)，使得 ^ o , J / o ) =0. 由抑 的任意性知 
存在= f(x ), 使得 F(xJ(x)) = 0 ,xe (a,&). 

至此已证明了 = / b ) 的存在惟一性 ， y = /卜）的连续性的证明与隐函数 
存在定理中的证明相同. 口 

注意到以上命题中 F y ^m> 0 是一个很强的条件,它保证了对每个固定的 
Z e ( o , &), 存在惟一的 F f(x), 使得 F (^/(^))^0- 在高维情况就要复杂 得多. 

下面只讨论映射 F : 是否存在定义在上的整体逆映射 J 1 - 1 

的问题.如果 F 与都是连续映射,则称 F 是 R n 上的同旺.如果 F 与 f - 1 
都是映射(即各个分量函数都是 A ： 次连续可微函数) f 则称 F 是上的 C k 
同旺.反函数组定理告诉我们,如果 Va ; e R ' detJF ( ar ) ^ 0,则对每一个 a ; 都 
存在忠的邻域 (7 和 F(x) 的邻域 K , 使是到 K 的同胚.但 F 不一定是 R " 
上的整体同胚，即使有类似于命题 20.4.1 的条件也不行.例如考虑可微映射 

-5 L 

u = \/2e 2 cos(t/e _I ), y = \/2e 2 sin (ye -1 ), (20.24) 

其 Jacobi 行列式 ^ 1. 在 R 2 的每一点的附近存在逆映射.但映射 

(20.24) 是周期的,故其“定的映射不是单射，因而其逆映射在 H 2 中并不是整体 
存 在的. 这里单射是芜键，事实上我们有如下逆映射定理. 
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命题 20.4.2 设开集 DcR n , f : D - yR n . 如果 
(1)/ 是 D 上的连续可微 映射； 

⑵对每一个 xeD , detJf { x ) ^ 0. 

则 G = f ( D ) 为一开集.又如果 f 是 D 上的单射,那么存在由 G 到 D 上的连续 
可微映射/- 1 满足： 对一切 y e G 有 

f-r\y) = y^ jr 1 (y) = (吖 ㈨ r 1 ， (20.25) 

其中 z = 

证 Vy e f ( D ), 33： e 认使 f ( x ) = y , / 定义在: E 的某个邻域上，且 
dctjf ( x ) / 0. 由反函数组存在定理，存在 y 的邻域使逆映射在 F 上惟一存 
在，即存在惟 一的厂 使 

= y^ Vy e 

所以 F C f ( D ), 选就证明了 y 是 f ( D ) 的内点-由 y 的任意性就证明了 f ( D ) 
是开集.当/是 D 到 G 的 1-1 映射时，逆映射是惟一存在的. J 1 整体惟一的逆 
映射必是局部惟一的逆映射，再结合反函数组存在定理就证明 (20.25). □ 

关于整体同胚有许多漂亮的充要条件与充分条件,下面是很经典的两个. 

命 fi 20.4.3 (Hadamard 定理） 设 f : P 是 C 1 映射，并且 Vz e 
R ' 有 detW ㈨ / 0 t 即 Jacobi 矩阵 JF ( x ) 的逆矩阵 JF ^ ix ) 存在，如果还 
存在 M > 0,使得 HJF - 1 ^)!! ^ M,Vxe R " f 其中 | M 表示矩阵的模（如 
|| A || = ^max 则 f 是 R 7 1 到 R " 的同胚. 

命题 20.4,4 设 f 1 : — IT 是 C 1 映射，并且 Vice R ' 有 det JF ㈤ / 0. 

则 F 是到 R " 的同胚的充要条件是 

lim | F («)| = oo . 

jae|—oo 

尽管这两个命题的表述在数学分析的范围内很好理解，但它们的证明要用 
到进一步的数学知识.有兴趣的读者可在以后参考 Deimling K . Nonlinear func - 
tional analyais . Berlin : Springer - Verlag ，1985. 152 〜153， 171 页- 

我们在参考题中列举了一些可以用多元微积分的知识来讨论的命题. 

§20.5 对于教学的建议 

20.5.1 学习要点 

1. 隐函数(组)的概念和存在定理的证明对于初学者来说都不容易掌握.最基 
本的要求是理解隐函数(组）的概念，能叙述隐函数(组)存在定理并了解隐 
函数存在定理的证明. 
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2. 求隐函数(组)，反函数(组)的导数和用变量替换去计算微分表达式的一个 
1要环节是分析哪些变量是自变量，哪些是因变量.很多学生在解题时不1 
视这个环节,这是他们不会做题或出错的真正 原因. 

3. 对于习题课的建议告诉学生求隐函数的导数以及变量替换时 ; 首先要搞 
清楚自变量、因变量与它们的相互关系.其次是要有耐心.在求二阶以上 
导数时，极易漏项.可从学生作业中找出共同性的问题,进行评讲.处理繁 
琐题目的耐心也是一种基本的数学素养. 

对于计算，也绝非无技巧可言.下面的两 个例题 用引入简单的微分算 
子的方法，对我们会有所启发. 

例题 2 O . S . l 设 z = 2 (： r , y ) 二阶连续可微，在微分方程 

1 ( ci 2 z j o . B 2 z \ 1 ( dz ： dz \ n 

W 十 vj — 二 0 

中， 作变量代换 

u = xy ^ v — x — y . (20.26) 

求变换后的方程. 

分析注意到方程中的导数部分，第一部分是 （| + -^)\第二部 

分是 1 + 1 ‘ 于是只要求出在变量替换 (20.26) 下 f i 的表达 
式即可. 

解 利用链式求导法则得到 

^ 之 u 以 I + 二 y 之 u + , 

Zy ^ Z U Uy + Z V V y - XZu - Z V . 

两式相加得 . . . 

{ ^ + ^ )z ^ {x + v) ^r- ( 20 . 27) 

于是我们得到在变换 (20.26) 之下有 

l + 时 （ 2a28) 

在 (20.27) 两边再作用算子+ 并利用 （20.2 S ) ; 则 

(去 + I )、 = ( 去 + 扣 + y ) l ] 

二 [(去 + 1)( …)普 + ( … 

二噜 + ( 叫) 2 会‘ 

将(20.27)， (20.29) 代入原微分方程中，则得到 


(20.29) 
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嗜 作 + y ’ i^ ] ~ l^F {x 切 )1 = °’ 


加以整理并将 (20.26) 代入得 

d 2 z , 


dz 


o , 


Bu 2 v 2 + 4u du 
即已将原方程化为 u 作参数的二阶线性常微分方程. □ 


例题 20.5.2 设方程 

^ B 2 z , d 2 z , <) 2 z n 

其中 a , &， c 都是常数， f > 2 - ac -0, c ^0 t 作代换 

u x + aj /, v — x + (20.30) 

问如何选择 a , &能使代换后的方程有简单的形式？ 

解不妨设 C = l , 则 a = 于是原方程变为 

(十 i) 2 d 

若& = 0则原方程已是最简形式.以下设6 # 0,则我们的任务是在 (20.30) 
中适当选取 a ， 久使得 

^ ^ 

(20.31) 


dx By Bu * 


由 （20.30) 得 


Bx Bu Bv } 

~ - 

ay ou av 

明显地只要取 0 二 - &， a = 1 — 6 ,则 （ 20 . 31 ) 成立.此时原方程化为 

B 2 z 


du 2 


(20.32) 


事实上，只要取/? = - b , a 〆 - b f 则 (20.32) 仍成立. □ 


20.5.2 参考题 
第一组参考题 


1■设/>，汉）在 (0,1) 附近连续可微 f 且/,(0,1)^ 0 f /(0, l ) = 0. 证明： 

/(^,f sinxda ;) = 0在 （0, 1)附近确定一个隐函数 f 二 ^( x ), 并求 ^(0). 
Jo L 

2 - 证明： 由方程 夕=工+ j sin 没可在 (- oo , + 00 ) 中确定隐函数 y = y ( x ), FJ . 
V (啦 C ， R )， 即咖） 是 R 上的无穷次可微函数. 
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3. 设1 = 满足 w(o) = 0,^匕)在（一〜岣中连续，且 W(o)| ^ fe < 1. 

证明：存在 J > 0,使当 -d Z < 5时冇惟一可微函数沒= y(:c) 满足方程 
x^y + w(j/) 且 y(0) = 0, 

4. 证晛 方程 F(x, y) - 1 - o-^ + ^e~y = 0 在 h > 0 j e R 1 } 巾存在惟一 
解 y : y (工) (a： > 0), a y ( x ) 连续可微- 

5 . 设 f ( x , y ) 满足： /, 在 R 2 上存在，厶在圯上存在且连续， a 

|/^| < ^\ fy \^ f {^ Q , yo ) =0, 


这里 M 是正常数.证明 I f { x , y )^0 惟一确定一个定义在 R 上的可微解 
y 二 /卜)，且满足 y { xo ) = 再问条件 |A| < Mj/,| 是否是必要的？若去 
掉 /(n,y 0 ) = o 这个条件，结论是否仍成立？ 

6- i ^ u ^ f { x : y),v = g ( x , y ) 在区域 R 2 上有连续偏导数. 证明： 

(1) 如果在 P 上有 Jacobi 行列式则对 P 内任一点（邱，: y 0 )， 

存在(吻，如）的邻域[/和连续可鏺的函数 F ( u , v ), (F；) 2 + ( F ^ ^ 0, 
使 = 0在 t/ 上恒成立； 

⑺若有连续可微函数 FW), / ^ mm ^ ylg ( x , y))^o 

在 D 上恒成立，则 

3{ u , u ) 


7. 设空间曲线 C 的方 程是： 

f{t)， V = 妒 (*)，^ 


0 ， {x,y) € Q, 


X 


m 

丽， 


■i < 丨 < l , 


其中函数 / ⑷， w ⑷在 （-u) 内部具有二阶连续导数，且一阶导数处处不 
等于 0. 设点集 


E = {(x,y ： z) \x^ s 2 ^JJ^-s-\-f(t),y = 2s^-ip(t),z 


m 


〆 (*) Jy —t Y \^ h ^ — ^ (-1,1)}. 

证明：五中与曲线 C 充分接近（即 W 充分小）的一些点,组成一张连续曲 
面 p z ( x , y ). 

®* 设函数 f ^ y ), 9(^ y ) 是定义在平面开区域<?内的两个函数，在 G 内均有 

连续的一阶偏导数，且在 G 内任意点处均有 

3/ 如 Bf ^ ， n 

ox dy dy dx 

又设有界闭区域 DcG . 试证在 D 中满足方程组 

〆 

f ( x , y ) = 0 , 
y ) =0 

的点至多有有限个. 

9.设/是 R 3 上的连续可微函数 * 若 f ( x , y , z ) = 0,则 | 4 
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(1 J 解释上述命题的精确含义； 

( 2 )对 Clapeyron 公式 = 常数，验证上述命题的正 确性； 

⑶对于 n 元连续可微函数 /( t 1: - ■ ■ ， 确定的关系式 f(x u - ■. ， = 0 
是否有上述类似公式？验证你的判断. 

10■设/ : R 2 为0映射.若只存在有限多个点 …，： c r ，使得 

detJ /( x 0 = 0, i = 1,**- , r , 并且对每个正数 M , {zeK 2 \ |/( z )| ^ M\ 
是有界集,证明 / 把 R 2 映满 R 2 . 

11+设/ : R "— 『为 C 1 映射，且 J /( x 0 ) 可逆，证明 Vx e R ' 只要 ㈣ 充 
分小，就存在 o (| x |) f 使得 

/Oo + x + z )~ f ( x 0 ) - jf { x 0 )x = 0. 


第二组参考题 

1. 试用压缩映射原理证明如下局部微分同胚定理：设 f/ 是 R" 的开集，/ : 
U ^ R n ^ C k 映射，叫 e f/, detJ/fajo) ^ 0,则存在 x。 的邻域研 c f/ 和 
/(吻）的邻域 R 使得/ : F 是0微分同胚. 

2. 设/ : R» — R n 是 C 1 映射,且存在 a > 0使 V® e 有 

- Jf(x) - u > a|t/j 2 , Vu G R 71 , 

其中 t* T 表示 u 的转置.证唠 

\f{^) - f{y)\ > ^\x-y\, Vx, y e R n , 

且 / 是 R" 上的微分同胚. 

3-用映射的语言叙述隐函数组存在定理，将它化为逆映射存在定理或直接用 
压缩映射原理证明. 


4 . 20.2.4 小节的逆映射存在性证明是构造性的,它给出了逆映射的迭代构造 
格式. 设2/ e 取合适的初始点 e fA 则 

X n = U C/V)) _1 (y - f(x n -l)) 


就给出了迭代列 M 的公式.讨论映射 

T \ u- —-{x 1 - y 2 ), v 二 xy 

的逆映射.设 a=(l,l) T . 先求 

/如 


r ⑷ 


dx 

dv 

dx 


du 、 

OV 

"¥ J 


再利用迭代公式 

1 


X T 


Jn , 


.Vn-1 


+矿⑷广 1 


u 


( x 1 7}=( l , l ) 


^( X n - 


vl-y] 


—l^Tl—I 
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在 a 的邻域内求厂 1 的_次迭代解并用它与逆映射的一次微分 
近似 



作比较. 

5.设 [/ 是的开集，/ : U 4 R " 是 C fc 映射 ; 满足 条件： 

/(0)二0， Jf (0 ) 的秩为 m (m s rt ). 

证明； 存在中含0的两个邻域 V 及％亇微分同胚 h : V — W 使 
得 M 0) = 0,并且 

■ - ，工 m ) =(工 1 ， … - ■ , 0 ) V ( a ； i ,-*- , X m ) e / _1 ( y ). 

6 ■设 u 是 R m 的开集， / : t / — R n 是映射，满足 条件： 

/(0) = 0, Jf {0 ) 的秩为 n ( m ^ n ). 

证明：存在 R ™ 中含 0 的两个邻域 F 及 R C fc 微分同胚 f : K — 吏 
得 ^(0) = 0,并且 

- , x m ) ^ ( A ，… , a; n ) f - , x m ) e V . 

(以上两个命题称为秩定理你能否对它们作一个简单的几何解释 .） 




第二 + —章偏导数的应用 


本章介绍偏导数在几 个方面 的应用. §21.1 节是偏导数在几何上的 应用; §21.2 
竹是方向导数与 梯度; §21.3 节讨论 Taylor 公式与极值 问题; §21.4 节是条件极值 
与条 件最低 §21,5节是向童值函数的 Rollc 定理，这可以作为习题课的补充材料. 
最后一节是学习要点和参考题. 

我们在本章的讨论中特别强调用向量与矩阵语言描述和处理多元问题，对条 
件最值的求解作了比较详细的讨论. 


§21.1 偏导数在几何上的应用 


21-1-1 曲线的切向量、切线与法平面 

设空间曲线^在点处的切向量为 

T = (r x ,T y ,T z ), 

则曲线；在 ( xo ^ z ^) 点的切线方程与法平而方程分别是 

x-XQ _ y - ?/o _ Z- ZQ 

Tj ； 7 "以 T z 

r x (x -x 0 ) + T y {y-y 0 ) +r s (z-z 0 ) - 0. 

如果空间曲线〖的参数方程是 

X - a：(*), y = y{t), z = z(t), 

其中 t 是参数.又设/⑴， y ! ( t ), z ! ( t ) 都在 [ a , f >] 上 连续， 并且不同时为 o , 这样的 
曲线称为光滑曲线.则曲线上点（抑= xito ), y 0 = z 0 = z ( t 0 )) 的切向 S 为 

r = (x'ito), y ! (t 0 ), z f {to}). 

如軍空间曲线 / 是用两个曲面 


F ( x , y , z ) = 0. G { x , y , z ) = 0 


的交线来表示的，又设 F 和 G 关于％ yy 有连续的偏导数.点妁(抑，加，邱）满 
足这一方程组，即 ^( xo ^ o ^ o ) = 0, G ( x a , y Q , z 0 ) = 0. 并且 兄 G 的 Jacobi 矩阵 


{ dF 

dF 

BF \ 

dx 

如 

dz 

bG 

dG 

dG 

\ dx 


dz } 


在点 P () 的秩为 2 ,则曲线 〖在点 的切向量为 

_ ( 3( F , G ) B { F , G ) d ( F , G ) 


^{y^) 3(之，工）’ 3( z ， y ) 




例题设 /(a y ) 为可微函数，曲线方程为 
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x - x 0 _ y _ 
cos a ~~ 


Vo 


sin a 


求曲线上点 Mo ( x 0 , Vo , z 0 ) 的切线与 xOy 平面所成角的正切. 

解 4" F { x f y , z ) ^ z - f ( x , y ), 2 ) = sina(;c — 邱) - cosa ( j /— 如).则 

d(F,G) 


%,-) 


-fy 1 


3(^G) _ 

1 ~fx 

-coset 0 

= cos a, 

d { z , x ) ~~ 

0 sin a 


sma , 


职 G ) 


~U ~fy 
sin a — cos a 


f x cos a + f v sin a - 


于是曲线上点 Mo ( x 0 ^ o ^ o } 的切线与 z 轴正方向所成夹角 V 的余弦为 

fx{^o,yo) cosa + / y (;r 0 , 峁 ） sin a 


cos^ 


0 + Vo ) cos a + / y ( xo 7?/ o ) sill o ] 2 

由此可算出切 线与; 平面所成角的正切为 

/a ； (a ： o,?/o)cosa + /y(x 0 ,^o)sma. □ 


21.1.2 曲面的法向董、法线和切平面 

光滑曲面 z = f{x,y) 在点 (x,y,z) 处的法向量为 

n = ±(f x (x,y),f v (x,y),~i). 

这里所说的光滑是指偏导数连续. 

由 F ( x , y , z )^0 确定的光滑曲面在 ( x iV , z ) 处的法向量为 
™ = ±{ Fx {^, y > z ), F v ( x ， y，zl F z ( x , y : z )), 
其中^ 不同时为零. 

由参数方程 


x = aj ( u , u ), y y ( u : v ) } z = z { u , v ) 

决定的光滑曲面在点 { x ^ z ) 的法向量为 

+ 「 ^{y>z) 啦 ,; r) 5(a;, y) ^ 

有了法向量之后，过曲面上任一点的法线方程和切平面方程都可以很容易地写 
出来. 

例鹿 21.1.2 求曲面 

x — u + v t y =^ u 2 + v 2 , z — u 5 + v 3 

的切平面当切点 M ( u : v ) : u ^ v , 趋于曲面的边界 W V 上的点 M c (吻,如）时 
的极限位置. 

解先求时的切平面方程.由于 
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Z) — 2u 
d ( u , v ) ^ 3 u 2 


2 v 

3 w 2 


6 uw(v - u ), 


d ( z , x ) 

d ( u , v ) 


Su 2 



— 3( u 2 — v 2 ), 


啦，" ) 
8( u , v ) 


2 u 



2 (v - w ), 


于是过 ( x , y , z ) 点的切平面方程为 

Gut;(v — u)(X — (u + 1?)) + 3(u 2 — v 2 )(Y — (u 2 + v 2 )) 

+ 2 (v - u)(Z — ( u 3 + v 3 )) — 0. 


消去 r %并整理得到 

QuvX — 3 (u 4 - v)Y + 2 Z — 3 uv(u + v ) — u ^ - v s . 
令 （ w ， v ) — ( u 0 ， u 0 ) f 则有 

- Cu^y + 2 Z — 4 uq . 

将 ( X , r , Z ) 改写为 ( x t y t zl 可 见所求 的极限位置为 

3以工 — 3^oy + ^ = 2«0, □ 


21.1.3 曲线的夹角、曲面的夹角 


由解析几何知 R 2 中两个相交向量 i 与 m 所交的角 u ; 的余弦为 

COSW = ^ ,, 

I 蚵 ■ H 

其中 “ ”为 Euclid 内积 ， I •丨为 Euclid 范数.设连续可微的隐函数定义的曲线 
F ( x , y ) = Q 与 G ( x , y )=0^ ( x , y ) 处相交.则在 ( x t y ) 处两曲线相应的切向量 


分别为 —心） 与 （Gp - G £ ), 其夹角余弦为 


COSCJ 


^xG X + FyGy 


^/ F ^+ F ^^ Gl+Gl 


两曲线正交的条件是: F x G x + F y G y ^0. 

在 H 3 中也有类似的讨论.设 F ( x ， y ， z ) = U 与 G ( x , y , z ) = 0为 R 3 中两光 
滑曲面.它们在 ( x , y , z ) 处相交.两曲面夹角定义为相应切平面的夹角（或相应 


法向量的夹角).设 w 为其夹角.有 

+ FyGy + FgGg 

cosu — y ~- ■ ■ ■ 

^/Fi + FS + F!^Gl + Gl+Gl 

两曲面正交的条件是: F X G X + F y G v + F S G Z = 0. 


例题 21.1.3 设 

= u , x 2 + z 2 + \/ y 2 + z 2 = ir 和 \/ x 2 + z 2 - + z 2 = w 

是三个分别以％% 切为 参数的单参数曲面族，证明过同一点的三曲面族的三个 
曲面是两两正交的. 
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证设-」曲面交于处，则其法向量分別为 

/ y jr _ x y \ 

^ ; z 2 

/ J V z 1 , 2 ). 

\fx 2 + Z 2 yjy 2 + Z 2 Vx 2 + Z 2 Vy 2 ^ . 

( x V z _2_ \ 

\/ x 2 + z 2 ， ^/ y ^+ z 1 \/ x 1 + z 2 \/ y 2 + z 2 

由于这三个向量的两两内积均先所以过 ( x , y , z ) 点的这二个曲面族的二个曲 

面是两两止交的. 口 

21.1.4 练习题 

]. 在曲线 x ^ t , y z ^ ^ 上求出一点，使该点的切线平行于平面 
x + 2 y + z ^ A . 

2. 证明斜驶线 ； 

tan(j + 夸 ) =e' = 常数， 

与地球的一切子午线相交成定角，其中 W 为地球上点的经度、 V )为地球上 
点的纬度. 

3. 求曲线？十 y 2 十 z 2 = 6: z + y + £ = 0在点（1， -2.1) 处的切线与法平面方 
程. 

4. 求曲面 s = arctan 在点 ( l f 1, -^-)处的法线与切平面方程. 

5. 证明： 曲面卿^ - 0 3 (« > 0) 的每一个切平面与坐标面形成体积相同的四 
面讳. 

§21.2 方向导数与梯度 
21,2,1方 向导数 

为方便起见，我们在 R 3 巾考虑.设 D 是 R 3 中的一个 K 域,/是定义在 D 
上的函数,； p (1 e A f 是 R 3 中的一个单位向量.如果极限 

lim f(pQ + tl) - /(po) 

t— 0 十 t 

存在，则称此极限是函数/在 Po 点沿方向/的方向导数 ，记为 l(p 0 ). 它表示函 
数/在点 p 0 沿方向 f 的变化率.特别地，若/在？0处存在矢于I的偏导数，则当 
i = (1， 0,0) 时， -^j-(p 0 ) = J^(Po); 当 Z = (-1， 0,0) 时， -^j-(Po) = _ 

命题 21 * 2.1 设函数/ 在凡 点可微，则/在 P (1 点沿任何方向！的方向导 
数存在，兑 
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鲁 ㈤ = (Po) cos a + ^- (p 0 ) cos /? + ^- (p 0 ) cos 7, 
其中 cow a, cos/?, cos 7 是方向 Z 的方向佘弦 . 


( 21 , 1 ) 


21.2.2 梯度 

设函数 / 定义于某个 K 域 D c R? 内，又设/具有关于各个变元的偏导数, 
称向量 

^{ x , y , z)i + ^-{ x , y . z)j + ^{ x , y , z)k 

是 / 在点 Or，yy) 的梯度,记为 grad/(:r ; yy) 或 ▽/(；!；, y; 之). 

由梯度的定义, (21.1) 式可以写为 

等少， y ， z ) = V/(x,i/, z )- l ^ \ Vf { x , y , z) I cose, (21.2) 

其中 0 是向量 Vfh , y 为与 l 之间的夹角.由 ( 21 . 2 ) 可以看出在一个固定点 
( x , y , z ), f ( x ^ z ) 沿任意方向的方向导数中以沿 ▽/ 的方向导数为最大.其值为 
\ Vf ( x , y , z )\. 从而梯度的方向就是函数在该点增加最快的方向. 

例题 21.2.1 求 u = a； +汉+ z 在沿 P f +户=1上点的外法向的方向导 
数,并问在球面上何点该方向导数取：⑴最 大值; ⑶最 小值; ⑶等于 0. 

解球面 x 2 + y 2 + z 2 ^ I 上点的外法向方向为(^，^，^),函数 u = x + y + z 
沿方向的方向导数为 

= Vw - ( x } y t z ) = |V«1 cos0 — V^cos0, 

其中 0 是向量 Vu = (1,1,1) 与 （nz) 之间的夹角.于是当 a; = y = O 0时, 
方向导数取最大值以，此时 x = y = z — 当 ；r = y = ；i：<0 时,方向导数取 

最小值 -必、 此时 x 二 y 二 z 二 当; r + y + z = 0 时，方向导数为 0. 口 

例睡 21.2.2 若 R 2 上的可微函数 f ( x ， y ) 满足 

+ yf v ( x , y ) = 0, (21.3) 

则 / hy ) 恒为常数. 

证 1 设 a: = rcosA 没= rsin0， 取 Z = (costsin0), 由 （21.3) 得 
= cos 0 f x (r cos 0, r sin &) + sin cos 0,7 -sin 0) — 0. 

于是在任一从原点出发的射线上的方向导数 f =0,因此 f ( x , y ) 在该射线上 
为常数，即 

f(x,y) = /( 0 , 0 ). □ 

证2令2 = rcos 沒， y = rsin& 由 （21+3) 得 
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— f x cos ^ + / y sin 0 — 0, 

即 /(r cosh sine) 与 r 无关 . 对任意固定的令 r — O' 得 
f(x,y) = lim / (r cos 8, r sin 9) = /(0,0). □ 

r—0+ 

证 3 由 （21.3) 知 

^ fx (^, y ) + yf v {^： y ) = 0 = 0 ■ 

由齐次函数的充要条件（命题 19.3.1) 知/为零次齐次函数，于是对 Vf e R , 

f(tx, ty) ^ t°f(x,y) = f(x t y), 

于其中令 f — 0,得 

/( U ) = /(0,0). □ 

证 4 对任意固定的 （^ y ) eR 2 , 定义一元函数 

if(t) = t ^ 0. 

则 

ip f (t) = xfi{tx,ty) 4 - yf 2 {tx 、 ty). 

于是当 f > 0 时，由 （21.3) 得 

fp\t) = y [tx/^tx,%) + ty/2(tx,tt/)3 - 0, 

所以为常数.取 i = 1，则 W ⑷ = W ( l ) .即 

f(tx,ty) = f{x,y), 

令 t — 0,得 

/( x , y )-/(0,0}. 口 


21.2.3 练习® 

1- 求函数 u ^ x 2 + y 2 + z 2 在沿棟球面 j f f = 1上点仏4处 
的外法线方向的方向导数. 化 

2 . 设■^和 t 为函数《和 r 在沿曲面 = 0 上的点 Or，^) 的 
法线方向 n 的方向导数，证明 

备― )= 卓+ 卓， 

dn dn on 

3. 设 / ⑷， u ^ u ( x , y , z ) 为可微函数，证明 ▽/ ⑻=/»▽以. 


4.设 /(〜 ⑷在 P Q ( xo , yo ) 点可微， h , …， l n 为 n 个单位向量，相邻的两向量 


夹角为^ . 证明 


y ^^~( x a ，" o ) = 0' 


5+设 u 


t r z 


or 


^ y ，其中 a > b > c > 0. 求在 (0,0,0) 点函数 u 增加 


最快的方向. 
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6.设 

/(⑼； 卜 1十_， 

( o , ( x , y ) - (0,0). 

证明： f { x , y ) 在原点处连续，沿任何方向的方向导数存在,何不可微. 

§21.3 Taylor 公式与极值问题 
21.3.1 Taylor 公式 

在一元微分学中（上册 R2 节)，我们对 Taylor 公式及其应用给予了足够的 
重视，介绍了带有 Peano 余项和 Lagrange 余项的 Taylor 公式,它们分别表示一 
元函数带有渐近误差估计和大范围误差估计的多项式逼近.在多元函数中，我们 
仍然有相应的 Taylor 公式.为叙述方便起见，仅讨论二元函数的情形. 

Taylor 公式设函数 /k j /) 在开圆盘 D = {( a y )\( x - x 0 ) 2 + ( y - yo ) 2 < 

a 2 } 内有关于 Ay 的各个 m 十1阶连续偏导数.对 D 内任意一点 （ a ： j )， 记 
Ax = x - x 0 , Ay = y - y Qi J)[iJ 

=/(韌，如)十磬(叫，"0)仏+ 苦 ( a ； o , J / o ) Aj / 

+ 士(心去十如音) 2 /(工0，如)+ — 

+ 士 (厶怎去+ ~音广,(吻，如)+ 

其中 

"" (mil)! ( 厶尤去十 ^y~^) m+l f( x o + + ^y) 

0<9 < 1 } 称为 Lagrange 余项. 

在所述条件下（甚至条件可减弱为 /( a ：， y ) 在 ( a : 0; ?/ o ) 处有关于 A 的各 
个 m 阶连续偏导数 )> 也可取 Peano 余项 iimtaj . j /) = o { r m ), r — 0,其中 
r - \/{ Ax ) 2 4- ( Ay ) 2 . 

上述两个公式的证明均可化归为一元函数来证明.其中在 Lagrange 余项的 
证明中，令 p ( t ) = /bo + fAa ：， 如 + tA 办在 Peano 余项的证明中可先把= 
f { x 0 ^ Ax )yo + Ay ) 作为 Az 的一元函数进行带 Peano 余项的一元 Taylor 公式 
展开,再对各阶偏导函数作 A ?/ 的一元函数展开，然后整理. 

命 S 21,3.1 ( Taylor 公式的惟一性）设 f ( x , y ) 具有 m + 1阶连续偏导数, 
若用某种方法得到展开式 
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m 




其中 p x o ) 2 十 （y — 如) 2 ,则必有 

1 a i+j 


■^ij 


证明留作习题. 

例睡 21.3.1 设 

fi ^ y ) 


dx l dy J 


_ p *(* 2 +^ 2 ) 


rf ( x o ^ Vo )- 


X 1 + y 4 


{ x , y ) ^ (0,0), 


0, 


(^, y) = (o,o)- 

求 f (^ y ) 在 （0,0) 的 4 阶 Taylor 多项式，并求出 ^^(0,0), -0(0,0). 


解由于 

eW ) = 1 - I - x ( x 2 + y 2 ) + \ x 2 { x 2 + j / 2 ) 2 + o ([ x ( a ; 2 + j / 2 )] 2 ), 


于是 


1 一 e ; 


x ( x 2 + y 2 ) 


x 2 + y 2 


\ x \ x 2 ^ y 2 ) + o { x 2 { x 2 + y 2 )). 


由 Taylor 展式的惟一性知 f { x : y ) 的 4 阶 Taylor 展开式为 


由此得 


—x — 2 ~ x 4 — ^- x 2 y 2 . 


a 2 / 


( o , o ) = o , 


d 4 / 


( 0 , 0 ) = 4 ! (- +) =- 12 ，□ 


a 為 …… ， dx 4 - 

Taylor 公式有许多重要而有趣的应用，下而举出几例.我们先用向量与矩阵 
形式来重新表达 Taylor 公式，这样的表迖式简单、明了.特别是它的前三项，与 
线性代数的知识紧密联系在一起.建议同学要熟悉. 

考虑定义在一个开区域夕 C 上的 n 元二次连续可微函数 f ( xj , …， 〜). 

设点 Po = ( 成 … O € D .带 Peano 余项的二阶 Taylor 展式可写为 
f ( p 0 + Aa :) = f ( p 0 ) + V /( p 0 ). Aa; T + 士 Aa : QAa; T + o ( r 2 ), 

其中 A ® = } Ax n ) - (ii - x ?, ■ *• ，: r „ -4), W { p 0 ) 是 办） 在 p 0 处 


的梯度 ， Q 


B 2 


称为 Hesse 矩阵. 


、 dxidxj J i®=p 0 

记函数的增量 △/ = / h +&) — f ( p 0 y 易知当 v /( p 0 ) ^ o 时可取不同 
的 A % 使 △/ 取到正值与负值，因此当 Po 是可微函数/的一个极值点时, P 0 必 
是/的驻点（又称临界点)，即有 ® 

▽/( Po ) = 0 - 

~①这里的结论和证明都可以与一元函数的 Fermat 定理作比较.参见上册187页该定理的证 
明2和239页的例題 8.3.1. 当然在多元情况的梯度为0的结论具有更为丰富的意义. 
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又当 V /( p 0 ) ^0, M .| Ax | 为定值时，在与 V /( p 0 ) 同向时 A / 取最大.因此 
梯度方向是函数增长最快的方向.当 V /( p 0 ) - 0 可根据 Q 的情况来讨论函 
数增长最快的方向. 

例题 21.3.2 设 u = + 4 + 其中 a >6> c>CL 求在（0,0,0)处 

函数增长最决的 方向 . “ ' 

解由于 V ^(0,0,0) 为零向量，故不能应用梯度方向是函数增长最快的方向 
的性质，需另想办法.考虑沿某单位方向 i = ( a , A 7) 函数 u 的变化 

- ii (0 f 0,0 ) f 其中 t 是参数. 

令 p ( i ) = u ( fa , 说 *7) .由 Taylor 展式 

¥>{t) - ^(0) - /(0)f + ^ + o{t 2 ) 

~ (■^■( ❶ ’ 。 ’ 咖 2 + -^^( 0 , 0 , 0 )/ 3 2 + -|^-( 0 , 0 ? 0 ) 7 2 ^ t 2 +o(t 2 ) 

=(吾+ 1 +苦) 〜 O . 

由于 a >6;> c & a 2 + .0 2 + 7 2 = l f 当* >0充分小时，沿方向 ^ = (0,0,±1) 
沪⑷ - W 0) 最大 f 即函数 u 增加最快. 口 

注设二次连续可微函数/在 P G 点的梯度为零向量，但 Hesse 矩阵 Q 是非 
岑矩阵，则/增长最快的可能方向在 Q 的最大特征值对应的特征子空间中.如 
最大特征值对应的特征子空间为一维空间，则相应的方向就是/增长最快的方 
向（第二组参考题 1). 


例埋 21.3.3 设 f ( x t y ) 在单位圆盘 D = {( x , y ) \ x 2 + y 2 ^ l } 上具有连续 
的一阶偏导数，且满足 \ f ( x , y )\ ^ lV (^ y ) e £ i . 试证: 存在点 

(吻，如）€ intD = {( x , y )\ x 2 + y 2 < 1} ; 

使得在点 ( x 0 , yo ) 处有不等式 + / y 2 < 16. 


解设 =/( A ?/) + 2(； c 2 + y 2 ), 在单位圆周上显然有 5( U /) > 1，而在 
原点 5 {0 } 0)< 1. 所以或者 g 在 D 上恒等于1,或者 g ( x , y ) 必在 D 的某个内点 
(^ o , yo ) 处取到极小值.因此总存在 ( xo , yo ) e intD , 使得 

_§ S _| = il =0 

dx 1(3! 。 , 如） By ( 叫卯） ’ 

于是就有 


(/I + 4 2 )! 




<16 □ 


例题 21.3.4 证明当问和 | y | 充分小时，有近似式 


COS J ： 

co^y 


-/ + 釦 2 


(21.4) 
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Ti W ■，则 /(U) 在脱与附近无穷次可微，且 

/(0,0) = 1, 厶 (0,0) = 0, 4(0,0) =0, 

/,x( 0 , 0 )--l, f yy {o, 0 ) = h /^( 0 , 0 )- 0 , 

由 Taylor 公式，当闳和㈤充分小时,有 

此即 （21.4) .口 


21.3.2 极值问翘 

考虑定义在一个开区域 D C n n 上的几元二次连续可微函数 /( 〜… ▲)+ 
设 Po = (4, ■ • ■ , ^ e r > 是/的一个极值点，那么 v /( p 0 ) - 0. 由二阶 Taylor 
展式得 

/(j? 0 + A®) = /(j? 0 ) 十 ■|■△a:<5Aa: T 十 o(t * 2 )， 

因而可以根据二次型 AxQAx t 的符号来“定 /( aO 能否在妁处取到极值，即 
有如下的极值的充分 条件： 

设函数/在驻点凡的某邻域内有二阶连续偏导数，则 
⑴若 Q 是正定的，则 /(P 0 ) 是极 小值； 

(2) 若 Q 是负定的，则 /(P 0 ) 是极 大值； 

(3) 若 Q 是不定的（即既有正的特征值，也有负的特征值)，则 p Q 点不是极值 
点； 

⑷若 Q 是半定的（即所有特征值同号,但有零特征值)，则需进一步判别. 


注 Hesse 矩阵 Q 是否是正定、负定可以根据髙等代数中半到的 Sylvester 
准则来判断 f 即考虑 Q 的各阶主子式的符号.特别有： 

设/是二元函数 /( A 2/) .如果 f (^ y ) 在驻点 ( x 07 yo ) 的某个邻域内有二 
阶连续偏导数，并设4二 h x ( xo , yo ), B = f xy ( x 0 , yo ), C = /抑(邱，卯）以及 

(1} 若厶 > 0,4 > 0,则/在 ( x 0 ^ o ) 点有极小值； 

(2) 若厶 > 0^ < 0,则/在 ( x 0> y Q ) 点有极 大值； 

⑶若 A < 0,则/在 ( xo ^ o ) 点没有 极值； 

( 4 )若厶= 0,则需进一步判别. 

求多元函数2 ■■- ,^ n ) 的极值的步骤可归结如下： 

1. 通过解方程组 / a； t = (M = 1，2，…， n ，求出驻点 p D = «…，0; 
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2- 如果函数 2 /在驻点 P D 的某邻域内有二阶连续偏导数，则考査 Hesse^ 阵 
Q= ( 森) L% 利社述的充分条件； 

3. 考査 k，i = 1，2, ■ ■ "%，不存在的点是否为极 值点； 

4. 考査没有二阶连续偏导数的驻点是否为极值点. 

例题 21.3.5 求 z = jz 2 +邛+ 士 y 2 - 2 :c - 2" + 5的全部极值点与极值. 

解由于 h = z + 则直线 x + y - 2 ^ 0 上的点都是驻点.又 
^4 = /„ = !, B = f xy = 1, (7 = /即=1,于是厶= 4(；-5 2 = 0.故不能用法则 
来判别这些驻点是否为极值点.从函数本身来看 

士卜 + ?/) 2 — 2化 + 分）十5 二+ [(1 + 况） 一 2]2 + 3， 

故^ + y = 2上的全部点均为$的极小值点，极小值为 3. 

由于 z 在 R 2 上可微，故无其他极值点. 口 

注本题表明,对于二元函数 ， 即使它不是常值函数，其驻点仍可以有无穷多 
个,且可以构成曲线. 

例题 21.3.6 ^ f ( x , y ) = ( y - x 2 )(y -2 x 2 ). 证晛沿着经过点 (0,0) 的每一 
条直线，点 (0,0) 均是 f ( x , y ) 在该直线上的极小值点.但点 (0,0) 不是 f ( x , y )^ 
整体上的极小值点. 

证在: rOj / 平面上画出& : p / 和氏 ： y = 2 d 表示的两条抛物线，可 
见 &和& 把平面分成四个区域.在每个区域/取确定的符号，而过 (0,0) 的每 
一条直线在 (0,0) 附近都位于/取“+”的区域内，/(0, 0) 二0,所以 （0,0) 是/在 
该直线上取到极小值的点.另一方面，（0,0)在 R 2 中的任一小邻域内都包含着上 
述四个小区域，即/可在这个小邻域取到正值，也可以取到负值.故/在 (0,0) 
处取不到极值. 

注根据需要在不同的区域取不同的值是构造二元函数反例的常用手法. 

21.3,3 最大最小值问睡 

与一元函数相仿(参见上册 §8.3 节)，可以通过求驻点的办法求函数的最大、 
最小值.以二元函数为例叙述 如下： 

1- 如果定义在有界闭区域上,则先求出 D 内部的全部驻点，不可导点 
及相应的函数值,然后求出/在如上的最值（可将边界曲线代人 f { x , y) t 
化为求一元函数的最值问 题)， 最后取所有这些函数值的最大者为最大值， 
最小者为最 小值； 
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例题 21.3.8 设 D 为有界闭区域 t why) 在 D 上连续，存在偏导数,且 f + 
^■二 u, u| aD = 0,则在 Z? 上恒为零‘ 

证用反证法.假设 w 在 D 上有正的最大值或负的最小值.由条件 Mao = 0 
知这样的最大值或最小值只能在 D 的内部达到.不妨设 (^ o , yo)e hitA R 满足 
^(^o,yo) > 0, u[xQ,y G ) ^ u(x,y), W{x,y) e D. (21.5) 

于是 ( xo ^ jo ) 也是极大值点,从而 

^-(^ o ? yo ) — 鸯 ~(^ 0 ， !/ 0 ) = 0 . ( 21 . 6 ) 

另一方面，由已知条件 ' 

+ 鸯 ■( 吻， yo ) = u{xo,yo)^ 

此与（21.5)， （21.6) 矛盾 f 从而 u = 0 .口 

mm 21.3.9 在平面上给定不在同一直线上的三点财纟(屮 a ), i = i， 2 , 3 ■求 
平面内的这样一点,使它至此三定点的距离之和为最小. 


解任取点办$ _ 

pi = V( x - a if 十 （ 1/ — N) 2 , ^=M ， 3. 

于是所给问题为研究函数 


u(x,y) = 


1=1 


的最小值.除了在三个给定点以外，它处处存在着偏导数 


^ = t 

i^l 

f 


3 ； m Ctj 

Pi 

y~a t 


E cos 氏， 

i=l 

E sin 氏 , 


1=1 


其中&表示 ^ 柚正向与以为起点的射线 M , M 的夹角（见图 21.1). 
首先找驻点 M q ， 令两个偏导数为0得 

COS^i + C 03 没2 + COS 03 = 0， 
sin 9 \ + sin 9 ^ + sin 0 ^ = 0. 

第一式乘以 sin ^ 2 ,第二式乘以 cos ‘ 相减得 


同样可得 


sin(02 一沒 1) = sin(^3 - ^)- 
sin ( 没 3 - 内） = sin(01-03). 


(21-7) 

( 21 - 8 ) 


由图 2 1.1 可以算出 ZAfiAfoAfa = 02 - 沒 1 ，财 3 — ~ ^2i 

/M 3 M 0 Mi = 9i — tf 3 + 2n .由 （ 21.7) ，（ 21.8) 得 
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8inZMiMoM2 = — sinZM^AfoMi. 

由于三个角都在0与 2 it 之间，且三个角之印为 2 it s 于是 

9 

ZAfiJVfoA/2 = ZAfs 财 = ^ A / 3 ^ 0^1 = 1 冗* 

于是点 M 0 可由下列方法 求得: 在三角形 M , M 2 M 3 的5边上各作一含圆周角 
为的弧，三弧的公共点为 M 0 . 

若三角形没有大于或等于 f 
的内角，则此弧确能在 f 角形之内 
相交而确定 M 0 , 这时，各边显然都 
对着顶点在 M c 的等于 f 的角 
(见图 21.1)， 在这种情形,就必须比 
较 u ( z ， y ) 在 Afi Mi , M 2 , M 3 这 
四个点的值.我们将证明，在驻点 
_ Aio 处的 u ( x ， y ) 的数值必小于其他 
三个数值.实际上由余弦定理以及 
^ MtMoM 2 = 有 

(MjM 2 ) 2 = (M 0 M 2 ) 2 + (M0MO 2 + M 0 M 2 - M 0 M! 

> {MqM^ -f -—AfoA^i) 2 ； 

于是 M1M2 > j 同理 两 

式相加得 

AfjA/2 + A/iA^3 > + A/qA^ 2 + A^o-^^3? 

即 u { M ^) > < M 0 ). 显然此处的可以换成 M 2 或 M 3 , 

若三角形 m , m 2 m 3 有一个内角大于或等于 f 时,情形就不同了，这时 
三条圆弧没有公共点，驻点也就不存在了.而函数 f ( x , y ) * A ^， M 2 ， M 3 中之 
一处，也就是在铺角的顶点 处述到 其最小值. □ 

注 这一问题再一次说明,在探求函数的最大最小值时，除了驻点以外，导数 
不存在的点也必须考虑在内. 

例趣 21.3.10 (最 小二乘法）设通过观测或实验得到一列数据 ( xi , yi ), i - 
1，… ，& 它们大体上满足线性关系，即大体上可以用直线方程来反映 变量; I :与 
变董?/之间的对应关系.确定直线方程使这些数据代入后的偏差的平方和最小. 

解不妨设 A (i = l t ‘‘‘， n ) 不全相等，即直线是非垂直的，设方程为 y = 
^x + b . 偏差的平方和为 

n 

/( a ,&) = Y^( ax i + b - Vi ) 2 - 
现要确定 A 6,使得 f { a 、 b ) 为最小. i 1 此，令 
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/a — 2 〉 ^i(^j + b - 糾 ) 二 0，/& ^ 2 〉 ™ 队 )= 0, 
i=l i =) 

按 a ，6 合并整理得 


I i K ■ « P V r V 

= ^ Xiy i} Xj +bn ^' y ' 


Vi ‘ 


解此方程组得惟一的稳定点 (a = «, b = b ). 为进一步确定该点是否取到极小值， 
我们计算得到 

n n 

j = /an = 2 , B — f a {j — 2 C ~ fbb — 271, 

i=1 n n i=1 

D = AC - B 2 ^ An S 4 (11而) 2 > o . 


由前述定理 fM 在点（屯 0 取到惟一极小值，并且由 A (i = 1， …， n ) 不 
全相等的假定知道对任意 ( a ，6) 有 

max \axi + b| > 0* 

l ^ i^n 

从而 


由此得到 


min { max \ ax t + 6|} > 5 > 0, 

a2+& 2 = l 


lim /( a , 6) 

| a |+|6 t^+oo 


会 （ a 2 + b 2 )(5 2 — o { ^ ^ l2 )) — + 00 . 


a 2 + b 2 

因此 / 的最小值在有界闭区域上取到.故所得的惟一极小值就是最小值. 


n 


注1在具体问题中（主要指应用问题)，如果问题确有最值，而边界值明显 
不是最值,在区域内部驻点又惟一 ? 则此驻点必是最值点. 

注2如例题 21.3.7 的注所指出的，多元函数的惟一极值点并不一定是最值 
点-但如果/是二次函数，则/的极值点一定是最值点.证明 如下: 设 P C 是/的 
极 值氣则 Po 是/的稳 定点. 在 p a 处 Taylor 展开，有 

/㈤ = f ( Po ) + y (®~ Po ) T Q ( x - p 0 ). 

由于/是二次函数，故 Q 是常值矩阵.并且/在 P 0 附近取到极值 f 因此 Q 是半 
正定或半负定矩阵.如果 Q 是半正定矩阵 t 则 /(㈣ _ f ( p 0 ) > 0, Vi 所以 /( p 0 ) 
是最小值■如果 Q 是半负定矩阵，则/(4 - f { p Q ) S 0 V %所以 /( Po ) 是最大值. 
由此也得到了最小二乘法中惟一极小值就是最小值的另一种证明- 


21.3.4 练习题 

1■设 n ( x , y ) ® ( x 0 , y 0 ) 的邻域内具有连续的二阶偏导数,试证当 A — 0时有 
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^ 2 u 

Bx 2 


{x Q ,yo) + ~^r( x o,yo) ^ -^-[t/(a；o +^：?/o) +^o - fhy 0 ) 
+ it ( a ； o ) J/o +/ i ) 4- ii { aro t J/o — h ) — 41/(^ 0 , J / o )] 4 - o ( l ). 


2 . 財于下列函数， (0,0) 点是否为驻点?是否为极值点? 

(1) f(x,p) - X 2 - 4xy + 6y 2 - 1; 

(2) = y /3： 2 + y 2 - t 
⑶ f ( 工 , y) = [x + yf -y 1 . 


3. 求下列函数的极值点及相应的 极值： 

(1) w ( cc , y ) ^ x 2 { y - l ) 2 -, 

(2) u ( a ;, j /) — Zx 2 y - x A — 2 y 2 \ 

⑶ ^( x , y ) = ;(1 十 e w ) cos a: - ye v . 

4 ■求 f ( x , y ) = smxBmysm(x + y ) 在 = {( t , y ) | a :^0,^>0, a : + y ^! rt }± 
的最大、最小值. 

5- 证明函数 /(A y )^ x ^ 4 x 2 + 2 xy - f 在 H 2 上有惟一的极大值点，但该 
极大值点不是最大值点. 

§21.4 条件极值与条件最值 

21.4.1 条件极值 

在满足约束条件抑($1,3：2,… , a ： ri ) = 0 (z = 1, - ■ ■ , m , m < n ) 时,求函数 
- ,^ n ) 的极值问题，可归结为对 Lagrange 函数 

m 

[( 工 1 ， … ,X n ) = f{x 1 ，•- - ， 3^) 十 ^^ 灼 (3 ： 1， … ，: E„) (21.9) 

求普通函数极值的问题，其中 M (i = 1，… 5 1 =)为常数因子.这种方法称为 
Lagrange 乘 子法. Lagrange 乘子法的几何解释可见教材[9, 25, 60] 等， 

^ grange 乘子法的具体步骤是： 

1. 作出 Lagrange 函数 (21.9); 

2‘ 由心〗= 0 (i = 1，…， n ) 与灼= 0 (i = 1，，.. ， m ) 联立解出 L 的全部驻点 
与 M (i = 1，…， m ) 的具体值,并要求驻点处矩阵 


的秩为 m; 


/ ^1 
如 1 


扣 1 \ 


I 

\ dxj 



(2L10) 
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3■对每个驻点 p 0 , 算出 He 娜矩阵 x b 0 ). 

(1) 若 H ( p 0 ) 正定，则巩点为(条件)极小 值点； 

⑵若 H ( p „) 负定，则凡点为（条件)极大 值点； 

(3) 若 好(外） 既不是止定,也不是负定，则由 

, * ■ ■ , x n ) — -~- dx ^ = 0 ? i = 1, ■ ■ ■ ,m 

以及矩阵 （21 JO ) 的秩为 m , 解出 dA ， …， d ' 中的 m 个.不妨设可解出 
咖，…， dx m , 将其代入 n 元二次型（如是+…+ d 〜 -^|-) 2 L ( po ) 

7i — m 

化为 W - 爪）元二次型 [ aijdx t dxj . 令 A 二 Kj ) {n , mJx(n _ m ), 若 A 是 

^ j = l 

正定的，则 p q 点为 (^ m 极小 值点若 a 是负定的，则 p q 点为(条件)极 
大值点.若4是不定的 ，则凡 不是（条件）极值点.若 a 是半定的，则需 
进一步判定. 

如此看来，若出现 H ( p 0 ) 既不正定，也不负定的情况下,讨论将相当复杂. 

例题 21.4.1 求 f ( x ^ y ) — ax 2 + 2 bxy + cy 2 (£> / 0) 在条件 : e 2 + j / 2 = 1 之下 
的极值 - 


解1作 Lagrange 函数 

L ( x , y , X ) = ax 2 + 2 bxy + cy 2 - X ( x 2 + y 2 - 1)- 

解 方程组 

L x = 2 ax + 2 by — 2 Xx — 0 : 

L y = 2 bx + 2 cy — 2 Xy = 0, 
x 2 + y 2 = 1, 

由 (21.13) 知 m 不可能同时为零,于是由 (21.11), (21.12) 得 
la — X b 


c-X 


— (d + c)Ai + tie — — 0. 


( 21 . 11 ) 

( 21 . 12 ) 

(2 L 13) 

(21,14) 


因判别式 A = (a + c ) 2 —4 ㈣ - 6 2 ) ; (a - c ) 2 +4 b 2 >0 ; 从而解得两个相异实根 

— [fl + c i y/{d — c ) 2 + 46 2 ]. 

对每个、由 (21-11) (或 (2 L 12)) 与 （21.13) 解出两组解 

(人-，巧， 奶)， ( X _,^4, y 4), 

且 yiV 2 V^A / 0■由 （21.11) 与 （21.12) 知 


0. 




2 { a - X ) 2 b 

Lxy byy 


2 b 2 (c - X ) 
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从而在驻点，矩阵 
(21.13) 求微分得 



a 既不是正定的，也不是负定的.此时，对 
2j;dz： 十 2 y 如= 0， 


解出 


办=— — d;r. 

y 


然后代入 d 2 jL = 2(a -人) dr 2 + 4b dx dy + 2(c- 


4如 2 中，得 


d 2 L = \)y 2 - 2bxy 十 （c - X)x 2 ] dx 2 

y 

=-^-(o + c- 2X)dj? 2 

y 

因此， 对应于 V (^), f 取得极大（小） 值. □ 

解2用隐函数方法 - 

容易证明& ¥ 0时,/的极值不在 (±1,0) 取得，而除去这两点外, x 2 + y 2 -l - 
0 在单位圆上任意点的某邻域内有连续可导的隐函数 y = Kx ), 且 〆 = -今. 

记 = 则 

F f (a;) - 2ax^r 2b{y + xy 1 ) + 2cyy' 

= 2(ax +by) + 2(b;c 十印 )( 一专 ） =y [(o - c)xy + b(y 2 -j? 2 )]* 

令 F ^ x ) = 0,记 w = 由上式得 

V 

bu 2 — (a — c)u — t> — 0. 

它的判别式 A = ( a - c ) 2 +46 2 >0, 故方程有相异实根 

乜士 = [a — c 土 c) 2 十 4b 2 ] , 

且异号.将它们代入 x 2 + y 2 = l 中可解得对应于的解吻和对应于 
的解❿，在这些驻点上 


< 0, X = X + , 
> 0, X ~ X -. 


F ,, (x) = —{(a - c)y - 2bx + [(o - c)x + 2by}{-~-)} 

y " 

= 含 [0 — c){y 2 -X 2 ) - Abxy] 


与 [(a - c) 2 + 4& 2 1 


< 0 , 

> 0 , 


U — li +, 
U — w —■ 


故 A ，幻是 / 的极大值点， n,：r 4 是/的极小值点，其极大值和极小值分别为 

(au\ + 2bu+ 十 c)/(t/^_ + 1) 和 (aw?. + 2bu^ 十 c)/(ui + 1)- O 


解 3 注意到 
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加 )，’5 c j g 

是一个实的二元二次型,利用高等代数中的有关 定理: 任意一个实二次型 

n 

> : (flij = ( Iji , i ， j = 1， ■ - ■ , IJ ) 

都可以经过正交的换变成平方和 

^•iVj + ^2yi + ■ ■. + H 

其中平方项的系数 h ，：^， …，^就是矩阵的特征多项式全部的根.因 
此 fhy ) 可化为 

f { x , y ) - Xiu 2 + hv 2 , 且 u 2 + v 2 = 1, 

其中是: t , y 的线性组合,然后再用 Lagr ^ ge 乘子法或初等方法求解. 口 
注有些极值问题往往有初等解法，但它们一般都有一定的局限性. 

21.4.2 条件最值 

在很多实际问题中，要求的是条件最值.从理论上讲，可通过求条件极值及 
与边界值、不可导点的值等的比较来得到条件最值.但从上节看到，确定条件极 
值是一件比较麻烦的事.在实际解题过程中,有许多简捷的方法,下面作些讨论. 

以三元函数 u = f (: r ， y ， z ) 和一个标准约束条件= 0为例（设/，分 
在其定义域上连续可微).在求 u 的最值时，只要最值存在，且办 ，办， 心在乃 i 二 
| 仏 3 ) = 0} 上不同时为0,则最值点必是极值点，从而必是 Lagrange 
函数的 驻点. 事实上，设 Po (^ o ^ o ^ o ) 是最值点，且 9,( jPo ) / 0,则存在 ( x 0 t y Q ) 
点的邻域 0 ( X0 ,^), 值在其中确定隐函数 z = z ( x f y ). 于是 W = f ( x , y , z ( x , y )) 
在 O ( xo , yo ) 中有定义，且于 ( x 0 ： yo ) 处取最值.因为0(抑,如）是开域，所以 
w = f ( x , p , z { x } y )) ^ (: r 0 , J / o ) 点取极值.由此可得求条件最值的方法如下： 

1. 若约束为标准形式4 = 0,且约束集合 乃1 = {(A & 4 | 3(4 仏4 = 0} 
是有界闭集（此时最值必定存在) ■设如 ，办，心在乃〗上不同时为0,则求 
出 Lagrange 函数的全部驻点及相应的函数值,再取其最值 即可； 

2. 若约束为标准形式 9 ( x , y , z ) = 0,但为无界集.通常加上附加约束，转 
化为具有附加约束条件的有界域上的条件最值 问题； 

3 - D , 为有界集，并有附加约束情况 x ^+ y 2 + z 2 = l , x >0 iy >0, z >(}). 
先扩充为有界闭集（如# + g 2 + W = 1,工 M )， y > 0,3 > 0 )，从而最值存 
在，其次求出 Lagrange 函数全部驻点及相应的/的值，令其最大者为 i ^， 
最小者为然后求出/在附加约束边界上的最大值 M 2 和最小值 m 2t 
若 Mi > M 2 , 则条件最大值为 M 1; 若邮< 则条件最大值不存在.条 

件最小值可类似讨论； 
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4 -标准约束 g ( T ,, y , z ) = Q fJ Di 无界，且具有附加约束（如3；十 y 十 z 二1，工> 
0^>0,^>0).通常应该首先证明条件最值存在，再证明条件最值点只能 
在某一有界域中，从而转化为3的情形. 

注对具体问题要作具体分析.对某个具体问题，很可能有体现这个问题特 
点的更为简捷的方法，甚至是完全初等的方法. 

例题 21.4.2 棟球面夸十=1被通过原点的平面 2 x + y + z = 0 
截成一个椭圆〗.求此椭圆的面积. 


解 只要求出椭圆丨的丧短半轴即可.子是问题转化为在约束条件 

F{x,y, z)^^+y 2 + ^--l = Q, (21.15) 

G(;r ， y ， 2 ： ) 三 2;r 十 y +z 二 0 (21.16) 

下求 r 2 = x ^ y ^ z 2 之最大最小值.为此定义 

M 工，? M 入1 M ) =工 2 十 y 2 + z 2 十十沒 2 十 -^ 2 — 1) 十+ y 十斗 

令 . 


+ 2/1 = 0, (2 L 17) 

L y = 2y + 2Xy+pL = 0, (21.18) 

L = 2之十人 z + p = 0 - (21,19) 

将 (21.17)-(21.19) 分别乘 x } y } z, 然后相加，利用 (21.15), (21.16) 得 

l = - r 2 , (21,20) 

将 （21.20) 代入（21.17)，得 


( r 2 — 3}^： = 3/1. 

若 r 2 = 3,则 /1-0, 代入 (21.18), (21.19), 得 y = z = 0,显然不满足 （21.15) 和 


(21.16). 因此 —-3/0. 所以 

3 /i 

x = 

同理将 (2 L 20) 代入(21.18)， (21.19) 得 

fj . M 

^(21.21), (21.22) 代入（21.16)，得 

r 2 - 3 2{ r 2 - 1) r 2 - 2 — 

由于 M 一 0 ,消去得 


( 21 . 21 ) 
( 2 ] , 22 ) 

(21.23) 


15{ r 2 ) 2 -49 r 2 +36 = 0. 

由此解出两个根 r 〖和 i 即为条件駐点对应的函数值.由于约束集合是有界闭 
集 ，故― 的最值存在，又因在约束集合上 截，織、 Igf 不同时 
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为0,故最值必定在条件驻点达到,因而这两个值也即为 r 2 的最大最小值，即长、 
短半轴的平方.根据 Viete 定理有 H 6 | f ，于是所求的面积为 

s — nryr2 = □ 

注1本题所用解法也是条件极值或最值问题中常用的技巧，其特点是不必 
求出条件驻点，而直接求出所要求的条件最值. 

注 2在得到 (21.20) 之后可用下面的解法来求 L 
由（ 2 1.15)知 n 之不能同时为0,于是在方程组 (21.16)-(21-19) 中视^/，之， 
H 为未知量， X 为系数,则方程组有非零解.于是系数矩阵的行列式为0,即 
2 + -|夂 0 0 2 

0 2 + 2X 0 1 

0 0 2+X I 

2 110 

2 + 2k 0 1 0 2 + 2X 0 

= (2 + 音 X) 0 2 + X 1-2 0 0 2 + X 

1 10 2 1 1 

= -(2 + 音人 )(2 + X + 2 + 2\) - 4(2 + 2X)(2 + ^) = 0, 

即 

15X 2 - 49 人 + 36 = (I 

例 題 21.4.3 设 p > 1.求 f ( x , y ) = f ) 在 : c + y 二 C ( C 为正常数)， 

的条件下的最小值- 


解设 


L(x,y,X) = ^ {x p + y p ) + X(x+y-C). 


L x = 十 X = 0 ， 

L y = 爷 /- 1 + 1 = 0 : 

X + 7/ ™ C * 

解得驻点 x = 由于约束集合是有界闭集，比较驻点值与附加约束集合 

边界点的值= C-f ) p , /(0, C ) = /( c ,0) = 得知 （jr 为最 
小 值‘口 

注 由本题结论可得 

—般地可以证明：若？>1，6^^ = 1,〜，％贝[[ 
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n. / n \ p 

去 Eo(jEn). 

很多不等式都可以类似地& 1 为条件最值题来证明. 

例题 21.4.4 求 f { x , y , z ) - lna ;: + 21 ni / + 31 n ^ 的最大值，其中 x 2 ~ ly 2 + z 2 - 
6 r 2 (r >0) ? x >0, ^>0,^>0. 且证明对任何正数 d ，&, c , 有 

a 6 2 c 3 ^ 108 (— + ^ + c ) 6 . (21-24) 

分祈原问题等价于求 u = xy 2 z ^ 的最大值，这样做是因为对数函数在零点 
无定义，而幂函数则不然,因而可将约束条件化为 a ； ^ 0, y > 0, z ^ Q . 注意到在 
边界上 w 取最 小值. 故在 A = {(^, y , \ x 2 + y 2 + z 2 = 6 r 2 ,^ > 0/ t / ^ 0, s ^ 0} 

的内部一定有 u 的最大值点. 

证 构造 Lagrange 函数 

L ( x , y , z , X ) = xy 2 z 3 + X ( x 2 + y 2 + z 2 ~ 6 r 2 ). 

令 

心=^?十2>^ = 0， (21.25) 

L y - 2 xyz 3 + 2 Xy = 0, (21.26) 

L g = Zxy 2 z 2 + 2 Xz = 0, (21.27) 

x 2 +〆 十 = 6 r 2 . (21.28) 

在 (21.25)-(21.27) 两边分别乘以 x , y , Zi 然后相加，利用 （21.28) 得 

xy 2 z 3 = - 2 Xr 2 . (21,29) 

再将 (21.29) 代入 （21.25)-(21.27) 中,明显地 X / 0,则 

x = r, j/ = v^r, ■e = v / ir ， X — -3\/3r 4 . 

对应了惟一驻点，于是 x V 2 z 3 的最大值为6^0,即 

xy 2 z ^ ^ 6^3 r 6 . 

两边平方得 

x 2 y 4 z e < 108 r 12 . 

令 a = a : 2 ，# = = c ，则 r 2 = fl + ^ + c . 于是 

MV < 108( “广 )' □ 

注 也可以用算术平均值-几何平均值不等式(上册第4页)证不等式 (21.24): 

此 3 = 2 2 A (音 ) 2 (f ) 3 ^ 108 (^+^) 6 . (21.30) 
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21.4.3 隐函数的极值 

求隐函数的极值有两种 方法： 第一种方法是用隐函数求导,称为直 接法; 第 
二神是化为条件极值去做，称为间接法.下面的例子给出了求隐函数极值的这两 
种方法. 


例题 21.4.5 求由方程 

2 s 2 + y 2 + + 2xy — 2 工 — — 4z + 4 = 0 (21.31) 

所确定的函数 2 = z(x,y) 的极值. 


解 1 (直 接法）由 (21-31) 对隐函数 e = z(x,y) 求导，得 
4, + 2 ^ + 2,-2-4^-=0 1 

2y + 2《奮 +2X-2 - = 0. 

令1 = | = 0 ,则 

2x + y — 1 = 0, y + x - 1 = 0. 

由此得驻点为 (0,1), 将之代入 （21.31) 得 

z 2 - 4之 + 3 = 0. 

于是 A = 1，勿= 3,在（21,32)， （21.33) 两边求导，得 

4 + 2 ( 1 )、 2 ,-务 °， 

2 ^ + 2z^~ +2-4- - f 


3 x By 

2 + 2 (瓦 


d 2 z 


dxdy 


9 2 - 


~ + 2 嘮-令 


(21.32) 

(2L33) 


(21.34) 

(21.35) 

(21.36) 


在 （21.34)-(21.36) 中令 (x,y,z) - (0,1,1), ^ | = 0,得 >1 = & = 

2, 5 = 二 1， C = 之抑 =1 ，于是 D = — 5 2 > 0- 故之 =1 为极小值 . 

在 (21.34)-(21.36) 中令 [x,y^) - (0,1,3), | | = 0,得 A =名此= 

—2, B = z xy = -1, C = z yy — -1 , 于是 D = >1C7 — > 0 ■故 s = 3 为极大值. 

解 2 以 (21.31) 为约束条件，取目榇函数 /(H 匀=\则 Lagrange 函数为 
L{x,y } z^X) = £ + 入 (2 怎 2 +y 2 + z 2 + 2xy — 2x - 2y — 4z + 

令 


L x =4Xx + 2Xy _ 2 人 = 0 , 
L y =2Xx + 2Xy — 2 人 = 0, 
L s = 1 + 2\z — 4 入二 0. 


(21.37) 

(21.38) 

(21.39) 
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显然入¥ 0, 浐是由 （21.37) 和 (21.38) 得驻点为（0，1).代入 (21.31) 得々= 
1, Z2 = 3. 再由 （21.39) 得 人1 = 士 } h = —+ . 由于 

^xx ~ ^vy ~~ ^zz ~ ^xy ~~~ ~ ~~ 0 , 

于是 L 在⑼1， 1) 与（0, U ) 的 Hesse 矩阵分別为 


f 2 1 01 


f -2 -1 0 ) 

1 1 0 

) 

-1 -1 0 

<0 0 1 J 


0 0 -1 J 


前者正定.后者负定，所以==1为极小值 j = 3为极大值. □ 

21.4.4 练习题 

1- 求 ^ x 4 - hy 4 + z 4 在 条件邮 3 = 1下的极值. 

2, ^u = x ~2 y + 2 z 在条件 x 2 ^- y 2 + z 2 = 1 下的极值- 

3. 求 2 ， cos 2 a ; + cos 2 y 在条件 x - y ^^ 下的极值. 

1求 f ( x , y , z )^ x l y m z n 在条件似+ ㈨ + cz = 下的极值,常数和变量均正- 
2 "2 ^ 

5.求 1 / = + 在条件 x 2 - f - y 2 + z 2 — l , xcosa + ycoa ^- i-zcosj = 0 

下的极 li ， 其中 0 > b > c > 0, cos 2 a + cos 2 /3 4- cos 2 7 ~ 1- 

6- 设约束条件力 j 一 + + '" + = 士，而 > A i = 1 ，…，《，而 a > 0 

上1 丄 2* u 

为定值 * 求 U = X \ X 2 - Xn 的极值. 

7- 求满足约束条件 : K+y+z = 号 ，; r > 0, y > 0 ,之 > 0 时 , w = sin• sin7/-sin ^ 
的极值 . 

8 . 若 t + …# = 1 ，求“=巧十4 +…+ 4的极值，其中〜 >0 

(* 二 H …， n ) 是常数，变量 xi , ■■- r x n 均大于 0. 

9. 求 ti =护+ j / 3 + z 3 — 2 xyz 在 P + j / 2 + z 2 < 1中的最大最小值. 

10. 求 z P - 呼十 y 2 在 ㈤ + M S 1中的最大最小值. 

11. 在球面 x 2 + y 2 + z 2 - 1上求一点，使其到 n 个已知点 M ^ xuy ^ z ,) (i ^ 
h 2 , …， n ) 距离的平方和最小. 

1 2 . 求点（- 1,0) 到半立方抛物线 J / 2 = P 的最短距离. 

13- 在周长为定数的三角形中，求面积为最大的三角形. 

14- 分解正数 a 为 n 个因子，使其倒数和最小. 

.长为 a 的铁丝截成两段，一段围成一个正方形,另一段围成一个圆.这两段 
各为多少时，正方形与圆面积之和达最大值. 

16. 过椭圆 h 2 + 2 邱 + 3 y 2 = l 上任意点作此橋圆的切线，求切线与两坐标轴 
围成的三角形面积最小者. 
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17. 求原点到曲面 b - y ) 2 ^ z 2 = l 的最短距离. 

18. 求 /-邛 + y 2 - W = 1与: r 2 +沪=1的交线到原点的最近距离 ■ 

19. 在圆外切二角形中，求面积最小的三角形. 

20. 设四边形荇边长为定数,求面积最大的四边形. 

21. 在一个已知凸四边形内求一点 C ， 使其到四个顶点距离的平方和最小 - 

22. 证明椭圆的内接三角形中，面积达最大的三角形的一个顶点处的法线，必定 
与此二角形的该顶点所对的边正交，并求面积最大的内接三角形. 

23. 在椭圆 P + V -4 上求一点，使到 直线扣 + iy = l 2 的距离最短 ■ 

24. 设椭圆 -^ + ^- = 1 的任一切线与 t 轴分别交于糸 B 两点，试求线段 
AB 长度&的最小值. 

25. 在拋物线 y 二# 的所有与法线重合的弦中求长度最短的弦. 

26. 设椭圆# + ^ i 将圆 （: r 一 I ) 2 + 〆 = 1包围于其内.试求 a J 的值， 
使符合上^条件的椭圆的面积为最小. 

27. 设方程 F ^ 1? /)-0 满足隐函数定理的条件,并由此确定了隐函数？/ = f ( x ) : 
又设 F ( x , y ) 具有连续的二阶偏导数. 

⑴求/ 〃 ㈤ ； 

⑶若 F ( x 0 , y 0 ) = 0 f y 0 = /( 吻）为/⑷的一个极值，证明当 4( 叩，加) 
与 F ^ x (^ yo ) 同号时， fi ^ u ) 为极大值，当巧(吻咖）与 K ； ro , 训）异 
号时，/(抑）为极小值； 

(3) 对方程 x 2 ^ xy ^ y 2 = 27 在隐函数形式下(不解出 y )， 求2/ = /(# 的 
极值,并用 （2) 的结论判别极大或极小. 

28. 设 J 9 是由两抛巧线 y = x 2 - l , y = - x 2 + l 所围成的闭域,试在 P 内求 
一椭圆 -^- + ^- = 1, 使其面积为最大. 

§21.5 高维 Rolle 定理 

本节可看成多元微分学应用的一个例子，主要材料取自美国数学月刊102卷 
(1995) 243 〜 249 页， 

首先我们给出如下形式的 Rolle 定理. 


命题 21.5.1 设函数/在 IT 中的闭球否 (0; r ) 上连续 f 在它的边界上等于常 
值:并且在开球 5(0; r ) 内可微，则在球内至少有一个点是函数的临界点（驻点 ) T 
即存在（<，■■■ J ；；) e 5(0 ; r )， 使 ▽/( 的，… ，0=0. 




234 


第二十一幸偏导数的应用 


证如果 /* l (0; r ) 上为常值，結论显然.如果/在 5(0; r ) 上不为常值, 
则至少有一个最值在内部取到.因此这个最值点就是极值点，从而为/的临界 
点(驻点 )■ □ 

当 n = 2时，设 z = f ( x , y ) 表示定义在闭圆盘所 0; r ) 上的连续可微曲面 S . 
曲而在点（％ 如） 处的切平面的法方向是（|^(邱,如 )， f (% y Q )，± l ). 上述定 
理表明存在点（抑，如)，使该点的切平面的法方向是(0,0 ; ±1)*因而切平面平行 
于 S 的边界所在的平面 z = qc 为常值. 

下面考虑在 5(0, r ) CR " 上的可微映射厂有如下形式的 Rolle 定理： 

命題 21.5.2 ^ F : ^(0, r ) ^ R - 可微，在闭球否 (0, r ) 上连续 f 且存 在非零 
向董 t € R m 使 

v * F { x ) = 0对任意 a ；€ a 5(0, r ) 成立， (21.40) 

则存在 （ € 5(0, r ), 使对任意 u e 都有 

v * = 0 (21.41) 

几何分析在给出这个定理的证明之^先看一下它的几何含义是什么.如 
果 n = 2 , m = 3 ,则 f 就表承 定义在圆盘罚 0， r ) 上的一个双参数曲面 i ；. 条件 
(21.40) 表明这个曲面在边界位于以《为法向量的一个平面丑上(即法向量与平 
面的生成向量正交).然后再分别取虹=为 R 2 的标准基，则 a = JF { i ) e , 
和卢= JF (^) e 2 就是 JF (£) 的两个线性无关的列向量,因此 

v • JF(^)ej = 0 ; ; = 1,2 

表明 u 与该两个线性无关向量正交.另一方面，这两个向量正是过 F ( i ) 的切平 
面 11( 的生成向量.因此, v 是 的法向量.也就是说 Ik 与 II 平行.一个定义 
在圆盘上的双参数可微曲面，如果它在边界上的点都位于一个平面打上，则必可 
在圆盘内部找到一参量 t 使对应于$的曲面的点的切平面 Ik 与 n 平行. 

命題 21.5.2 的证明定义多元函数 S ( a :) =幻 . F ( x ), 则3是 fi (0, r ) 上的可 
微函数，在 B (0^) 上 连续， 并且当 * e 犯 (0， r ) 时， g ( x ) = 0+因此 g 的最大值和 
最小值中至少有一个在开球 B (0, r ) 中的点$上取到.从而$必为 p 的极值点， 
因此 V S (0 - 0. 所以 , Vu G 有 V ff (0 ■ u = 0,即 

v - JF ( x)u — 0. □ 

注 1 在命题 21.5.2 t , 开球 fi (0, r ) 可换成任一个有界开 氐域. 

注 2 在命题 21.5.2 条件 (21.40) 可 换成： 3 x 0 e 5(0, r ), 使 
r . (^( ar ) - F ( x 0 )) ^ 35(0 : r ) 上不变号 ■ 

注 3 命题 21.5.2 有很多有趣的几何应用，如本章第二组参考题2, 3. 
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§21.6 对于教学的建议 
21 . 6.1 学习要点 

1. 在解有关几何的习题中,许多学生惧怕“ 方向' 如切向，法向等,到了曲线、 
曲面积分部分更是如此.要从这一章起开始培养学生用数学分析处理空间 
问题的兴趣和信心. 

2. Ta y k > r 公式是微分学应用的基础，多元函数也是如此.用向量与矩阵的语 
言叙述和运用 Taylor 公式也许一上来要多费鉴时间，但从长远来看是非常 
值得的. 

3-极值问题(包括条件极值，条件最值)是本章的一个重点,材料十分丰富 f 我 
们在很多地方加进了自己的学习体会.一些重要的应用问题如距离问题、 
面积问题和不等式等是研究生入学试题中的常客.练习题 21.4.4 中许多习 
题选自实际试题，可用于考研复习. 

4. 对习题课的建议现在有一种不好的苗头是削减多元微积分的课时，有些 
老师把多元微积分上成了单纯的“计算”课.但实际上多元微积分中包含 
了极为丰富的数学思想和解题技巧.它所体现的综合性，空间性，应用性也 
不可能被一元微积分所替代.本章集中了多元微分学应用最重要的一些内 
容，在习题课安排上要给予充分的时间保证 t 让学生逐步形成使用微分学工 
具描述、处理多维问题的 能力. 由于向量与矩阵是处理多维问题最基本的 
数学丁.具,在训练中,要有意识地引导学生使用这些 工具. 可多举一些结合 
高等代数知识的例子. 

在解条件极值问题时，除认真分析目标函数,限制条件,正确写出 La ~ 
grange 函数外，对如何快速准确地求出结果，要注意两点 . 下面以例题 
21.4.2 为例 说明： 

(1) 在令偏导数为0,解代数方程组求驻点时,要充分利用方程组的特 
点.在例题 2 1. 4 . 2 中，（ 2 1.15)— (21.19) 是5个方程，5个未知量的方程组. 
如果不充分利用方程组的特点,是很难解出的.一般来说首先像例题中那 
样得到表达式 (2 L 20); 

(2) 在解方程组 (21.15)-(21-19) 不需要将全部 5 个未知量都解出 ■ 

事实上由 (21.20) 知只需要将\求出即可. 

21.6.2 参考题 

第-组参考« 
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1 . 曲面 sCj ) 由方程尸 

Af L- 

明： 


^-) = 0 确定，其中 ~ c 为常数.证 


(1) 曲面的切平面经过定点 （ a , 6, c ); 

(2) 函数满足方程 

沪之 , £i_ _ ( ^ V — 0 

dx 2 By 2 V ㈣ y J 


2 . 在平面上给定-■.个迈长为:的三角形,在它上面可作无数个有相等的 
给定高/ I 的5棱锥 Y 在其中求出有最小侧面积 S 的那一个- 


3.设 ?I =: f { x , y , z ) 为二次可微:函数，记 cosa : co y ^ ) cos7 为方向 i 的方向余 

弦求 髮一 ir ^- 

4■设 !■* = I ( x , y , z ) 为二次可微函数 ， L = ( cosc ^ cosAcos %)， = 1,2,3为 
三个互相垂直的单位向量 t 证明 



d 2 u . d 2 u , 3 2 w 一 d 2 u , d 2 u , 3 2 u 

十 i 一 ^ ^ ^ ’ 

(3) ^ i = 1,2,3, 

5, 设 / 在 O s (x 0 ) C R" 上连续，在 O s (x a ) \ {x Q } 可微, 证明： 

⑴如果 Va： € O^(x 0 }\ {x D }, 有 （x - x。）’ Vf{x) < 0,则 ac。 是 / 的一个 
极大值点； 

(2) 如果 Va: e O tf (a： 0 ) \ {x 0 }, 有 （》- ;c 0 ) ■ V_f(a;) > 0,则抑是 / 的一个 
极小值点. 

6- 设 f 戶 0 ,M C R " 上二次连续可微，且 Vf ( x 0 ) = 0, H 咖 e 矩阵 
为 正定阵 证明： 3^ G (0,Soh ® (^-^o) ■ V/(^) > 0 Va ： e 

O ^( cco ) \ {® o }- 

7. 用条件极值的方法证明 Holder 不 等式： 

tl / 7i \ 《 n 、 V 

f^a iXt ^ (E<) (E^I ^ 

n=l Vi=l / \i=l / 

其中 ai ^ 0. Xi ^ 0, i = 1 ， ■-‘ ， p,q > l, 女十含 =1. 

S. 证明二次型 

f(x^y. t z) - Ax 2 + By 2 + Cz 2 + 2Dyz + 2Ezx + 2Fxy 
在单位球面 P 十沪 + P = 1 上的最大值与最小值恰好是矩阵 
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f A F 
F B D 
yE D Cj 

的最大特征值与最小特征值 .打 

1设 A 叫）是。阶方阵，且设 t 4 = * = …，》，其中丑 i ，…， 

是 n 个确定的非负实数. ' 

⑴ 证明： 如果矩阵 A 的行向童是 R 11 中两两正交的向量，则 （ deU ) 2 取 
到极值； 

(2) 根据等式 ( detA ) 2 - detA - dotA T ; 其中 A T 是矩阵 A 的转置矩阵，证 
明： max(det j 4) 2 = Hi y < • ■ x H n \ 

(3) 证明： 对任意的矩阵丑 =(~) 有 Hadamard 不等式 

( detB ) 2 ^ n (^)4 

j=tl ^ i=l / 

(4) 给 Hadamard 不等式以直观的几何解释， 2 2 

10. 设 u ( a ;， j /) 在 i 2 切 2 S 1 上连续，在: e 2 + 沪 < 1 上满足 + = u , 

则 ^ V 

(1) 若在 : E 2 + j / 2 = 1 上 u (: t ， y ) 》0,证明：当 I 2 十友 2 < 1 时， u (: f , y ) > 0; 
⑵若在 I 2 +沪=1上 u ( x : y ) > 0,姐明：当; r 2 十?户< 1时 } u (: r , W > 0. 

11. 对多元函数极值的充分性定理给出详细的证明. 

12. 仿照 21.4.2 小节对具有多个约束条件的条件最值的确定给出详细的讨论. 

第二组参考题 

1. 设二次连续可微函数/在 P 0 点的梯度为零向量，但 Hes ^ e 矩阵 Q 为非零 
矩阵.证明/在 P 0 处的函数值增长最快的方向位于 Q 的最大特征值对应 
的特征子空间中.如最大持征值对应的特征子空间为一维空间，则相应的 
方向就是/增长最快的方向. 

2. 设 R 3 中的光滑曲线段 L 的参数表达式为 

J ： 二工 ⑷， y = y(t), z = z{t), t £ [(!,&]. 

P ( x ( d )^( a ), z {«)), Q ( x (6), 肿) 〆 ⑼)为 i 的起点与终点. i 7 是通过直线段 
PQ 的任一平面-证明 : W e ( a , b ) t 使得向量(/⑹,?/⑹ 〆 ⑹）与打平行. 
3- ( Sanderson 中值定理）设 : f : [4&] — 为 A : 次可微向量值函数，并且非 
零向量幻与/⑷， /(&) 及 ⑷〗 卜1，2 ,— ，fc — 1正交.证明 3( e ( a , 6)， 
使《与 f { k ) ( 0 正交.其中 / a ) 表示/的各个分量函数的 J 阶导数组成的 
向量. 
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4. 证明与曲面似 2 + % 2 + c2 2 = 1 ( abc ^ O ) 相切的 H 个互相垂直的平面的 
交点在球面 a ； 2 十 j / 2 十/ = j j 上. 

5 - 设曲面 T : z = f ( x , y ) > hWeD 的每一点的法线与 2 轴相交，其中 Z ) 是 
R 2 中的圆环或圆盘，/是 C 1 函数.证明”是一个旋转曲面. 

6- 证明不等式 

2 ab ^ e a_1 + a In a 十 e b_1 + 6 In 6 

对所有 a > 0, b > 0 成立.并求出等式成立的充分必要条件. 

7. 设 T : w = ip ( x , y ), v ^ 讽 x t y ) 是平面上的一个变换.如果在该变换下任何 
两条相交曲线的交角保持不变，则称该变换是保角的. 

(1) 如果 p 与# 满足如 二知内 = -U T 是保角 变换； 

(2) 证明下面的反演变换是保角的 

^ = x 2^_ y 2 > " 二 ；2 V ^ y 2 ; 

(3) 证明任一圆的反演保是另一圆或 直线； 

(4) 求出反演变换的 Jacobi 行 列式； 

(5) 证明连续可微变换: T 是保角的充要条件是它满足 Cauchy-Riemaxm 
方程 

= fy , ^Py = ~^x 或 pi = - fpy , <^y = 

第一种情况保持角度方向,第二种情况角度反向. 

8. 由公式 

f — _^ = _ -V . ^ 口 _^_ 

x 2 + y 2 + z 1 X 2 + y 2 z 2 1 ar 2 + 沒 2 十之 2 

定义三维反演变换. 

(1) 证明任何两个曲面之间的夹角在反演变换下 不变； 

(2) 证明球面被变换为球面或 平面； 

(3) 求变换的 Jacobi 行列式. 





第二 + 二章重积分 


从本章开始进人多元函数积分学.这一章主要介绍重积分（含广义重积分) 
及其在几何、物理和不等式证明中的应用. 

本章分为六节. §22.1 和 §22.2 两节分别讲述二重积分的概念与计算. §22.3 
节讨论5重积分与71軍积分.§22+4节是广义重积分. §22.5 节是重积分在 II 何、 
物理以及不等式证明中的应用.最后一节是学习要点和参考题. 


§22.1 二重积分的概念 


22.1.1 二重积分的定义 


在形式上与一元函数的定积分类似，可对二元函数的重积分定义 如下: 
设二元函数/在可求面积的有界区域 D < zK 2 上定义，如果存在极限 


上工瓜，屮) （ m ) 

则称/在£>上 可积， 并称 (22.1 ) 为/在 D 上的二重积分，记为 f f /(A y ) dxdy . 

J -y 

在 (22.1) 中， r 是 L ? 的任一分划 ，111 为子 E 域的最大直径, A 矣第 i 个可求面 
积的子区域, 为内 的面积,阳）是 q 中任一点. 

在上述定义中有两点是要加以特别说明的.第一,怎样定义可求面积的 K 域? 
如何定义分划 r 使子区域均可求面积？第二，力什么要用子区域的最大直径来 
刻画分划的模 Ill ' ll ? 对子第二点比较容易理解.因为如果用子区域的最大面积来 
刻画分划的模的话，即使子区域的面积很小，但在同一子区域的点可能相距很远. 
因此“以直代曲”就不可能在一个小范围内实现-对于第一点，现行教科书中有 
两类解决的 方案. 在一些教科书上是先考虑在矩形区域上的二重积分（见 [36, S ] 


等)，因而分划 T 1 自然是用直线网来实现.把分成有限个小矩形， （22.1) 式的 
含义也是很清楚的.对子一般的 K 域£>上函数/的二重积分，通过/对 D 的特 


fD(x ， y) 


征函数 ^ 

当 （工，女）€_0时， 

其他 

来过渡.第二类方案（见 [25, 12, 28,句等）是先定义平面区域的面积.一个 
平面区域 D 可求面积是指 Ve > 0,存在有限个矩形组成的多 边形岛，及 ，使 
C D c 且 使得及 的面积 -A 的面积< e . 又如 果一条 曲线可用有限 

个面积任意小的矩形覆盖,则称这条曲线是零面积的.平面 区域乃 可求面积的 
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充要条件力边界 ® 是零面积的.因此分划 r 是用有限条零面积的曲线网来实 
现的.读者可参考相应的教科书对这个定义作进一步的理解. 

22.1.2 可积函数类 

先引进平面 R 2 内的零测度集（参见上册 3 M 5 T 哭于一维#测度集的定义). 
设是 R 2 内的一个点集，如果 Ve > O f # 在可列个矩形，…， A „ ，…，使 

得 。o 

(1) £ &即矩形集 { A .} 覆盖了 & 

TT=1 

⑺£ jAJ < t 其中 jAJ 为的面积， 

n =1 

则称 S 是 R 2 内的一个零测度集.注意零面积集必是零测度集，但零测度集不一 
定是零面积集.例如 R 2 中有理点全体组成的集是零测度集，但不是零面积集. 

与一元函数的定积分类似，我们有如下可积充要条件（参见上册304页的 
Lebosgue 定理)， 

命题 22.1.1 设 D 为可求面积的有界闭区域,/是定义在 Z ? 上的有界函数, 
则/在 D 上可积的充分必要条件是 f 在 D 上的所有不连续点的集合是一个零 
测度集. 

命题 22.1.1 的证明可参见 {28 丨等.由命题 22.1.1 立得： Z ? 上的连续函数是 
可 积的； 只有至多可列个不连续点的有界函数是可积的;甚至若有界函数/的所 
有不连续点组成 D 的有限条零测度的曲线，则/也是可积的. 


二重积分的性质与一元函数的定积分完全类似，这里不再重复.如不作特殊 
申明 f 以下均假设 D 为可求面积的有界闭区域. 

例® 22.1.1 设 i : ：£ = y - a < ^ 其中 R 咕连续,且至少 
其中之一有连续导数,则曲线丨的面积为零- 

证不妨设 P ⑷在闭区间 [»,/?] 上连续 t 分有连续导函数 . Ve > 0,可作分 
割 a = h 〈… < 4 = 久使当 e 3 = l t 2, …， n 时有 ■ 

|+) -沪⑷ I < ;. 

令 

a j ' + < p ( t ), b } = max 

fj-i Wj ij -1 Wj 


则有 


~ - dj - ^ j - 1,2, 






§22+1 二重积分的概念 
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又令 


Cj = inin 分 ⑴： dj = max 妒⑷， I 3 = x 


于是当 f € 时 (^( t )^( t )) ei ^ 故曲线 / c UA ■由于 轉 )在闭区间 

j — l 

上连续，所以 

| i//W < Af ; a t ^ j 3 + 

由微分中值定理得 

_ ^ — t j — 1 ) 3 j ^ 11 2 ，■■’，?！ 1 


因而 

n n 

^ - fj - i ) = £ M { j 3- a ), 

其中 ^ 表示矩形 ^ 的面积因为 e 是任意的，故曲线 i 的面积为零. 口 

注在后面我们将要遇到的大多数区域（如$型区域1 1/型区域)都是由有 
限条满足上例条件的曲线段所围成的:因此这样的区域都是可求面积的- 

例题 22-1.2 设有界非负函数/在 K 域 D 上可积，证明 

f/(x,y)dxd ? /-0 (22.2) 

D 

的充分必要条件是/在其连续点处的值均为零(参见上册333页题 9) ‘ 

证先证必要性.用反证法.若不然 t 存在 Po (^- yo ) e M /在 p D 点连续， 
& /( xo ,^)>0, 由连续函数的局部保号性定理知存在6 > 0 f 使得 
. f{^,y) > y/(^o^o), V(x ， y) e O 6 {p 0 ) c D, 

于是 

1 n A A 

f(x,y) da;d^ ^ -y/(x 0 ,^o)d^d^ = ^-<5 2 /(a ： o,?/o) > 0, 

D Os Cp 0 ) 


与 (22.2) 矛盾， 

再证充分性.设 /( x , y ) 在其连续点处的函数值为 o . 对任意分划 r 中可求 


面积的小区域〜如厶内 > 0,则 q 不是零测度集.由$积充要条件知在每一个 

^上至少有/的一个连续点，记之为 ㈣ ，作和数 f ： /的，以△〜则 

1=1 

n 

t 7 t ) A < j t = 0. 


于是 




o . □ 
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例题 22丄3 设1)只 是由 ; c = 没= 0,没=- 1围成，求 


lim 

i ?— ^ + 00 


c - arctanX dx% , 


Dr 

解在图 22.1 巾作出了区域 a 
的 图形. 由于函数 

上连续，由积分中值定理，存在 ( C,/?)e 
Dr 、 使得 

e' 1 arctan — dxdy — e~^ arctan ~ ■ |D^[ 


X 






e 一 c arctan 


V 


J 1 ^ UlL ^ jUUlLJ . ' ― . 

4 i 

其中寻 < e S 凡 o s IJ 在 1, 于是当丑 —+00 时 



e -;c arctan dx dj / 




( 早 e‘ H ’ 2 arctan -^- —^ 0. □ 


22.1.3 思考题 

1* 设 f { x , y ), p ( a ：， s /) 在 P 上可积 ，证明 f { x , y ) g { x y y ) 也在 D 上可积.设 
I { x , y ) ft D 上可积 t 且 f { x , y )^ Q , 证明■ 二) 也在 £) 上可积. 

2. 设^ W 在£>上可积,/⑷是 u 的连续^数,证明 f ( u (^ 如在 D 上 
可积.如果/⑷仅仅是 u 的可积函数， f { u { x , y )) 是否一定在£>上可积？ 

3. 设 f ( x , y ), 在 D 上有界,且在 D 上除了一个零面积集外处处相等， 
证明 /( AI /) 与 y ) 在 D 上有相同的可积性，可积时有相同的积分值.如 
果 /(A W 与 9—) 在 D 上除了一个零测度集外处处相等,情况又如何？ 

4 . 如果 f ( x , y ) 在 3 cD 上有界可积，且 Z ? \乃为零面积集.我们可以认为 
/( AJZ ) 在乃上可积，且其积分值就取在乃上的积分值.讨论： 

U ) / Kj /) - sin _ 1)2 I _ ”2在卜 i ， 1 ] X [-11] 上； 

( 2 ) f ( x . y ) = retail ―^在[0, 1] x !0, 1} 上 

y — X 

的可积性. 

22.1.4 练习题 

1. 设 f ( x , y ), g ( x , y ) 都是 I ?上的可积函数,证明 

H ^> y ) = max {/( a ：, y ), g { x , y )} 

也是 D 上的可积函数. 
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2-设 f{x，y) 在凡(仰，如）的某邻域中连续，求 




f(x,y)dxdy. 




3. 证明 


fl 


f(x + y)dxdy 


f(u)du. 




4* 证明 


r2 


f(xy) dx dy = ln2 


D 


/(M) dw ， 


其中 D 为 xy = 1, xy = 2、 y 二X， y = 4x 在第一象限所围成的区域. 


§22.2 二重积分的计算 


22.2.1 矩形医域上的二重积分 

矩形上的二重积分在一定条件下可以化为二次积分进行计算. 

设 /(AS/) 在矩形 4 =[〜 6] x [c， 叫上可积，且对每个固定的 z e |d，6], 积分 

< p (^) = /(^ t y ) % 

存在，则 ^ ㈤ 在 [Ml 上可积 ，并且 ° 

1 P 

f(x,p)dxdy^ da： f{x,y)dy. 

J J J O Jc 

由此可以看出,若 )(1 W 在 d 上连续，则两个二次积分是相等的（都等于二 
重积分)，积分值与积分顺序无关.但积分顺序不同时，积分的难度可能相差很大. 
请看下面的例子. 


例题 22.2.1 设 A = [0，1] x [0，1]，求 


A 


(l + :r 2 + j/ 2 ) 3 / 2 ■ 


解 先对 y 后对 z 积分 t 得到 


dx 


ydp 


o (1 +x 2 +y 2 )^ 2 


Jo V Vx 2 + 1 \/x 2 + 2 

先对 i 后对 y 积分则得到 


dar = In 


2+ V 2 

1+ V 3* 
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fl 


ydy 


0 V 、 1 + y 2 ( i + p +沪)" 2 


dx 


o ( l + x ^ + y ^ 
1 x 


x ^ l \ 






di 


1 In 卜 1 


2 * t + 1 


1 ln ( V 3- lj (^+ l ) 

2 (V3+l)(V2-l) 


+ 織， ■口 

在 / 不满足可枳或累次可积的条件时，情况就比较复杂，请看下面反例, 


例醢 22.2.2 设函数/定义在4 =队 }] X [0, 1] 上， 

当 z 是无理数， 
2 y , 当 a : 是有理数, 

则 （1) /在4上不 可积； ' 


f {^ y ) 


广 1 

(2) dx 
Jo 


f (^, y)^y 存在， 


dy 


dx 不存在. 


证⑴ [0，1], y f { x , y ) 作为 a ： 的函数在! 0，1] 上处处不连续，所 

以 f(t y ) 在 A 上的 P +的每点处都不连续.于是/ 在』 上不可积. 

⑶由于 

( r 1 

dy = i , 当 Z 为无理数， 


f ( x ， y)dy 


2 y 办=1，当$为有理数， 


所以 


dx 


f{x,y)dy 


dx =： 1, 


另一方面，对 Vy e 10, 1], y ^ f { x , y ) 作为 Z 的一元函数，在[0, 1] 上每 

—点都不连续，于是 f /( M ) 如 对每个 y ^\ 都不存在，从而 

Jo ^ 

■1 rl 

dy f ( x > y)dx 
0 Jo 

不存在 .□ 

类似地，也有二重积分存在，但两个二次积分不存在以及两个二次积分存在 
a 相等，但二重积分不存在的例子- 
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22.2.2 一般区域上的二重积分 

设/是区域 D 上的可积函数,又设£>可以表示为 a ： 型 区域: 

D = I y “ x ) ^ y ^ i / 2 (^), a ^_ b }, 

其中 yi (工 ), 奶 ㈤ 为 a ; 的函数,且对每一个固定的 ； r e [ a ,&], 积分 

「如㈤ 




存在， 
的积分 


yi {^) 


f ( LV ) 如 


并且/在 D 上的二重积分可化为先对?/后对 T 


rb 


f ( x , y ) da ; dy 


d：r 


V 2 ㈤ 


D 


^ i (^) 




同样地，如果区域 D 可以表示为 y 型区域 

D = {(^>y) I Mv) ^ ^ ^ 工 2(y)， C^y^d}, 

其中 xi ( y ), x 2 [ y ) 为 y 的函数,且对每一个固定的沒 e [ a , t ], 积分 

r x 2( v ) 


c 2 ⑼ 


: Fl ( y ) 


f ( x , y ) dx . 


^{y) = I f{x,y) dx 
存在，则 00/) 在 hd ] 上可积，并且 

' f pd 

f(x,y)dxdy = dy 

J 1 J r~ 

对于一般区域，如区域可分成若干个不相交的 z 型区域和 y 型区域的并，则 
可先分别计算这些区域上积分的值，然后通过积分的区域可加性求原积分的值. 

在具体计算时，应根据积分区域和被积園数的情况，以方便计算为原则，权 
衡利弊，决定采用哪种积分区域的分解与积分顺序.画出积分区域的草图往往有 
助于做出正确的选择. 

例题 22.2.3 设区域 Z ) = {(^ y ) | 2 y x 2 + 4 y } x ^ 0 }. 分别将 £> 表 
示为 x 型区域和?/型区域. 

解⑴表示为^型区域，刀可分为三块（见图 22 . 2 )，其中 


A 


D 2 


D :i 


(K 1 ? 


2 — Vi — x' 2 ^ ^ ^ 1 — \/l — x 2 ^ 


x ^ 1, 


1 + \/l — ^2 + y/i — 


l ^ x ^2, 


2 — \/4 — x 2 ^2 + \/4 — x 2 . 


(2) 表示为 J / 型区域， D 可分为两块（见图 22.3), 其中 
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1 yj'iy - y 2 ^ iy - y 2 , 



^2 = S 


2 < jK 4 ， 

0 ( x < sj^ - y\ 


□ 



当 fi ^ y ) 中含有 P 十铲项或 D 的边界表达式中有项,则可利用 

■ r r r 

j { x } y ) fh^dy = / (r cos 0, r sin $)r dr (22.3) 

先化为极坐标下的?:重积分，然后化 g 关于『和 0 的二次积分去求解. 

例睡 22.2.4 将例题 22.2.3 中的区域 D 分解为没型区域与 r 型区域. 


解 在极坐标系中的边界 
x 2 + y 2 — 2 ^, X 2 -\-y 2 = 4 j/ } j: = 0 

分别为 

r = 2sin 汐， r = 4sin $, 9 — 

于是表示为 $ 型区域是 

0^0^ 2sin0 ^ r ^ 4sin $; 

表示为 r 型区域为（见图 22,4): 
fo ^7-<2, 

i?i = < 

■*■ l ffl A* 

I arcsin 《 0 《 arcsin 士 - ， 

^2 ~ { r w □ 

^Eircsin -^- ^ 0 ^ 



例理 22.2.5 求 


lim 


i?—»+oo 


(无 2 + y 2 ) e - W ) da ; dy . 

\y 
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解记 




(x 2 + y 2 )e _ W) da: d 仏 




Cr 


则 Cr ^ Iu C 2 尺，且 


(x 2 + y 2 )e~^ 2+y ^^ da: d ： 




x 2 + y ^4 R 2 



「 2n 


Cr ^ 

d0 

r 3 e _5>2 dr = 

」 

o . 

o ^ 


rR s 


te~ ( At 


— 7C(1 — 6 _ 况 一 ^ ) - *- Tt (Ji ― * +00). 

同理可证 — 7 C ⑺ —+ oo ). 于是 


lim Ir ~ n. □ 

J ?：-+ H-oo 


例题 22 - 2 . 6 作极坐标变换,将二重积分 


f(y/x 2 + ^/ 2 )(k:dy 


D 


化为定积分，其中乃= {{^ y ) |0^ y < x < l } + 
解令 x = 7* COS % J / = T sill 以贝|| 


f{yjx 2 + y 2 ) dxdy = 


/(r)r dr <V 


D 


D 


plt/4 

- i i l /2 p 

dr f(r)rd<p + 

Jo Jo - 

dr 

l .. 


arccos(l/r) 


f{r)rdip 


JL 

T 

JL 

T 


/(r)rdr + 
o 

r ^2 




(-^ —— arccos ~ r )f(r)rdr 


f(r)rdr — 


o 


V 5 


arccos —/ (r)r dr. □ 


22.2.3 二重积分的变量替换 

极坐标变换（见 (22.3) 式)是一种特殊的变量替换，下面是一般的变量替换定 
理.设 

x = x ( u , y ) ( y = j /( u ; v ) : ( w f wj £ D \ 

这一代换满足： 

⑴建立了 D 与 D ， 之间的一一 对应； 

(2) 在 iT 内具有关于各个变元的连续偏导数，并且其逆变换 t / = u ( x,yl 
<3：， y ) 在 D 内也具有关于各个变元的连续偏 导数； 
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则 


⑶代换的 Jacobi 行列式 J = 在以内无零点(称这代换为正则)， 


f(x,y)dxdy 


f{x{u,v),y(u,v)) 






dw dw . 


(22.4) 


D D ! 

回忆一下（一元）定积分的变量替换公式，容易看出公式 (22.4) 是定积分的 
变量替换公式的推广-定理的证明要比 一元情 况复杂得多，请参考相应的教科书. 

2 


例题 22.2.7 求由曲线 （ ^* + ~ ~a^ ~ 所围的面积 ■ 


解应用广义极坐标变换 

x — ap <x>sO : y — bp sin 汐， 

abp, 所围成积分区域的曲线变力 〆 二 cos 20 (双纽线)，于是 




5 (^, V) 


S 


I] 

D 


dxdy — A 


7 C 

「T 

0 


I Vcos^S 

abpdp — ah. □ 


例题 22.2.8 求 


n / 見 


a 


dzdj/， 其中 D 由曲线 


x — c 


D 


y~c 


1 和 3 ； = c ，y = c 所围成 f 并且 a, &, c > 0. 


a 


的部分边界具有相同的形式,因此要设法 
把被积函数表达式化成简单的形式. 

令 

x ^ c + ap cos 4 0, j/ = c + bpsin 4 沒, 
则 


a ( x >2/ ) 


o 

、/ m I — 4ab/?cos Psin 0 . 

3(p,^) I ^ 

而积分区域变为 
于是 


X - C 
a 


y — c 


da : 却 


D 


f K /3 





4abp cos 3 8 sin 3 Oy/p dp 


2ab 

15 - 


. □ 


注一般而言，广义极坐标变换 
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±_ 2 _ 丄 A 

x = ~( c + r P cos p 9), y ^ + r p sin p 9), 

能把 ㈣ -# + ( by - dY 变为 r , 但其中的 n 0 —般不再具有通常的极径，极角 
的意义. 


例题 22.2.9 求 J 

x + y ^ l2 围成. 


(: r + y)dxdy, 其中 D 是由 y 2 = 2x, x + y ~ 4, 


Q 



r -5 


(f 2 -l)t 2 dt =^|^ .口 


函数的奇偶性和积分区域的对称性常可用来简化积分的计算，如 
积分区域^0关于; T 轴对称，且有：=-/(4-办则 


D 


0; (2) f{x,y) = /( A - y ), 则 


f(x,y)dxdy 


D Dn { v ^ o } 

2. 积分区域 p 关于 y 轴对称，且 有： 则 


dxdy 

f{x,y) dxdy. 

f{x,y)dx dy 


D 


0; (2) f(x,y) = /(—aj /)， 则 


dxdy 


D 


dx dy. 


Dn{x^Q} 


3 .若 I ? 关于原点对称，且有：⑴ f(^y) = - /(H )， 则 


f{x f y)(h:dy = 0] 


D 


(2) f{x,y) = /( 一 ： k ， i ), 则 
域 P 的一半 ■ 


/(;e, y)da：dy = 2 


其中 认是区 


D 


J J 

A 
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14. 求积分 

15. 证明 


rV 2 f \/4— y 2 




\/l + x 2 + y 2 


dx. 


{y/\xy\ + |xt/|)da：dy ^ 

W+|yKi 


16. 计算二重积分 


' A 

D 


x — y 2 \dx dy, 


其中 D = {( a ; t j /) | CK ； rO , 一 lgyS 1}, 


17 ■求 


其中 D 是由 y = x，y = 1 ， x = 2 围成的三角形. 


D 


y 


§22.3 三重积分， n 重积分 

三重积分的定义与二重积分类似，这里不再重复. 


22.3.1 三重积分在直角坐标系中的计算 

1. 先一 后二: 即先做一次关于某个变量的单积分，然后做关于另外两个变量 



M x ^ y ) 


的二重积分 ■ 

设卩是 R 3 中的有界区域，假设平 
行于 z 轴且穿过闭区域 D 内部的直线 
与 D 的边界相交不多于两点.把投 
影到平面上,得一平面闭区域 A 
即（见图 22.7)： 

^ | ( x , y ) e D , 

zi ( x t y ) < ^ 

其中 q ( a :， y )， 办0^}在乃上连续.如 
果 f {^ y , z )^ Q 上有界可积,且对任 
意 { x , y ) e D , f ( x , y , z ) 作为 2 的函数 

在 [^ i {^ y )^ 2 ( x , y )\ 上可积，则 

rrr r r 

f ( x , y } z ) dxdydz — dxdy 
JJJ J J H 

此种积 ¥>方 法称为“先一后二 f 



r *2( r - y ) 




z}dz 


2. 先二 后一: 即先作关于某两个变量的二重积分，然后做关于另一个变量的 
单积分.这种积分方法对区域没有任何特殊要求.设 
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= {( x ,^, z ) \ a ^ z ^ b ,( x , y)e D { z )}, 

其中 i ? ⑷是: r , j / 平面上随 z 连续变化的有界闭区域.如果 f [ x ， y ， z ) 在 D 上有 
界可积，对任意 M [ a , b ] J ( x : y , z ) 作为 Ay 的函数在 D ( z ) 上可积，则 

1 r r p-6 p r 

f { x , y , z ) dxdydz = dz f ( x , y , z ) dxdy . 

JJJ Jd J n 

D D{z) 

对这个公式可这样来理 解:把 n 看作是一个物质立体， f ( x , y , z ) 为物质在 
上的分布 密度， 那么上式左端的三重积分就是物质立体的质量.而上式右端则表 
明先把立体切成薄片，再把所有薄片的质量积累起来. 

当然，我们不一定非固定 Z 而先做关于 A V 的二重积分不可，也可根据被积 
函数的 ft 体情况和积分域的构成，把!;（或4固定而先做关于^ (或 y ， z ) 的二 
重积分. 


例题 22.3.1 求积分 


da: dydz t 


n 


其中为两个球 x ^+ y 2 + z 2 ^ R 2 , x 2 + y ^ + z ^2 Rz 的公共部分. 


解 先画出积分区域，如图 22.8. 
综合被积函数和积分区域,可把积分 
视成在 z e [ Q , R ] 上一系列带权/的小薄 
片的求和. 根据积分区域 D 的构成情况, 
可将0分成两个子区域 A 与込. 

( x 2 + y 2 + z 2 K 2 Rz , 

1 ■ 音， 

jx 2 + y 2 + z 2 ^ R ^ 

当之 e [0, j ] 时，由 X 2 ^ rV 2 + z 2 ^ 
2 Rz 可得到薄片而积为 n (2 Rz - z 2 y , 

当之 € ■，叫 时，由 x 2 -i-y 2 +z 2 ^ R 2 

可得到薄片面积为 %{R 2 - z 2 ), 所以 




' R /2 

0 


Kz 2 (2Rz — z 2 ) dz + 


pR 

kz 2 (R 2 - z 2 ) 

JR /2 


[\ nR ^ 



RJ2 

十 

0 



H 

R/2 


59 

480 




□ 
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22.3.2 三重积分的变置替换 


类似于二重积分的变量替换，有如下三重积分变量替换定理.设 

x = xlu^v^w), y — y{u,v,w) : z — z(u^v,w)^ (u^v^w) € 

这一代换满足： 


⑴建立了 D 与 W 之间的 一一 对应； 

(2) 在仏 内关于各个变元有连续偏导数，并且逆变换 u = u ( x , y y z ), 
u = v ( x , y , z ), w = w ( x , y , z ) ^ Q 内也关于各个变元有连续偏导数； ■ 


⑶代换的 J^obi 行列式 ■/ = 在仏内没有零点，则 

f{x(u, v, w), y{u,v,w), v ， w)) ^ 


z) dy dz- 


Q 


n * 




dii du dw . 


常用的三重积分变换有 


柱坐标变换 


x — pcos^ t y = psin^, z = z, 


0^ p < +00, 0 ^ ^ < 2n f -oo < ^ < +oo. 

空间直角坐标系下的三重积分与柱坐标系下的三重积分的关系是 

% An rrr 

/(a:,y, 2 ：) dar Ay dz — f(pcos$,psin6,z)pdp d8 dz. 

J JJ J 人 

i? 

如果积分区域为柱形或被积函数中含有 P + 沪项，则往往将积分在柱坐标 
系中计算.在计算时，常常是把三重积分化为对 z 的单积分与关于的二重积 
分来计算，至于是“先一后二”，还是“先二 后一' 那要看具体情况. 

我们可以看出，柱坐标变换就是 z 不变，而将 AW 用极坐标变换.在二重积 
分中我们曾提到广义钣坐标变换,因此对应过来也有广义柱坐标变换. 


球坐标变换 

x — y — psin(^sin0 t z ^ p cos ip, 

0 p < +00， 0 < ^ < 2jt, 0 ^ < 7t. 

空间直角坐标系下的三重积分与球坐标系下的三重积分的关系是 

■*#* p n 

/(^i y t z)dxdydz - /(psin^cos0,psm^sin^.pcos^)^ 2 sin^d^d^d^. 

j ? n 1 

注利用球坐标系计算三重积分 f 一般说来适用于积分区域是球心在原点或 
过原点而球心在坐标轴上的球体，顶点在原点以坐标轴为旋转轴的圆锥体以及 
被积函数中出现 x 2 + y 2 +z 2 的三重积分. 

使用球坐标时对 A A W 的几何意义要十分清楚.比如在我们上而给出的球 
坐标变换下, P 是球半径 +00),0 是转动角 (0 ^ ^ < 2 tc ), 9 是仰角（与 
^轴正向的夹角，在有的教科书上给出了几种不同的球坐标系，建议 
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只取一种记忆，以免混淆.此外对应于二重积分的广义极坐标变换,也有广义球 
坐标变换. 


22.3.3 例题 
例题 22.3.2 求 J 


(x + y) 其中 D 为由 nO，z = l,x 2 + l 


^ + ~^ T 所围成. 


Q 


解由积分区域（见图 22.9) 的构 
成宜采用“先二后一”的积分次序. 

^ || ( a ： + y ) Aydz , 

其中 D (: r ) = + ^ < 1+^}- 

对于二重积分 jj 2/ di / th , 由于 D { x ) 


D{x) 


在 yOz 平面上的投影关于原点对称 t 且 
f [ y ，— y 二 -/(u ) ■由 22.2.3 节 
中最后一部分关于简化积分的说明知 

Jj y^ydz = 0, 面 



D { x ) 


于是 


jj xAydz = no6a;(l + x 2 ). 


DOt ) 


I = Kab 


x(l + x 2 ) do： = 冬 juab ■口 


例@ 22,3.3 计算积分 


H 




*, 尹，》為 o 


\J d?x 2 + \P-%p- + c 2 z^ 


■, 其中 a > 6 > c > 0, 


解在球坐标下 

「 ie/2 j-ti/2 

H 


r 4 sin 3 y coeyjsin^cosgdr d < p 6 S 


Jo Jo Jd \/a 2 sin 〜 cos 2 0 + b 2 sin^^gin 2 ^ + c 2 cos 2 <p 
令 sin 2 tp 二 u, sin 2 % 则 




找2.3 三重积分， n 重积分 


255 


H 


T 


20 


20 


r 1 


R 5 


R 


udr dtt dv 


o Jo ^/a^u{l - u) + b 2 uv + c 2 (l - u) 


ttdw 


dv 


ii 5 


o \/[ c 2 + (a 2 — c ^) u ] + (6 2 — a 2 )uv 

i , l2 」 ~ " . 2 . 、 . \/E^ + (a 2 - c 2 )tx] + (b 2 - a 2 )uv 
o l ' 


■udu 


■y=0 


R h 


10(6? - a 3 ), 

I 


(b 2 - a 2 )u 

I ■^/[c 2 + (a 2 — c 2 ) 1 !!] + (fe 2 — a 2 )u — ^c 2 + (a^ — c 2 )w^ dw 

音 1 


10(6 2 - a 2 ) \3(& 2 - c 2 ) 


i? 5 


2 [c 2 + (b 2 - c 2 )u] 2 - 


2 


10(6 2 - a 2 ) 
R 5 1 


(6 3 - c 3 )- 


L 3(^ - c 2 ) v ' 3( a 2 - c 2 ) 

/ 6^ + 6 c + c 2 a 2 + ac + c 2 \ 


3(a 2 - c 2 ) 

( a 3 — c 3 ) 


[ c 2 + { a 2 - <?) u ] 


15 b 2 -a 2 V b + c 

fi 5 ab + be+ ca 
15 (a + b)(b + c)(c + a} 


a + c 


□ 


例題 22.3_4 设 H{x)= 其中 A =( 叫）是 3 阶正定对称阵.求 


i , r - 


i V H i x ) da；i dx 2 dx 3 . 


H(xHl 

解存在 3 阶正交矩阵 P , 使得 


i Ai 

0 

0 、 

P T AP = 

0 

X 2 

0 


1° 

0 

入 3) 


其中 Xi >0 ,i = 1,2,3. 作正交变换 a ： = Py ， 这里 a;，y e R 3 , 则 

H ( x ) = H ( Py ) = Xiy ^ + X2I/2 
乱变换的 J ^ obi 行列式 detP - 1. 从而 


e iAiv?+^f+W ^ yi dy 2 dy 3 . 


令 




V \ 

V 3 


>Ai 

1 


y sin cos 他 


\/^2 


r sirup sin 0^ 


t cos ( p . 


则 
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c2k 


rrc 


J 

Alt 

V^1^2^3 J 


d 9 


dip 


r 2 e r dr 


r 2 e r sin p dr 

4 tz 




(e - 2). 


由于 4 的行列式 detA = 所以 


4 n 


VdetA 


(e-2). □ 


注正交变换是一种很有用的坐标变换.它的特点是刚体变换，仅仅旋转坐 
榇轴， 保持区域体积不变.特别是保持单位球不变. 


22.3*4 n 籯积分 

以四重积分为例，按照三重积分的思路，可以采用 “先 一后三”或者“先三后 
一”或者“先二后二”的积分次序，而对于其中的“三”或者 “二' 则采用三重积 
分或者二重积分化累次积分的方法.也可以用四维的变量替换. 

例题 22.3.5 求四维空间中的单位球 

x 2 + y 2 + z 2 + t 2 ^ a 2 

的体积 K 


解用四维空间中的球坐标变换 

x = r sin 沪 1 sin 的 cos 0， y = r sin sin (p 2 sin 9, 

z — rsin^i cos — r cos <pi , 

其中 0 ( r < a，0 ( 0 < 2;t，0 ^ < Ji .贝 |J 

8(^, y , z , t ) 


(22. 5 ) 

( 22 . 6 ) 


于是 


V 


价， 9 u < P 2, ❹、 

dx dy dz di 


r 3 sin 2 ipi sin 办 


工 2 + V 2 +《 2 + * 2 《 (l 2 
2 % 


dO 

]4 




o 


o 


d 沪 2 


sin 2 ipy d^i 


r 3 sin 2 (p\ sin ip 2 dr 

I 

; ir 2 fA 

sin (p 2 dif 2 = „ . □ 


22.3*5 练习题 

- 计算积分 


pi 

K l—x r 

dx 

dz 


o J 


1 —z- 

0 


(l - y)e~^~ z ^ dy. 
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2. 将累次积分 


'2 

'0 

cb 

dy 

Jo , 

— %/2a; -x 2 J 


dz 


化为在柱坐标系下的累次积分. 

3.求 （ x 2 + y 2 ) da;dy 其中是由曲线 y 2 = 2 z , x = G 绕 z 轴旋转而成 

的曲 u 面，平面^ = 2与平面^ = 8所围成的区域. 

4 ■求 xyz da; dy dz , 其中 I ? 力 z 2 + 没 2 + 之 2 < 4 与 ; r 2 + 没 2 + ( 之 — 2) 2 < 4 的 

a 

公共部分，且$ > 0 ,y ^ 0. 

5 . 求 jjj i ^ yd £ 5 其中0 为—半径为 R 的球^为球外一固定点到球域内 
任一 "^的 距离. 

6. 计算积分 [[[^^如如牝其中卩为由曲而^+沪+外^叩 

JJJ x- 1 + y £ 

与平面 z = 0 围成,曲面在上方，平而在下方 * 


7-求 


x 2 + y 2 + z 2 + u 2 ^l 

S ■设 

F{t) = f(x 2 +y 2 + z 2 ) dxdy d^, 

尤 2 十 y 2 +* 2： ^ 2 

其中 / 为连续函数 t /(l) = L 证明 ^(1) - 4tc. 

9 .设 f { x , y , z ) = ^/ x 2 + y 2 -\- z 2 y 区域 I ? C R 3 由 2 > ^/ x 2 + y 2 和 4 S 
^ + y 2 + ^ Cl 6 所确定，试计算函数/关于 D 的积分平均值 

-pj- f{x,y } z)dxdydz, 

j ? 


I — x 2 — y 2 — z 2 — u 2 
l-\-x 2 + y 2 -\-z 2 + u 2 


da : dy dz d ^. 


其中 j 卬是 n 的体积. 

10. 设区域 D 由 z = i 2 + j/ 2 ，z = 0, xy - 1, xy = 2 , y = Sx , y = 4 x 所围成, 
求积分 


1_ x 2 y 2 zdx dy 


Q 


dz . 


Vf 

11- 利用止交变换汁算三重积分 costae + by + cz) da: dy dz. 其中 F : x 2 + 
y 2 + z 2 ^h a t b,c 是不全为零 ^ 常数， 
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§22.4 广义重积分 

22,4.1 广义重积分的定义 

与第十二章类似,对于重积分，也可作两方面的 推广： 无界区域上的积分和 
无界函数的积分.我们仅考虑 R 2 的情况，其结论很容易推广到0 > 3) 中 
去- 


先考虑无界区域上的广义二重积分. 

设 D 是 R 2 中的无界区域，其边界由有限条光滑或逐段光滑曲线组成.函数 
f 定义在 D 上，且在 i? 的任何可求面积的有界子区域上可积. 设认是 D 的任 
—可求面积的有界子区域，包含 Dn 札， 其中私 ■是 R 2 中以 r 为半径的闭圆盘. 
若极限 

* 

I — lim dxdy 

r—^oo 

ti « 

D r 

存在，有限,且与的取法无关,则称/在上的（广义）积分收敛，或者称/ 
在 d 上广义 可积. 否则称/在上的（广义)积分发散.极限值/称为/在乃 
上的广义积分的值，记为 [[/(^^d^dj,. 

如果函数/非负，且在乃上的任何可求面积的有界子区域上可积 t 是包 
^ DnB n ,n = l ,2 r - 的一列可求面积的有界子区域,则/在上可积的充要 
条件是 

lim /(i:,y) d^dj/ 

n—fee 

V b 

存在. 这个条件也相当于 " 

» f* 

sup f { x , y)Axdy < +oo. 
n J J 
D n 


无界函数在有界区域上的广义二重积分可定义 如下： 

设 D 为 R 2 上的可求面积的有界区域，点凡€ A 函数/定义在£> \ {pd 


上，且对任何 P D 点的可求面积的邻域△，/在 D \ A 上有界可积.如果 

f r 




f(x,y)dxdy 


D\A 


存在，有限，且与 △ 的取法无关，其中是 △ 的直径,则称/在 D 上的（广 
义）积分收敛，或者称/在乃上广义可积.否则称/在乃上的（广义)积分发 
敗-极限值/称为 f 在 D 上的广义积分的值，记为 ||/(x,y)da;dsf. 

注在上述定义中，函数/在 i? 内有一个奇点可改为在 D 内有一条奇线7, 


即曲线 7 上每一点都是/的奇点.设 A 是任意可以将7围起来的可求面积区 



§22.4 广义重积分 


259 


域，设/在 D \ A 中可积.令 A 收缩为7,记为切 — 7,如果极限 

lim f(x i y)dxdy 
JJ 

D\D t 

存在，有限，且与认的取法无关,则称/在 D 上可积.设！为 Q 的边界，其中 
Di 收缩为7可理解为 

supdist { x ， 7 } ^ 0 . 

对于非负函数，也有与有界区域上广义重积分类似的可积充要条件. 

22.4.2 收敛性判别法 

由上节关于非负函数可积的充要条件，我们可以得到如下收敛性判 别法： 

比较判 别法设 D 为无界区域,其边界由有限条光滑或逐段光滑曲线组成. 
函数/在 D 上有定义，对于 D 的任一可求面积的有界子区域/， g 均在 
D r 上有界可积,如果 9 非负，且 

\f{^y)\<9{^y), e d. 

则当 s 在 d 上（广义）可积时，/也在！>上(广义）可积.反之，如果 

1/(^ ^)1 > 9(^, V), V(a: 3 ^) e D, 

则当？ 在 D 上的广义积分发散时,/在 D 上的广义积分也发散， 

记 !■ = 并取 g ( x , y ) = -^, C 为常数，由上 述比较 判别法可得如 

下判别法： 


Cauchy 判別法设 D 为无界区域，其边界由有限条光滑或逐段光滑曲线 
组成，/在 D 的任一可求面积的有界子区域上可积，则 

( 1 ) 如果对充分大的 n 有 

1/㈣ P>2, 

则广义积分 d：rdy 收敛， 

( 2 ) 如果^内含有一个顶点在原点的无限 扇形： D 1 
且在订上， 

1 /( 3 ^)! > 备， 2, 

则广义积分 ||/(x 1 ? /)d^dy 发散， 

与一元函^数在无限区间上的广义积分不同，广义重积分的收敛性判别有一个 
重要特点：积分的收敛与绝对收敛是等价的.证明可见 [M 9 ] 等. 

对于无界函数在有界区域上的广义二重积分，讨论是类似的. 
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22*4,3 例题 


第二十二章重积分 


例题 22.4.1 计算 


G -(^ 2 + y 3 ) didy , 并求 Poisson 积分 


+ CC 


e"^ S d ^. 


R 2 


解被积函数为当 r — +oo 时,它比任何^ (p > 2) 都更快地趋于 
零，所以广义二重积分是收敛的. 

取同心圆族 

% 二 {x 2 +y 2 ^ ^ 2 }, 

于是 

r r f r 




e—(d 切 2 ) d;r dj /= lim 

(?—+ CX 5 J 


o 


Qp 

2 lt r p 


=lim 
fj-^+oo J 


de 


0 


&~ r2 r dr = lim n(l — 己一 ’) = 7L 
q p-^-hco 


在上述计算中，如果取正方形族 

j7 ； = ^ x ^ ^ ^ j/ ^ 


则 




e —dy = lim 

l — * +00 


，- W } 


da^ dy 


i 2 i 


lim 

i -+4 -oo 


rl 2 ri 
dx 


e^ y dy 


-i 


r+ M 2 'i 2 
I e - ^ dx > 

'-OO J 


因此 


+oo 


e~ x：> dx = VS. □ 


■oo 


注 Poisson 积分中 e < 2 的原函数不是初等函数， Poisson 敏锐地观察到极 
坐标下二重积分有因子 r dr 由此出发他给出了上述巧妙的算法 ®. 


例题 22.4.2 讨论广义重积分 


D 


dx 

{x + y) p 


的收敛性，其中丨 0^ c < l ，x + y ^ l }. 当积分收敛时，求积分的值. 

解由于被积函数恒正 t 因此可以取任一列趋于£>的有界区域列,使得积分 
容易计算，为此取 

① Poisson 积分也称为 Euler-PoiBson 积分，该积分的其他计算方法在前面已有介绍,参见上 
册 3 的页例题 12.3.7, 第十六章例题 16.1,2. 
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则 




作变量替换工=3： + y = W ， 则 


In 


d « 


D n 


dw 


da : d ^/ 

+ y) v * 


从而当 P > 1 时，积分收敛，且 


x v p ~ 1 - p 


D 


da ; dy — 

{x + y)P " p 


n 1 一 p - 1). 


■. □ 


注如果取 

D n = {( a : f jf ) I 0 ^ x ^ 1, x + y ^ l , y ^ n }, 
则计算要复杂得多. 


例题 22.4,3 证明广义二重积分 


x 


V 2 


发散. 


x^l 


(x 2 +y 2 ) 2 


< h:dy 


证我 们将证 明在无限扇形 £>' = {( a ; t Jf ) \2 y ^ l,y > 1} 上 


x 2 — y 2 


( x 2 + y 2 f 




立 - 


.2 5 


其中 w 为正常数.事实上当 2 y ^ x^Zp 3^, 

4 〆 < a : 2 ^ 9 y 2 , 3 y 2 ^ x 2 - y 2 ^ Sy 2 , 5 y 2 ^ x 2 + y 2 ^ I 0 y 2 , 

从而 


x 2 - y 2 ^ 3|/ 2 


10 s / 2 ^ - A -( x 2 + y 2 ). 


于是 


10 ^ z 10 

x 2 - y 2 ^ 3 


( x 2 +^) 2 ^ 10 r 2 
所以原广义二重积分发散. □ 


22.4.4 练习题 

. 讨论下列广义积分的收 敛性: 
(1) 


da : dj / 


(2) 


(I + K)(l + I#) 
dxdy 

砰 + | j /| 9 1 
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(3) 


$ 十 


sma : smy 
{x + y) p 


da ; dy . 


2. i | D 是 R 2 中的无界区域， { A 4 是中的单调增加的闭区域序列，且 
G =从若/在 D 上非负,且在每一个队上可积, 证明： 

f(x, y) dx dy = lim f(x,y)dxdy, 

n—oti J J 

D D n 

这笔左端与右端同时有意义或同时无意义.（提示:设 U 和 D n ( n = l , 2 r --) 

为可求面积的有界闭区域时结论已经成立 .） 

dx dy 


3- 计算下列积分: 


x 4 + y 2 


4. 讨论下列二重广义积分的收 敛性: 


⑴ 

D 


其中乃由条件切 2 G 所确定; 


⑺ 


^xdy 


r 3 +if 3 <i 


{ x 2 + xy + y 2 ) p 


⑶ 


dx dy 


x 2 ^- y 2 ^l 


(i _ / 一 y 2 ) p ' 


5* 设函数 /( 幻在 K -4] 上连续,讨论 

dx dy 




的收敛性，其中 D = k 4 x 
6. 计算下列 积分： 


⑴ 


In 


\/ x 2 + y 2 


dj /; 


(2) fflnsi ! i ( x - y }( bd 没，其中 D 是由直线 y = 0, y ^ x , : r = n 所界定. 


J J 

D 


§22.5 重积分的应用举例 

除前面提到的用重积分计箅曲面所围的空间几何体的体积和物体的质 量外， 
1积分还有许多其他应用.本节再举一些例子. 


22.5.1 几何应用 

类似于上册 §11.1 节所介绍的，几何、物理上计箅重积分时也经常采用比 
较简捷的产生积分的方法一一微元法.即根据计算的目的把问题归结到一系列 
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很小的面积元素或体积元素（微元)上,然后对这些微元进行相应的几何或是物 
理量的分析，分析完后把得到的对每个特定的微元的结果看成 为带“ 权”的微 
元（当然此时的“权”与位置有关) f 然后按面积或体积求和.比如前面的先一后 


二的汁算三盪积分的方法可看成在给定区域£>上每一个带“权”的“小竖条” 

^ 「之2(1^) 、 rZ 2 (3：, y ) 

( /( x , T /) d^J dxdy 的 求和. 可看成“高度”， d^dy 表示 

V ’ Js：i <x.v) 


微元的底面积.先二后一的计算方法则是在区间上具有带“权”面积的“小薄片” 
t d 2 的 求和. /(aM z ) the 如可视为“面积”， cU 是微元 

D(z) D(z) 


的厚度.在引力计算中，就要考虑每个引力微元,它是体积微元所受到的引力.微 


元法思维对准确、快速计算重积分十分有用.下面先介绍微元法在几何应用中 
的一些例子. 


旋转体的体积 


例题 22.5.1 设 F 是由曲线 a ; = ^), 绕 z 轴旋转而得的体积, 

这串.曲线不与 z 柚相交且旋转体被3 = a 和 z = 6所围住.证明公式 

rb 

V = n 

证把 F 视为一个由一系列垂直于 z 轴的小薄片（小圆盘)所组成的体积 f 
则在 ：处， 圆盘面积为 n ^ iz ), 厚度为 dz ， 薄片体积微元为 dV =叫 2 ⑷，因而 

V = jt <f 2 (z)dz. 

曲面的面积曲面面积的定义需小心对待，见相应的教科书或 25.1.1 小节. 
我们这里用微元法给凼一些曲面的计算公式.假定曲面面积是存在的. 

先设曲面 S 由方程 

f(x,y), (x, y)eD 

表示，其中 D 是平面上可求面积的有界区域, fix ' y ) 是连续可微函数.给定平面 
上一个小的可求面积区域 AD ， 我们用“以平代曲’’的方法计算其对应的曲面微 
元 AS ， 即计算 S 对应于 △£> 那部分的切平面面积，以之取作的近似值.为 
此取€ AD . 设 S 在 HvJ ( Lv )) 处的法向量为 

n — (cos a, cos /?， cos 7). 

再记对应于 AD 那部分的切平面面积为则由投影定理 

A ,:# 

I COS 7| 

根据法向遣的表达，有 


因此 





cos 7 


士 1 _ 

十 /!(《，") + / 取， /) 


AS ^ A(J = + 

这样我们就得到了面积微分^^____ 

: ijl + f ^( x , y ) + fj { x , y ) da ; Ay . 

曲面面积即为 

S = ^ jlZflixly ) + f ^{ x , y ) dxdy . 

J J 

D 

如果曲面 s 由参数方程 

x = x ( u , v ), y = y ( u , v ), z = z ( u ,- v ), (^ ? - d ) S D 

表甙 其中 D 是参数平面上可求面积的区域， t ( U j )， y ( u : v ), z ( u , v ) 在 Z ) 上有 
连续偏导数，则 

dS = \/EG - F 2 dudv , 

其中 

E = x 2 u + yl + z ^ 

F — XuX ^ + y u y v + z u z v 、 

G ^ x 2 v + yl + zl - 


因而 


_ C 

S= y/EG-F 2 dudv. 

J H 


例理 22.5.2 设连续曲线 3 二 ^( x ), & 绕 z 轴旋转所得曲面为 I ；. 

求 r 的面积又 

解用柱坐标把 Z 参数化，有 

x = rco&8 } y = r sia^, z — #(0 ， 

a ( r S &， 0 < 9 ^ 2tc. 


£ = l + (v ?») 2 ， F = 0, G^r 1 . 

^_ cb _ 

S — d 卩 r\/l + (c/? y (r)) 2 dr = 2k r^/l + (^(r)) 2 dr. □ 

JO Ja Ja 

注如果以 z = 办) 的曲线弧长 s 为参数,而以 u ⑷表示 s 处曲线到^轴 
的距商， W ( S ) > 0, 0 < s < I ■设以⑼= a , _) = t >, 则 X 的参数方程为 
x — u(s) cos&, y = w(s) sin 沒 ， z = ip(u(s)), 

0^ s ^ 0 ^ ^ 2 Jt . 


故 





§22,5 重枳 分的应用举例 


265 


5 二 2tr 丨 + (^(w(5))) 2 - (咖 (s)d5 t 
Jo 

其中〖为曲线的弧长.平面曲线^ = < p ( x ) 在弧校参数下质心的 r 坐标 

! ,.... _■■ … 

X c : 了 + (^(^))) 2 • ^( s ) ti ( 5 ) d . s . 

( Jo 

因此我们重新得到了 Guldin 第一定理（见上册342页命题11丄 2) 

S = 2 kX c - 1. 

如果曲面 S 的密度函数为 f ( x , y y z ), 则其质量为 

f ( x , y , z ) d^. 
s 


移动曲面扫过的体积 下面考虑一个稍微复杂一点的几何问题. 


例面 22 .5.3设V是这样的几何体，它是由参数曲 面忍： i 自 f 
从 a 到&所扫成的，证明 K 的体积 




[7| 

' r 

a \J 



1 


I ㈣ 


dt , 


(22.7) 


其中&表示曲面 T t 所对应的曲面医域， dS 表示 曲面及 的面积微分. 


证 关键是考虑 f 到 f + A * 时沿冰二 t 的法向距离的移动.注意到 
此时的曲 面&在 { x , y , z ) 处的法向量为 

考虑曲面随 参数* 的变化的 性质. 设: r = x ( t) y y ^ y ( t ), z = z { t ) 表示了忍中 
一串连续可微变化的质点，则质点速度为 ( x '( t ), y f ( t ), z f ( t )). 注意到质点总满足 
ip { x ( t ), y { t ) } z { t )) = t, R 而又有 


1 =〜 〆 (*) + + 

所以从运动角度看 ( x ： y ： z ) 处的法向速度（即速度在法向上的投影）为 
c = w'{t) + y〆 ⑴ + ip z z f {t) = _1_ 

按微元法，在时间内勾所移厚 度为& 的面积 |] dS 乘以 At 的法 向分量 


CAt 从面 


St 


'b 



□ 


注 （ 22 . 7 ) 是一个一般的公式,它有许多具体的应用.比如 ，设及 是一个平 
面图形，则曲面为 


扑 )3： 十"(％十 CO = P 他 
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其中⑽⑴）为单位法向.设忍上点(冲)，吣),冲)）随^连续可微变化. 
按隐函数衆导法则及注意到+铲⑺+ C 2 ⑺=1，我们有 

c 士 + n\t)y + d{t)z - y (i)l 


因而 

' ff n r f> ji j* p <t a 

CdS^^ F (t) : rd5 十 t/(0 ydS + ( f {t) zdS-p^t) dS. 

*r V v mf V 4f U 4 J J ^ 

St St S-t s s 

设 （ x ( o >( t )， 邱 )） 是 夂的形 心坐标 / 就有 f ( 


^dS ydS 卜 d5 


X(£H 


S t 

"Tf 

dS 

儿 

St 


冲）二 


J Kl 

St 

ir "" 

dS 

s t 


Z(t)= 


J J 

Si 

dS 

St 


从而 

j|cd5 二 -(X( 叱⑺十汴 h' ⑷ + Z(t)C(t) - p\t))^ u 
其中 q I 忍的面积. 


( 22 , 8 ) 


同时,形心也位于勾上，故有 
求导井结合 （ 22 . s ) 得 

/• ft 

cds ^ (ram + n 咖⑷十 z 咖⑴） 

j I 

注意到上式第一个因子正是形心关于 （ 的速度在法向上的投影.因此 

(^am ++/( 沉 ⑺) dt = f ， 

其中/ 为形心 所经: ii 的路径扶度.持别地,如果负的面积为常值人应用 (22.7) 
式得到 


V = A-L (22.9) 

对子由平面图形 S 所成的旋转体，设其形心到旋转轴垂直距离为 < 则 

V = A^ 2nd } 

这是 Guldin 第二定理(见上册命题 1U.3), 因而 (22.9) 称为广义的 Guldin 公式. 

22.5.2 物理应用 

矩 力学中的某些量常常与物体的密度函数的各阶矩有关,下面讨论三维的 
情形. 二 维的情形是类似的. 

设7是由分片光滑的连续曲面围成的区域. fi ( x iVy z )^ V 上连续，分别称 

A/i(A;) = x k fi(x, y, z)dxdydz, 

JJJ 
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My(k) = y k fL(x,y, z) dxdyd^：, 


M z {k) 


z k fi(x, y,z) dzdj/de 


为密度函数 A 关于的 A : 阶矩. 利用微元法容易得到 

1. 质量 m = MJO ) = M y ⑼= MjO ) = M (0) = fi ( x , y , z ) dxdydz . 

2. 质心 ( m , Z c ), 其中 ^ 

= ^{O) = ~rn ^ 即 (H 匀如 办如， 

K.= 為 ( J )) = y^{x,y,z)dxdydz, 


yu(^ ： y^)dxdydz, 


M z (l) 

~M(0)" 


y } z) dx dydz. 


3- 转动惯量为 

4 = A^2) + M z {2), l y ^ M z {2) + M x {2), I z = M^) 4 - ⑵， 

Iy, = M x (2), I zx = M y (2) t I xy - M z (2). 

例题 22.5.4 若直线 ^ = 0, £ = a, y = 0 与正连续曲线 y = /($) 围成的区 
域的质心的 z 坐标是 S ( a ), 证明 

_ 乂 S ' ⑷― 〆 「鈿、 


:工-咖)] 2 


da ; ) 

工 — ㈣ J ’ 


其中4为正常数 ， a 是 参数. 
证见图22.10， 

-a 

0 ( a \ - m - ^ o 


xf(x) da; 
r 

f(x) da ： 


g{a) f{x) dx = ^f{x) da;. 

两边对 a 求导 ^ ° 

、a 

g(a)f(a) + g’(a) f(x)dx - af(a), 

Jo 

令 F ( a }= " fix ) da ;, 注意到 a - 〆 a ) 笋0,则 

° F f (a) g ' ⑷ 

F{a) a - g(a) 



图 22.10 


两边对 a 积分，得 


InP ⑷ 


5’ ⑷ 
■- d ( a ) 
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所以 

两边对 a 求导得 
考虑到 


f(x)dx = F(ti) = Acxp 


/⑷= ex P 


y ⑷ 


a - g(a) 


£1 一咖) 
5’ ⑷ 


da I. 


a - g{a) 


da 


/ ⑷ 


ci - g(a) 


da 


/⑷ -1 

a - g ( a ) 


da + 


da 


a _ ff( a ) 


则 


ln(d —g ⑷)十 


d « 


f ( a ) = 「. A '( 乂 2 卿 


da 


a - g(a) 


一 ⑷， 


□ 


[a-p ⑷ p 

弓 I 力 考虑体密度函数为 Mac ， y t z ) 的立体 K 对具有质量 m 的点/^(抑，如，如) 

的引力 F . 由引力定律及微元法得 F = [ F X ， F V ， F Z \ 其中 

Gm^(x,y,z)(x — 抑） 


F x 


Fy 


F z 




Gm^(x,y,z)(y -y 0 ) 


V 


f GmpL(x, y,z)(z- z Q ) 


dxdy dz y 


dr dy dz^ 


dx dy cb, 


v 


其中 G 为引力常量， r-[(T-x 0 ) 2 + ( y-yof + (z- 句 ) 2 ] 的 . 

22.5.3 霣积分与不等式 

本段介绍重积分在不等式中的一些应用.先介绍如何用重积分的技巧证明 
一元的积分不等式 ■ 


例题 22*5.5 设/在 [0,1] 上为正连续函数，证明 




dx 

0 fi x ) 


f{z) dx < 


(m + M) 2 
~4mA/ 


( 22 . 10 ) 


其中 m , M 分别为 /(； r ) 在 [0,1] 上的最小值和最大值(参见上册374页题 11). 

证设 


由对称性 


f 


dx 

f ( x ) 


f{^)dx 


dx 

u f( x ) J 


0 


/( y ) 办 


1 1 pi 

o Jo 


f ( y ) 

f (^) 


dx dy. 


T 


fo J 


:( 傷 + ff 卜 
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令 F { z ) =之+丄 ，2 > 0,则 F { z ) ^ 2, F" ㈤ > 0,故 F ( z ) 是凸函数.当厂 ㈤ = 
% 

f (/?) 时 I 对 k K /?] 有 F(zK F ( a ) =巧/?)■取 z a = 1，卜普， 


f ( y ) , fi x ) < m , M 

^ ^ ">/ 、 I Jtf A 财卞 ™ : 


从而 


/( x ) 丁 / ⑼ 


1 


m a + M 2 
~ 2mM 


但这与不等式 (22.10) 相比还不够 精确. 为此分析 (22.10), 由右端的平方启发用 
算术平均值-几何平均值不等式（上册第 4 页）得 , 


叫 。斋 l /( T ) d “+[ U 伽+齿)十 

但当 m ( /( a：K M 时不能充分利用 3 + 士的凸性来估计 /( ⑷ + 

At 

/的特点，用替代得 
VmM 


0 /(-) 4 LU M ” /㈦ 


( 22 . 11 ) 
-. 观察 


fi x ) ― HrT a 




Uo V V^M /⑷ 

¥，由2+冬的凸性得 


1 4 \ {4^ +獨) 


(m + M'f 
4mM 


不等式( 22 . 10 )得证. □ 

从上述证明过程可见，对学到的各种方法要善于比较，综合运用（本题还可 
参见上册415页的提示).下面再举一个通过交换积分次序证明不等式的例子. 

例题 22,5.6 设广|，^均为[0，1] x [0，1]中的连续函数,且在 

[0,1] x [0,1] 中成立 f = | 和 >1. 

( 1 ) 证明： 对任何 Or,ta (： M 2 ) e [ o t l ] X p , i] f 存在 € e [ o , 11 ，值得 1 ^-^K 

m 且 1/^*0" mt 2 )\ 

⑵由⑴的结论证明：对任何 [0,1] x [0,1] 成立 

|/(x〆 。 - !{x,i 2 )\ <, 5[ii -t 2 \ 2 , 

分析题目给出了 /(%*) 在工方向上的性质 ：If 由此证明在*方 


向上的性质.可用的条件是/在^方向和 （ 方向之间的关系: 
们通过交换累次积分次序来转换. 

证⑴由题设 


. 9/ _ i !/ 


dt dx 2 
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其中 p ， g > l t ^ + a ，6>0, 得到 

ltx | 十 | 

NI > II P ^ pIW + 

两边在。上积分得 

JJ |^| - Md 均 

Jl _< 丄 I 1 _ 1 

II 賴 i P -y + y- L 

由此得出所要证明的不等式(参见上册349〜350页) .口 

例题 22.5-8 设以 e L ^{ n ) 7 0 < p 矣 <7,则 
其中 I 叫表示 d 的体积. 


证由 Holder 不等式 _ 

Nil ? = JJl ^ l p dxd ^/ ^ ( Jj (…广 ? (Jj W ( ㈣ d _)〜 P)/<) 

n n a 

= I 拿，灯 ";， 

两边开 P 次方，则 

J _ 1_ 

注由上例的结论知对任意 0< P < g , P(/?)c !/(/?). 

例趣 22.5*9 设 u 0 < p < g 则 

IMI 。 矣 ||u||iM|；-\ 

其中 k 满足含 = + + 


证 由 HSkler 不等式 
IHI 卜 f f M 9 dxdy 


J J 

a 




a 






Q 


Q 


两边开？次方即为所求 .口 


例题 22.5-10 设 u ， 叫在有界区域 QCR 2 上连续，且在打的边界 
上 u =、= u y = 0,则对于1 S p < 2有 

N ^^ c (| K|| p + Kf| p ) f 

2—p 

其中 c 只与 P 有关，与 w 无关. 
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证先设 P = 1. 当，定 义响 二0,则 




u x (x,y) da :, 且 u(T,y) 


ry 


从而 

由此得 


-OO 


Uyix.y) dy. 




k|dz , 且 |u (: |%| 办 . 


r+oo 


「+00 


K 工 4)1 < I ^( a ;, ")| dr 


两边在 R 2 上积分得到 


-CO 


| i /( a ;,7/)| 2 ^ 


u^l dxdj ^ 




\ u y \ dx dy . 


两边开平方，得 


a 


fi 


n 


1 卜 "2 < ll ^ lli ’ 2 "%" 〆 2 . 

利用 < ~^~(a + 6)， 就有 

IM| 2 ^-|-(iKlli + K!ii). 

这就证明了; p 二 i 时的结论. 

当 1< P <2 时，令在 （22.12) 中用 f 代替％ 则 
Ml “ y(||7W 7_1 Wx||l + ||7^ _1 %i|l) 

g IWif llp)t 

其中 g 满足含 + = i , 即 g ■由于 

mi 2 = iw 7 = mv ， 

由 （22.13) 得 2 " P 

IMI ( tt^lip + ll w vllp ) •口 


( 22 . 12 ) 


(22.13) 


22.5.4 练习题 

1. i 卜算由下列曲面围成的立体 体积： 

(1) a.x + biy + ^ = 土 h，i = 1,2,3, 其中 （叫 b hCi ) ( i -1,2,3) 线性 无关; 

(2) ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = a 3 z , 其中 a > 0; 

W \ a 2 ^ b 2 + c 2 ) a 2 十 & 2 ， 

(4) { x 2 ^- y 2 ) 2 + s 4 = 2r . 

2. 计算下列曲面的面积： 

(1) ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 = x 2 - y 2 \ 
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(2) ( x 2 + y 2 + z 2 ) 2 — z 3 ] 

⑶连续曲线 g = /(4 (> 0), : j ： e hfc ] 绕 r 轴旋转所得曲面. 

3‘ 设抛物面壳 z = ^( x 2 + y J ) (0 ^ ^ 1) 的面密度 p = z , 求质量. 

4 - 半径为 H 的均匀圆盘，其密度 为 / i . 过圆心且与圆垂直的直线上有一密度 
为 P 的均勻细棒，棒长为/，其近圆盘的一端与圆心相距为&求圆盘对细 
棒的引力- 

5 - 半径为《的圆盘，其务点的密度等于该点到圆心的距离.今从圆盘上挖去 
—个半径为 f 而其圆心离圆盘中心为号的小圆盘，求剩下几何图形的 
质心坐标. 


6 - 假定物体有连续的密度函数，证明凸形物体的质心必在其体内， 

7. 设⑻，趴 >0, i = l ，2, …，,且£丄=1.证明 

i=l Vi 

^ llWljl^ ■■■ ||li m || pm . 

8. 证明 ^ 


9. 证明 


1 < {co^{xyz) + sin(j?j/^)) dxdydz < V2. 


[ o , i ； 


rb f d 2 1 1/2 rd 


^[J y)M 

其中 / 是连续函数. 






办 [ f 2 {x,y) dx] 


1/2 


§22.6 对于教学的建议 


22.6.1 学习要点 

1. 如何快速准确计算出重积分的值是本章的重点之 一. 为此有三点是至关電 
要的： 一是选择坐标变换，二是选择积分顺序,三是要优先利用对称性，即 
积分 K 域的对称性与被积函数的奇偶性. 

2 -计算重积分的过程中，画出积分区域的示意图是很重要的一个步骤.示意 
图的要点是区域所处的象限（或卦限) T 曲线的交点（曲面的交线).用球坐 
标时尤其要准确标出交线.即使画不出图，也要作必要的几何分析.比如 
[ x 2 + ；/ 2 ) 2 + ^ = z 所围 立体. 首先从方程看出立体位于平面2 = 0和2 = 1 
之间. 其次可看出这是一个旋转面， 令 y = Q 得母线^ 

要重视重积分的应用部分的教学.这里微元法是个重点.要注意微元法的 
“求和”并不是简单的相加.在“曲”的坐标下考虑的是求和方向上的分量 
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相加.比如求移动曲面扫过的体积，我们必须考虑移动的法向速度方向上 
的求和. 

4- 重积分的计算是熟能生巧，需要做大量的习题.限于篇幅，我们仅仅列举一 
些有特点的例子.在一般的教科书上(如 [25)) 都给出了足够丰富的例题与 
习题.请读者自己把握. 

5. 对习®课的建议应该根据实际需要选择坐标变换,不能只会一种.任何 
—种坐标变换都不是万能的.球坐标变换很重要，但并不是积分远域与球 
有哭就要用球坐标.如例题 22.3.1, 用球坐标就不简单. 

关于积分顺序，应该观察被积函数与积分区域的特点，使得积分变得简 
单. 仍考察例题 22.3.1, 被积函数中有\当然应该选择“先二后一”的顺 
序，面且是先对 H 后对 A x,y 作二重积分时,被积函数是常数， 

因而可以提到积分号之外. 


对称性的使用不仅可以简化计算，还能避免不必要的 错误. 下面的例 
子可以很清楚地说明这一点 I 


例趣 22.6.1 求球体 x 2 + ?/ 2 + j ： 2 < a 2 和圆柱体 x 2 + y 2 ^ ax (a > G) 的公 



{sin 2 - (sin^j 3 . 

但如果一开始就利用对称性，得 

V ~ 4 | y/z 2 - x 2 — y 2 dy, 

£ 2 +y 2 ^aa： t 

不但使运算简便, 而 且无形中避免了上述错误的发生. 
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22.6.2 参考题 
第一组参考娌 


1. 设 / Orj ) 在乃={(^/) |0<1<1，0<没<1}上有如下定义 : 


fhy ) 


+，当 1 = 是无理数时 t 

H 31 (fx 

- r ™, 当 y = ■^^：^是无理数时， 

Hy Hy 


o , 其他情况， 

其中 < h ' q y 分别表示有理数^^写成既约分数后的分母.则 f ( x . y)^D 
上可积，但两个二次积分不存在. 

2.设 f { x , y ) 定义在乃= {( U /) | 0 < x 名 1，0 < # < 1} 上， 

1，当 z 和 y 都是非零有理数，1 = ^4 =夺且如=%时， 

), 其他情况， 


y) 




% 


其中 Q 滿 表示有理数 AW 写成既约分数后的分母.证明 f ( x , y ) 在 Z ) 上 
不可积,但两个二次积分存在且相等. 


3. (1) 计算积分4 


0 J 


ky- -j-|dxdj/; 

(2) 设3 = f [ x ' y ) 在闭正方形 D -0^ x ^ l ,0^ y ^ l 上连续，且满足下 
列条件： 


y) dxdy = O f 


xyf { x , y)dxdy = 1, 


D 


D 


求证 = eD 使得 |/(|, 


4 f 证明 


1.96 < 


M + 


vKio 


100 + cos 2 x + cos 2 y 


da : dj / < 2. 


5 .设 / 是连续函数 , 证明 

f[ax + by + cz)^xAydz = tc 


(1 - u 2 ) f ( ku ) dy , 


其中 A : = Va ^ + fc 3 + c 2 - 

6 .征明 Poincare 不 等式: 设函数 f[x,y), 在 闭氐域 

D ： a ^ x (p(x) ( y $ tp(x) 

上连续，其中在 [ a , i >] 上连续. f { x , ip [ x )) = 0 f 则存在常数 K > 0,使 
得 
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J|/ 、， y)d ： c(iy s K d) dxd v^ 

( Poincare 不等式可看成是 Wirtinger 不等式（见第十五章参考题 8) 在高 
维空间的推广，见 [27] 及其中所引文献 .） 

7. 设％託 P ⑼， p ^ l . 利用 Holder 不等式证明 Minkowski 不等式 

|卜 +㈣ p K + |H| P . 


讨论 Holder 不等式和 Minkowski 不等式取等号的条件. 

8 - 设函数 fi ^ y ) 在区域 D =队1] X [0,1] 上四次连续可微，在其边界上取 
零，并且 

2)4 f 

证明 

f { x , y)dxdy ^ 

D 

^ r 

9 - 设定积分^ /(a ；1 y)dxd^>0, 证明存在 D 的闭子区域 f/, 使当 ( x ,y)£U 
时，有 f { x , y ) > 0, 

ia 证明多重积分的中值定 理：设 f ( x lr -- , x n ) 在有界闭区域 C IT 上连 
续，则 A 使 

， r 

*’ ■ /(^ l ^ n ) … ’ d^ n = /(《）- ( f ? 的悚 

n 

1 L 设函数 p 在 [ a f 6] 上非负连续，在 [ a 7 b ] 上连续单调增加，则 
(*)/W 如 ) （ p(x)g(x)dx^ ^ ^ P(X) 心 ) （ 咖 / ⑷咖 ) 如 ) . 

1.2- 设/在[0, 1] 上连续，单调减少且恒取正值，则 

rl rl 

xf 2 ( x)dx p ( x ) dx 

Jq 〆 ^ o 

^ f { x ) d£ f ( x ) da: 

Jo “J 


13 .设 




__da ： dy dz _ 

- a) 2 + (y — b ) 2 十 (s _ e ) 2 ? 


其巾 4 二 vV 十 i > 2 + c 2 > i ? > 0, 贝 J 

夸為❿ 


R z ^ j ^ 4 k 
'A + R ^ 1 ^ ~T^R' 
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14. 设 /(f) 是连续函数，令 

F(t ) 二 f{xyz) dx dydz, 

D 

其中 D = {{x,y y z) I 0 < a; < 0 < ^ < i}. 证明 

F ! {t) = 4* f -^-dw, 

1 Jo u 

其中咖 ）=/ ⑷ cb. 

15. 设坐标平面上有一周长为的椭圆尸,在其上选定一点作为计算 弧长合 
的起点，以逆时针方向作为计算弧长的方向，这时 r 有参数方程 

x = f(s), j/ = tp(5), 0 ^ s ^ 2kI. 

x 轴的正半轴绕原点作逆时针旋转，首次转到与点 ( f ( s ) Ms )) 处切线正向 
—致时的倾角为记 D 为 r 的外部区域内与 r 的距离小于〖的点所 
构成的区域. 

(1) 如果用 t 表示乃 内一点（心友）到 r 的距离 t 试将X, 表示成\ f 的 

函数 

x = y = y{s,t), 0 ^ s ^ 2jU, 0 <t <l] 

(2) 用计算验证区域 Z> 的面积为3^ 3 . 

第二组参考题 


1. 证明对任意0， 

㈣ 爷 + 中 “ 


其中 a > 0, & > 0, p， g > a 士 十 + 二 i. 

y 

2. 利用上题以及例题 22+5+9 的结论证明内插不 等式: 


其中 P = ( ★ — +)/( + — +)，0 < p < g < r，e > 0. 

3+设 D 是 R 2 中有界闭区域， u { x , y )^ Q 上连续且恒取正值,定义 


心 ㈤= 




yp 


其中是的面积，证 明: 

⑴ 1 M = maxu ； 

p —Q 

(2) lim $p(u) — minu; 

p™^'00 
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(3) lim < f p ( u ) 

p^G 


exp 


{mf ： 

Q 


In u dx dy 


4 .设 Pu 为半径等于 H 的球内的一定点，从 P 0 点向球面上任意一点 Q 处的 
切平面作垂线，垂足为&当 Q 在球面上变动时， P 点的轨迹形成一封闭 
曲面. 

(1) 求此曲面所围成的立体的 体积； 

( 2 ) 问当 P 0 沿什么方向变化时，上述体积的变化率最大？ 


5. 证明不等式 


~T 



■a 

< e'* 2 dx 


JQ 




— 


6- 设连续函数 f ( x , y ) 的等位线是简单封闭曲线， 5(^1,^) 是由曲线 
= V2 所围成的域.证明 Catalan 公式 


J f { x , y)<\x dy = 

S{vj 




其中 i ^) 是由曲线 f ( x , y ) - v u f ( x , y )^ v 所包围的面积，还假设 P ⑻ 
可微且导函数 P ( v ) 可积. 





第二十三章含参变量积分 


在 §23.1 和 §23.2 两节中考虑含参量积分的一般性质,其中包括含参量常义 
积分和含参屋：广义积分.对后者而言,其分析性质的研究首先涉及这些广义积分 
的收敛性是否关于参量一致.然后给出许多具体汁算的例子.在§ 2 &3节巾介绍 
两个重要的特殊函数： B 函数和 r 函数.最后一节是学习要点和参考题. 


§23.1 含参变置常义积分 


23.1.1 定义与性质 


在实际问题中我们经常会遇到带参数的积分，比如椭圆 -^- + ^- = 1(* 


> 


a > 0) 的弧长为 


r n /2 


r n/2 


^ = 4 I V a 2 sin 2 1 + b 2 cos dt = 46 s /\ — k 2 sin 2 1 dt , 

Jo Jo 

其中 fc = Vb^-at 是离心率.这里 J ( fc ) = *" ^/ l - k 2 sin 2 tdt 称为第二类完 

全椭圆积分，它不能用初等函数表示 ®. /( A ) 就是含参量积分的一个例子.一 
般地，设 D C R ， 二元函数 f ( x , t ) 定义在 [ a ， 蚵 x Z ? 上 ， Vf e D , 设 f ( x , t ) 作为 x 
的函数在 [ flj 上常义可积,即通常所说的有界可积，则 


rb 


冲） 


/(x ， f)cb 


是定义在 D 上的含参量常义积分.它具有如下主要性质. 

命题 23.1.1 {极限 性质）设是0的聚点，如果 t lim /( x , t ) = ^( x ) : 且收 
敛关于 r e [ a t 6] 是一致的，则训 4 在 [〜 b ] 上有界可积 

pfr rb 


!im ifi ( t ) — lim 

t —►之 (） 


/( aj ? t ) dx = 


i})(x) dx. 


命题 23.1.2 (连续性） 设 /(#) 在 [ a ， b ] x [ cM 上连续，则 


冰） 


在 [ c ， d ] 上连续. 


rb 


f(x,t}dz 


命题 23.1.3 (交换积分次序）设 /( M ) 在 [ a ，&] x [ C ， d ] 上连续，则 


rd 


rb 


dt 


rb 




rd 


dx 


f{x,t) dt. 


①关于椭圆弧长以及椭圆积分参见上册 356 页和第十六聿例题 16-1-1. 
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命题 23.1.4 (可微性）设 f t ( x , t ) ft [ a , b ] x [ c , d ] 上连续，则 

< p ( t ) = 

在 [ c , d ] 上可导 ，乱 : 

〆 (*)=[ ft (工 J ') dx . 


如果在积分限中也含有参量，则我们有如下更一般的结论. 

命题 23.1.5 设 /( M ) 在 [ M ] x [ c ，< i ] 上连续, a ⑷和⑷都在 [ c ， d ] 上连 
续，且 

a ^ ce(i),/3(t) ^ 6, Vt e [c,d], 

则 

rm 

^(t) = /(ar,i) dx 

在 [ c ，4 上连续.进一步若 / t ( x ,£) 也在 [ M ] x [ C ， tf ] 上连续，和 /?(*) 都在 
[ c ： d \ 上可导 ，则 p ⑴也在 | c , d ] 上可导，且 

= /( 邱)，*) 〆 (()- f ( a ( t ) t t ) a r ( t )+ dx . 

' «(0 


例埋 23.1.1 ^ f ( x ) ft [0,1] 上连续,考察 


厂 1 


m 


i^ f{x)dx 


的连续性. 

解显 然厂⑷ 定义在（― oo ，+ oo ) 上.且 W 0 ¥ 0, h ( x , t ) - 


x 2 + 1 2 


在 


[0, i ] x [ it 03 2 t 0 ] 上连续(或 [0,1] x [2* 0 , ^ t D ] 上连续)，由命题23丄2知 F ⑷在 
to 点连续. 

下面讨论 F ⑷在 * = 0处的连续性.我们先考虑 


lim F ( f )= lim 

t — 0+ h 0+ 


o ^ r /(-) d - 


注意到 


f 1 + 1 

「 t" S 

Jo x 2 +i 2 / Nd^-J 

o ㈦ 叫 

而当 t — 0+ 时， 



(1/3 


x 2^2 f ( X ) 如- 


rt 1 ^ 3 
0 ^ 


2 ,2 /㈤ ^ — /(0 axctan ~ - > /(0 ) 号 


( i /3 x 2 + t 2 


■ f ( x)dx 


)1^7^ — 0 , 


因此 
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lit 


x ^ + t 2 


./ ⑷如=/(0)导. 


同理可证 

上 IJL 邱) =-/(0)|’ 

所以当/(0) = 0时, F(o 在^连续,否则在零点不连续. 


例题 23.1.2 设 




m 


ri+t 


dj ： 


sin { x 2 + y 2 -t 2 ) dy , 


求 ^(t). 

解令 /( M ) 
的求导公式 


X — t 


rX-\-t 


x—t 


sin ( i 2 + y 2 -* 2 ) dj /, 其中 t 为参变量 .由含参量积分 


而 


⑺= 2t sin(f 4 + y 2 - t 2 )^y + 


dt 


sin ( a : 2 +y 2 - t 2 ) di /) dx. 


dt 


[>2 +t 


sin(a; 2 +y 2 - t 2 )dy 


X — t 


sin [ x 2 + ( a : + t ) 2 - t 2 \ - (-1) - sin [; r 2 + ( a : - t) 2 - t 2 } 


r^+t 


Jx—t 


(-2 t ) coe ( a ; 2 +y 2 — t 2 )dy 


2 sin 2a; 2 cos 2xt - 2t 




最后得到 


x—t 


cos (: e 2 +y 2 - t 2 ) dy. 




F f {i) 二 2t sin(i 4 -\-y 2 -t 2 ) dy+ 2 




sin 2x 2 cos 2xtdx 


- 2t dr 

- o 


cos{x 2 + y 2 - t 2 )dy. □ 


X-t 


23.1.2 几种常用的求参变量积分的方法 




dx 有困难，常采用以下两种方法. 




如果直接求 

1 -先求 〆 ⑷，即先求 j ft(x,t)dx, 然后再对 f 积分求出 p ( i ). 

2,把 f{x,t) 表示 为积& 形式,再用积分号下求积分的方法.此时通常要交换 
积分次序. 


例麵 23.1.3 计算 

办） 


r «/2 


ln ( sin 2 9 + x 2 cos 2 e)d$, 0 < 工 < + oo . 


(23.1) 
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解令 /( zj ) = ln ( sii ^+; r 2 cos 2 0). V ; r 0 e (0,+ 00 )，在[音; r 。, 2 工 0 )x 
[ 0 , 号]上连续，且以 A 。= sin m 〜也在 [ 如。， 2 小[0，哥上连 


续.应用积分弓-下求导的性质,可得对 Vi e (0,+ oo ) 

r 71 / 2 0 一- _2/i r ff / 2 


r ㈤ 


2 x cos ^ 


sin 2 6 + x 2 cos 2 


2x 


/■ 十 00 

o 

2x 


x 2 +t 2 l + t 2 
/■+00 


= 2x 
dt 


d & 


x £ + tan J 0 


(令 tan 0 = t) 


Jo 


x 2 - 1 
2x j it 


x 


T+W ~ x 2 \t 2 ^ di (a;#1) 


7 C 

TT ^' 


积分得 

/(x) = 7 tln(l + a:} + C . (3 ； ^ 1 ) 

由的连续性知上述表达式对 x ^ 1 也成立.在 (23.1) 中，令: r 
叩 ) = 0, 从而 C = -7Cln2, 最后得到 

/( ar ) □ 


1，则 


Ji/2 


1 + Q COS 怎 ■ 1 

1 — a cos a: cos 2 ： 


d ^, jaf < 1. 


例 ffi 23.1.4 求 

/(a) — j In 

解由于 

lim ]n ^ ^ CQS x 1 1Jm r l n (l + ft cos x ) ln(l — q cos a :) 

: e — n/2 1 - a cos a ： cos a : _ ： e ：!^ 2 [ cosx 


COS I 


2 a , 


dy 


于是 z = j 不是瑕点.又 

Jn(l + a co^x) ln(l — a cost) 
cost cog x - 

令 /(%&) = 1/(1 +y COS ： r)，Va e (—M), /(aj/) 在 [ 0 , j] x [-a, a] 上连续，利 
用交换积分次序性质， 

r^/ 2 j- / ■« / rz - \ iJi/2 


. Q 1 + y cos a ?' 


r» 


/ ㈤ 


dy 


da : 


Jo 1+2/cosa ： 

2 _j __.. 「I — y 


V ^ ~ V 2 


arctani 


i + 汉 


^ V 1 -y 2 

dy 


arctan 


1 + 沒 


^ tan 冬 


dy 


Jo y/l - y 2 
dy 


arctan t /-? ~ ^ + arctan ^ I } + y )dy 


7 U 


a 


yr 


+ y 

7carcsina + □ 


1 -y 




注 1 也可以用下面的方法求八^): 
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2S3 




dy 


rlt /2 


dx 


由于 

而 




o 1 + y cos t 


fQ dy (1 + y cos z ) dc 

a JO 


1 ~ y 2 cos " x 


,2 


y coa a ： dx 
o 1 — 没 3 cos 2 x 

Ha ) 


是 y 的奇函数，于是 f 办广% 

、- a JO 丄 


y cos x da ： 


2 2 
一 y cos ^ 


A 从 


rti prt /2 

dy 


a 

rQ 


dx 


0 


r 十 oo 


2 


o ^/ l-y 


1 - y 2 cos 2 x 

-^-dy — Jiarcsina . 


dy 


du 


o m 2 + (1 - y 2 ) 


注 2 还可以用对参变量 a 求导的方法求 /(«). 


例麵 23.1.5 证明 


r 2 n 


e t cog (I cos (f s i n 0) 册 =; 2lt. 


分析 注意上式左端是含参量 * 的积分.设/⑷ 


r2K 


e icos0 cos { tsm 9) de . 


要证明 / W 三 机即 / ⑴为常 函数. 显然有/(0)=汍于是只要证明尸⑷ = 0- 


证 1由求导性质 

r 2 n 




e iCds ^ cos 0 cos ( tsin 0) d 0 


o 


2 n 


e tcos 9 sm { tsmO )& iTi$de 


e tcose cos{tsme + 0 )dd. 


m = 

容易归纳证明 

于是 ^ 

/( n )(0) = 0 ， h 二 1 ， 2,… ■ 

从而利用 Taylor 展式 

/⑷=/(0) + 0 +…+ 0 + 令 ㈤ ⑹， 

其中 S 介于0与 * 之间.因为 


f 2 n 

f { n ) ( t ) = c tcoa8 co&{tsine + nd ) dd . 


\i (n) m = 


r 2 n 


G icose cos(^mB + ne) d9 


r 2 n 




所以对每一个固定的 f e (- 00 ,+ oc ) 

lim ⑹ = 0 . 

—一 ^ b n-^oo Til 、 > 

最后得到 

f(t) ^ /(O) = 2it. □ 

证 2 利用下一章的曲线积分知识,可以计算 


e^ 1 ^ 2nel f l, 
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p2ti 


2冗 


尸 ⑷= e < cg»« CQg ^ cos ^ s i n - e* cos ^ sin(t sin 9) sin B AB 
Jo Jo 

= O e tx ! cas (印 ) dy + sin (^) dx ], 

其中单位圆取逆时针方向.用 Green 公式得 


m 


d + y 3 (i 


去 ( e t;r cos {( y )) - |( e & si 咖 )) 


dx dy — 0- □ 


利用含参量积分的性质,我们可以用嵌入法来计算一些定积分/ = f(x)dx. 
这些定积分对应的不定积分不是初等函数，故不能用 Newton-Leibniz 公^进行计 
算. 嵌人法的步骤是先引入参变量 y , 化为 /( y) = | 使得 I(y Q ) = I ( Vo 

为某定值)，求出 J ⑻后令 y = y 0 + 在应用含参量#、分性质时要注意条件检验. 

例题 23.1.6 求定积分 


1 ln(l + x) 
0 1 十 V 


dx. 


解对这个积分在上册扣 4 页的例题 10.47 中已经给出一种解法,下面的解 
法是利用含参量积分的性质■由于 /(: r ) = 没有有限形式的原函数，直 

接积分是不可能的.引入变量《，定义 工 

f 1 ln(l + ax) 


J ( a ) = 


1 +P 


da ;. 


易见 "1) = /■ 可以验证 f ( x , a ) - — 在 [ M ] x [0,1] 上满足积分号下 
求导的条件 f 于是 X 




x 


0 (1 + x 2 )(l + a ^) 


Q + 3? 

IT 


da ; 


1 + a 2 


+ 




由此得出 

hi ) = m + 


L 上 2 [a arctanx + 士 ln(l + x 2 ) - ln(l + ax )] 
l + a 2 f ^-^+ Y ln 2_ lli ( l + «)]■ 


移项得 


/ f (a) da = q y + 】 n 2 一 In(l 十 a)] da 

(|ln(l +a 2 ) + +ln2 arctan j - /(l). 

/ {1) = 4 In 2. □ 
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23.1.3 练习题 


1‘求 F ($) 




ln(l + 沒 cosx ) da ; (|^| < 1). 


2 -设 /( M ) 为可微函数， F ( x ) 


dt 


ta 


求 F f ( x ), 


3 .设 /( iy ) 在 Kfe ) X (C,d) 上连续有界,证明 

rd 


办） = 


fi ^ y ) 


在 （ a ， b ) 上连续- 

r2n 


4 .设 / ⑷ 


1h(jR 2 + a 2 ~ 2 aRcos 9) dd : ja| < /i, 证明 I f ( a ) = 0, 


5. 设 a，b > 0, 求 


- x ' 


6 ‘设 F ( t )= 

7 .设 / ⑷ =(^ 
并由此计算 


da: 


i - sin(ln —— )da;. 

lna ； x f 

f(x + y + t ) dy , 其中 / 为连续函数，证明 
产⑴ = /(t + 2«) - 2/(t + a ) + /(f). 


。6?如)，洲 

fc + CC 

e-^ da:. 

0 


„-t 2 (l+a： 2 ) 

1 + x 2 乜-证明 /(*) + 9( t ) 


n 


§23.2 含参变置广义积分 

函数项级数可看成离散求和的含参量广义积分,其中函数的自变量对应着参 
变量.因此含参量广义积分的分析性质的研究与函数项级数的分析性质的研究 
在许多地方是类似的,可以比照第十四章相关内容.此外还可以参见 §16.1 节的 
内容,其中涉及以《为参量的无穷限广义积分. 


23.2.1 一致收敛性 

含参变量 f 的广义积分 

，+cso 

( f { t ) — dx , t e T (23.2) 

Ja 

( T 是有限或无穷区间）的分析性质研究的一个重要条件是积分关于参量的一致 
收敛性 ■ 

设积分对每一个 t € r 收敛.如果 w > o , 存在 A = a 0 (£), 当义 > 冯时， 
对一切 （e r ， 成立 
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十 05 


f(x,t) dx 


A 


<S, 


则称含参变量广义积分 (23.2) 关于 t e r —致收敛. 

除了用上述定义外,判定含参量广义积分 (23.2) 的一致收敛还有下述方法- 

「+00 


1* Cauchy 一致收 敛准则 


f(x, t)dx ^teT —致收敛的充要条 件是: 


Ve >0, 存在 4 > a , 当木 W >戊时，对一切 t € X , 有 

- A J 

f(x, i) da:[ < e. 

\a 


「十 OO 


2. Weierstrass 判别法 （M 判别法）设 /(x, f) h 在 K 了上收敛，如果 

(1) l/(x，*)| ( F(x), a^x < +oo, t G T, 

「+尤 


( 2 ) 


则 


f ㈤ d ; c 收敛， 


+oo 


/( M ) dx 关于 * e T —致收齓 


3. Abel 判别法设 

，+oc 


⑴ 


/( M ) dx 关于 KT — 致收敛, 


(2) 函数 g(x t t) 芙于: r 单调,且作为二元函数是有界的, 

r+oo 


则 


fix . Mx ^ dx 关于 teT 一致收敛. 


4. Dirichlet 判别法设 


⑴ 


f(x, t) dxJ^A^a,t^T 是一致有界的 t 


(2) 函数 s ( m ) 关于^单调，且 iim 咖，0 = 0关于 k r 是一致的, 

x-*--\-ao 


则 


+ 00 


t)g(x, i) da ： 关于 i € r —致收敛. 


5. Dim 定理设 /( x , t ) 在 D = {a < z S oo,a < t <外上连续且不变号， 

r+oo r+oo 


冰） = 
致收敛 


f{x,t)dx ^ [a,/?] 上连续，则 


关于 f G [ a ^\ — 


上面所说的含参变量的广义积分是指积分限是无穷大的情形，同样可以研究 
有瑕点的含参变量的广义积分,结论（包括5个判别法）完全相仿. 

判定含参变量广义积分不一致收敛的常用方法如下. 

1+按定义：七0>0，\/虹>0，存在次财）>财以及^1/)£乃使得 


r+ca 


A(M) 


f{x 7 t{M))dx 
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2.按 Cauchy 一致收敛准则： 3 e 0 > 0, VM , 存在 ^( M ) > M , A 2 ( M ) > M 以 
及 t { M ) € T , 使得 


> A 2 ( M ) 




> - 


3 .若 /( M ) 在 [ a ; + oo ) x r 上连续， ~ 为了 的一个聚点, 


r+oo 




r+oo 

r \ { M 上收敛，而 f(x,t 0 )dx 发散，则 /(： M ) 如在 T 上必定不 

Ja Ja 

一致收敛. 

r+oo 


4. f{x,t) 在 = 上连续，沪⑷ 


f(x ， t)dx 在 


[^0\ 上存在但不连续，则 


23.2.2 例題 


f+OO 


f{x,t) dx ft \a,0\ 上不一致收敛. 


最常用的判别法是 M 判别法，教科书上已有很多例子.下面举一些用其他 
判别法的例子,此时被积函数往往是变号的，并且广义积分是非绝对收敛的. 


例题 23.2.1 讨论 

m 

在沒 e [0,+ oo ) 中的一致收敛性. 


r+oo 


sinrc 2 
i + xy 


dx 


解 1 ( 用 Abel 判别法）首先对任意固 定的? / >0,原广义积分是收敛的. 

oo 疒 +oo 


又因为 


sinx^da; 


^int 


是一致收敛的. 

任意固定 v e [0 t + oo) t 是^的单调函数，且 

判别法知 

„2 


^出收敛，与 s / 无关，故关子 y e [0, +00) 




< 1-由 Abel 


十 OO 


关于 V 在[0, +00) 上一致收敛. □ 


TT ^ 


da : 


解 2 ( 用 Dirichlet 判别法） 将/⑼改写为 


xsmx 


由子 

「A 

x sin x 2 da;= 
Jo 

对每一个固定的 V e [0, + oo ), 


:(1 十 W ) 

id 


da:. 


T 


cos a: 


2 


^ 1, V|/ e [0,+oo)* 


；(1 + ^) 


对 z 单调，且 
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~1 y \ ^ --^ 0 (X — > +00)， 

x(l + x v ) \ X 

故当 t 4 + 00 时， x ^\ xV ) 关于1/ 一致收敛于0.由 Dirichlct 判别法知原广 
义积分对 M [0,+ oo ) —致收敛‘ □ 

例题 23.2.2 讨论 

r 十 , 

1 ( a ) ^ ^dx 
j ! a ; 

在 （1) a € [ a 0 , + oo ), 其中 a 0 > 0; (2) q e (0, +oo) 中的一致收敛性. 

注此题在上册 3 S 4 页的例题 12.2.3 中出现过，积分区间是(0, + oo } t 0 点可 
能是瑕点，在那里是讨论广义积分的收敛性与绝对收敛性. 

解⑴由于 VA >1 有 

cA 

sin x da : ^ 2, 

h 

即关于 a e [ a 0 , + oo ) 上述积分一致有界.又对每一个 a e [ a 。，+ oo ), +对 z 单 

调，且 Igr < -^4 r ^ 0(^ 屮⑺)，即当 Z -> +00 时，+ 关于 Of e [ a 0 , + oo ) 

一致趋于0,由 Dirichlet 判别法知 /( a ) 在 [ a 0 ,+ oo ) 上是一致收敛的. 

(2) ^在 [1, x (0, +«>) 中连续,对每一个 a e (0,+ oo ), 广义积分 

十00 

是收敛的 ， a = 0是（0, + oo ) 的聚点.因此由积分丨 sinxdx 发散知广义积分 
J ⑷在(0, + oo ) 上不一致收敛 .口 ° 

例题 23.2,3 讨论 W - 1 ! n 2 zdx 在 （1) p 》 po > 0 ;⑶ p > 0中的一致收 
敛性. ° 

解⑴当 P > 0时,积分以工= 0为惟一瑕点，由于当; E e (0,1) 时 

| i p - 1 ln 2 x | ( 

1 ' 怎 l〜po ’ 

而瑕积分 U dir 是收敛的,故由 M 判别法知积分在 P ^ Pq > 0 上是一致 
收敛的.° 

⑵当 P 充分接近0时，栌- 1 hi \ 与 ^ - 相接近，而 f 是发散 

^ 2 C 

的，由此猜测 p >0 时原积分不是一致收敛的.下面给出严格的 证明 ： ve € (0,1) 

n n , - 
T^ln^xdx = ^ ln 2 ^ = 

Jo • 0 k 0 ^ P 

由子 lim P = l 取； 则当叶时 
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In 2 (丄 f = 上 — +①. 

P t 

由极限的保号性知存在心£ 10，1]，当0 < C S &时,>1,所以存在 
e 0 = 1. V 5 > 0,存在心 = mia {5 ! ^ 0 } f P = € l , 使 

Ki 

In 2 xd^: 


yi i n 2 工如 






由一致收敛的定义知瑕积分不是一致收敛的 .口 

注对瑕积分的一致收敛性的讨论，也可以转化为无穷限积分的情形去讨 
论，但这种转化中使用的变量代换不应与参变量发生关系，否则会出现错误结论. 

例题 23.2.4 证明 J ( i ) = f + °° 


如在( 0 > +0 °)上不一致收敛. 


分析被积函数中因子 


X 


a2 + y 当: T ： 4+00时的渐近性态与含相同■而 


r+oo 


siri ^ 

x 


dx 在 （0，+ oo ) 上是不一致收敛的，故可依此证明原含参量广义积分 


在(0,十 00) 上也是不一致收敛的.下面给出具体的证明. 

证1反证法.由于= 若叩） 

在(0, +00) 上一致收敛,= 1 + ^对 z 单调且 
Abel 判别法知 


xsm tx 
a 2 + x 2 


dx 


x A 


x A 


or 


x A 


€ 1 + a 2 ， 由 


+oo 


sin tx 


x 


在 (0, +00) 上也一致收敛.矛盾. 口 
证2 \/乂>0，取鳥》木且令 t 0 


2 Ao 


xsintpx 加 
A 0 <^+X 2 


■2 to Ao 


Aq 


dx 


，则 


ysmy 


t 0 A a a 2 tl + y 2 




ysi 


ysmy 


不妨设 A 0 多 a ， 则当 1 S S 2 时有 




+ y 2 


却. 


v 


a ^ y 2 




r 


于是 


'2j4o 


1 + 沒 2 y l+y 2 


> 




由 Cauchy 准则知 


r +oo 


xsinfoa; 
q? + x 2 


r 2 


^ ^ -FT 


siny 

y 


dy ^ s 0 > 0* 


忠’ 如在 （0, + oo ) 上不一致收敛. 口 


23.2.3 练习 fi 

1. 讨论下列广义积分的一致收敛性: 
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⑴ 

( 2 ) 

(3) 

⑷ 

(5) 

⑹ 

⑺ 

⑻ 

⑼ 

⑽ 

( 11 ) 




e —( i + aWsintdf，a e (- 00 , 十 oo ); 

0 

m eosxy ^ d ^, y e [ t / o , + 00 ), 其中训 > Q ; 
0 v x ^y 

r+«> 2 

e^ tx dx , te (0, 十 00 ); 
o 

'+00 

-扣 cosx dx, ae [0, + 00 ); 


e 


^/x 


0 

，+co 


e ™( I_y ) 2 da ：, y e (~ oo , + 00J ; 

xlna : e _ tv / s dx , (1) t € [ t D ,+ oo }， 其中 t 0 > 0， (2) t £ (0,+ oo ); 


0 

r+co 


+00 


1 - e_ ut 


cos t df , u e [0,1]; 


1 + a ;+ p ‘ e - cosa 2 f 2 dt, a G (Oj+oo); 

' + OO 

e 一欠 （ 1+y2 ) sinydy, xG(0 } + 00 J; 

0 

'+00 , 

0 ㈣ 
r2 r t 1 

— " . dx , |^| < - 75 -; 

0 y/{x-l){x-2) 2 


(12) (1 - x ^^ dx , (1) we [仏 + oo )， 其中 a >0， (2) u e (0 ? + oo ). 

Jo 


2 ■设 


r+w 


r+oo 


// ⑷ dx 当 X 二 a 、％ 二 b 时收敛 （a < &)■ 证明 x x /(^)^ 关于 
kefa , b ] —致收敛. ° 

■ + >X 

3. 证明积分 xe -印如 在 (0,+ oo ) 上不一致收敛. 

Jo 


且 


23.2.4 主要性质 

与函数项级数类似，含参变量的广义积分有如下主要性质. 

命_ 23.2.1 (连续性）设 f ( x } t ) 在 i ? = {a < x < + oo，a < f S 坍上连续， 

「十 OO 

f ( x , t ) 加关于 t 在 [ a ，/?] 上一致收敛于则沪⑷在[«，別上连续，即 


Vio ^ 有 


lim 


+oo 


f(x,t)dx 


+oo 




Ja 


lim f(^,t) da:, 

t ― *i：Q 
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命趣 23.2.2 (可微性）设/办，0在 D 上连续， /( xjda ; 在 


[ a , 13 } 上收敛于 ft ( x , t ) 如关于； e [ ct , 別一致收敛 ，则？ (0 在 [4 別上 
可微，且 " 


〆“) = 岳 /(M ) 也 


ft{x,t) dx. 


命题 23.2.3 (交换积分 次序） 情形1:在命题 23.2.1 的条件下， p ⑴在(《，巩 
上可积，且 


「卢 r+oo 

dt /(ac f i) da: 


—hoo p 0 

cb /(3 E , t ) dt . 


Ja Ja 


情形 2: 若 /(% 在 a ： > a , f 》 c 上连续, 


/(;c ， t)d；E 与 




(23.3) 


在任意有穷区间上一致收敛(第一个关于 A 第二个关于并且两个累次积分 

r+oo f+cc p-hoo r-i-oo 

dt 与 ds 


中至少有一个存在，则两个累次积分 

, -4-00 r^-oo rH-oo p+oo 

At /(x, t) dr 与 I dr /(x, i) dt 


(23.4) 


都存在并且相等. 


注 1 (Dini 定理） 如果 f ( x , t ) 连续非负 ，且 (23.3) 中两个积分都是连续的 
(第一个关于第二个关于则 (23.4) 中的两个累次积分中的一个存在可推出 
另一个也存在，并且二者相等.关于这个定理的证明可见 [8]. 

注2关于命题23. 2 .1中的极暇号与积分号的换序 t 如果将 /0 M ) 视为 
将 f 与命题 161-1, 16.1.2 中的下标 n 等同,将 t — * ◦视为 n — 00,则也有相应 
的极限与积分的换序定理. 

23.2.5 例题 

本小节的例题分为三种类型. 

1. 应用 Dirichlet 积分 

斗 °° - dx^f, [ + °° dr = -fsgna 

Jo ^ 2 Jo ^ 2 

或 Euler-Poisson 积分 

r + °° f + °° 诉 （ 

e x dx ^ e 叩 dat 二 (a > 0) 

Jo ^ JO 

求其他广义积分的值. . 
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2- 讨论含参变量广义积分的分析性质. 

3 - 用积分号下求导或积分的方法，求含参变量广义积分■并用“嵌入法”计算 
广义积分. 

r+ x ! 2 

例鼸 23.2.5 求 - l ) dx , 其中 a > 0. 

. n ^ 


m 由于茂 


X ‘ 


-%所以工= 0不是瑕点.原广义积分与 


Poisson 积分比较，多了和因子与积因子现设法用分部积分吸收掉. 


r+oo 


X A 


(e- M -l)dx 


r+oo 


x 


-2 a 


(e 


■hx 


—ax 


— l ) 


X 

+ OQ 


r+OO 


~ Q ~ a ^ ' (-2^) dx 


da : 


Vna . □ 


注本题目也可以用在积分号下求导的方法去求解. 

r+oo , 

例題 23,2.6 证明 F ( a )^ 在 (2 , +00) 上连续. 


证 Ve > 0,当 a e [2 + e ，+ oo ) 时有 


X 


由 M 判别法知 


2 + x a 




x 


1+E 


3； € [1, +00). 


4-00 


X 


2 + x a 


dx 


(23.5) 

(23.6) 

pH-oo 

关于 a e [ 2 +q + oo ) 是一致收 敛的. 由此以及一致收敛的定义知 2 心 dx 

关于 a G [2 + £, +00) 也是一致收 敛的. 于是 尸⑷ 在 [2 + £, +0 O ) 上连续.由 e 
的任意性知在(2, +0 O ) 上连续. □ 


注1由于连续性本质上是一种局部的分析性质,我们可以先证明 F ( a ) 在 
( 2 ，+00)上的内闭一致收敛性,然后用连续性定理得到内闭连续,而内闭连续等 
价于在开区间上连续.也可以对于 (2,+00) 中的任一点 a Q , 在 a 0 的小的闭邻域 
中证明 f ( a ) 的连续性,再从 a D 的任意性推出 f ( a ) 在 (2, + oo ) 上的连续性.这: 
种想法也可用于可微性证明. 

注2由于不等式（ 23 . 5 )只对; c e [1, + oo ) 成立，在 x 6 [0,+ oc ) 上不成立， 
因此由 M 判别法只能证明 （23.6) 是一致收敛的.但由一致收敛的定义， 

* + 0O p+OO 

0 2 + x a da： 与 i 2 + x a ~^ x 

的一致收敛性是等价的.因此由后者的一致收敛性可推知前者的一致收敛性，这 
种方法称为“截断法”. 
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例商_23_2.7证明当 b /0 时 

r+oo 

Jo & 

在 [0, + oo ) 上连续，在 （0, + oo ) 上可导. 


(1 - e _at ) cos bt di 


证由于， ++ (1 ， e _ at) 


a , 所以 i = 0 不是瑕点. 
⑴证明 P ⑷在 ％+ oo ) 上连续-令 

- e _nf )cos bt , t > 0 t a 》0, 

a ， "t 0j £1 ^ Oj 


/(t,a) 


则 /( M ) 在 [0 ,+ooJ x [0,+ oo ) 上连续, 


由知 


r +oo 


cos bt 


d * 关于 a e [0, + oo ) 一致收敛，又 1 - e _ at 对 * 单调, 


且11 — f at I S 2,故由 Abel 判别法知 


r-f oo 


-(1 — e ~ at ) co»btdt 关于 a € [0, + oo ) 


r+oo 


一致 收敛. 从而 


f (1 一 e ^ cosbtdt 在 a e [0, + oo ) 上 连续. 又由本章第一 


(1 - e ~ ttt } cos bt dt a € [0, + oo ) 上的连续 


节的命题 23.1.2 (连续性)知 
函数, 所以 F(a) 在 a € [0, + co ) 上连续. 

(2) 证明 F ⑷在 （0, +00) 上可导.由 

(t t a) — e~ at cos bt, t ^ 0, a > 0 

知 f(Aa) 与 f a (t,a) 都在 [0, + oo ) x [0, + cc ) 上连续，且 Ve >0， ia>e 时 

|/a(^.»)l < e^ ot ^ e^ st , fe[0 ， +oo), 


r-foo 


而 


i"+0O 


e ~ £ t dt 收敛 ， 由 M 判别法知 f a ( Ua } dt 关于 《 € [ e ，+ oo ) 是一致收 


敛的.于是 F ⑷在 + oo ) 上可导，由 e 的任意性知 f ■⑷在 (0 r + oo ) 上可导 t 且 


，⑷ 


+oo 


e~ at cosbtd ^ a € ( Q f + oo ). □ 


(23.7) 


例题 23.2,8 求例题 23.2.7 中的 F { a ), 
解 1利用表达式 （23.7) JU >0 时 


F '( 


»— q£ 


2 + $ (^ sia&t - a cos 6*) 


-f oo 
0 


a 


a 2 + b 2 ' 


于是 

F ⑷二 + ln(a 3 + b 2 ) + C. (23.8) 

由于 F ⑷在 [0,+oo) 上连续，且 F (0) - 0, 于是在 (23.8) 中令 a — 0, 得到 


所以 C =-jin A 最后得到 


T 


lnb 2 + C . 
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F ⑷ 


T 


a 2 + b 2 
b 2 


□ 


解 2 用 “嵌人法' 注意到 F ( a ) 的被积函数中难处理的因子是 +. 可以像 

解1那样用对 a 求导的办法消去又可以把 -f (1- 写成一个特殊的 

积分值，即引入 


m 


，+oo 


士 ( c ~ ^ — e —at ) cos di , 


其中 a > 0, & / 0 固定，则 F ( a )^ /(0). 因力 


- I 


e - ^ - e ' 




所以 

形式上交换积分次序得 

m =- 




e- fy dy, 


m 




rP 


o~ ty cos bt dy . 


a 


'P 

>+oo 


dy 

e _ i 々 cos&tdi = 

- 

t k 

0 

j 


rP 


y 




In 


a 2 + b 2 


若上式对 /? = 0 成立,则可得 F ( a ) = /(0) = 4 -In 


a 2 + b 2 
b 2 


下面验证条件.先考査对哪些 3 积分可换序. 

⑴设灿 ，*) = e~ ty cosbt, 则 Va ， f(y : t) ^ [ a ,/?] x [0 ; +oo) 上连续 ■ 

⑶设 /3>0， a >0, 由 | e 吻 cos 切| < e _ ‘{« ，冲及 m 判别法知含参量广义 

e 吻 cos & tdt 在 [ a ，/3] (或 [ p , a \) 上关于?/ —致收敛.因此当/? > 0时, 


+。0 


积分 
积分换序，故 


峨 


In 


a 2 + tp 


最后验证在 a > 0, 6 / 0时， 7(/?) 在点= 0处右连续.令 

\ 4-( e _ ^ f - e _ af ) cos &£, i > 0, ^ 0, 


_ 

-/?+ a , 

则 /( 之用在[0, + oo ) x [0, + 00 ) 上连续. 
下面用 Abel 判别法证明 /(/?) = 


i = 0, /? > 0, 

( e - 讲- e 一 ， cosbtdi 关于 /? 在 
cosbtdi 关于 0 G [0, +00) 是一致收敛的； 


+00 

0 


[0, + oo ) 上一致收敛,从而 /(/?) 在/? = 0处右连续.事实上 

f + OQ 

(1) 


(2) 对任意固定的0為0, 


-/3 e _ 讲 + ae- at 


e- Q *[a - 妒 -卵] 


当 f 足够大时是定号的 t 故 e _ 讲 - e - w 当 * 充分大时是单调的，又 | e ^- e - a ^2 ; 

r+oc 

由 Abel 判别法知 J (/3) 二 


( e ~^ - e~ at )cosbtdt 关于 /?在 [0，+ oo ) 上- 
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致收敛，从而"奶 在卜0 右连续. □ 


23.2.6 练习题 


1■设 


+ 00 


f ( x , y ) dy 对于 z 在刊的邻域 U ( x Q ) 中收敛， 在 U ( x 0 ) X 


a ，+ oo ) 中存在， 且当 ; r — x 0 St U ( x , y ) 关于 y 在任何有限区间上一 

°°厶 kj ) 办在 U ( x 0 ) 上一致收敛.证明 


致收敛于 M 工 “，又知积分 
'+00 \ 


d 

dx 

2. F ( a ) 


(J 




存在 a 等于 


_+oo 


M x o,v) 


+oo 


sin(l — a 2 )x 


x 


如，证明 F ⑷在 (- oo , - 1) U (-1，1) U (1, 十 oo ) 


上连续，在 《 = ±1 处间断. 


3. 证明 F ( a ) 

上连续， 

4. 证明 F ㈨ 

且 ^( x ) : 


+ 00 

a 

_+oo 


sm ax 
x 

ICG _ 况欠 


,2 


dx ^ Q e (0, + ⑺)上不一致收敛,但在 (0, + oo ) 


办在[0, +00) 上连续，在(0, +00) 上 F ^ x ) 存在， 


-4*00 

0 


去 (f e ，W 


Bx \ y 

5■设 F { a ) = >( tc S ^ )2 _ 0 杠证明 F ⑷在 (0> 2 ) 中连续. 


6.设 F ( y ) 


_+O0 


ye ， x2y2 cos [ x(l - y )} d ; r ， 求 lim F ( y ). 


7- 利用 Dirichlet 积分或 Euler - Poisson . 积分求下列积分值: 
r+oo . „ 


⑴ 

( 2 ) 

(3) 

⑷ 


v T 

—OO 

+oo .3 

sin x 


0 

广 +oo 


X 


dz ; 


0 

■+oo 


：2 e~ Qxl da : (ft > 0); 
e . (a ^ +bx+c) dx 


-O0 


8- 利用积分号下求导的方法求下列 积分: 


⑴ "a) = 

(2) m - 
⑶/ ㈤ = 


r+cso 


0 

「+oo 


e -axSl^ dx ⑽ (J); 
耐仙 f 如 ( a ^ O ); 


)o 1(1+x 2 ) 


「十 oo 


~ x^~ v：c dy (t ^ 0). 


y 


9 -利用积分号下求积分的方法求下列 积分: 
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(1) /(«) 
( 2 ) 


-f-OO 


arctanax di (a > 0 ) ( 提示 ： —axctam 


o x(l + x 2 ) 

r+0 ° cm 0 x , — 1 

o X (提不 : 


X 


dj/ 


o 1 + i/V 


0; 


lim 

5—^0+ 


-f-oo 


- t ( J ] 2 +« 3 ) 


df ) + 


10. 求含参变量瑕积分 
Ha ) 

11 -计算 

m 


1 ln(l — a 2 x 2 ) 

o \/l 一工 3 


dj ? (| o | ^ 1). 


-\-oo 


▲ 

e~ x coa( 2 yx )(ir (〜 co <y < +oo). 


§23,3 B 函数与 r 函数 

在计算积分或者解常微分方程时,常常遇到其解不能表示为初等函数的问 
题 - 解决这个问题的方法之一是引进一些新的函数 T 它们可能是函数项级数的 
和函数，或者是用含参量积分表示的函数 , 然后研究它们的性质，甚至做出函数 
值表.这类函数一般称力特殊函数 . 这一节介绍的 Beta 函数（记为 B 函数）与 
Gamma 函数（记为 r 函数 ) 就属于最重要特殊函数之列.它们在数学的很多分 
支中都有应用 . 有不少重要的定积分值可以用它们表示出来 . m Gamma 函数 
的一些性质本身也是数学分析中很好的训练，在 23 . 3 . 4 小节中的部分内容可作 
为习题课的补充材料 . 


23 . 3.1 B 函数 


B 函数也称为第一类 Euler 积分 .B 函数是一个二元函数，它的定义是 


B(p ， g) = 

它还有下列等价的积分表示 

r+oo 


3： p_1 (l — a;) g_1 dac f j3, q > 0. 


(23.9) 


E ( p , g ) 


y v-1 


r-\-oo 


Jo 


(1 + y) p+q 


吻 


y q ' 


(1 + 沒广 


dy 


= 丄广 00 F — 1 + 浐 ― 
_ T 




0 

f ic/2 
0 


(1 + y) p+q 


办， 


co 3 2 p_ 1 0 sin 2g_i 


B 函数的主要性质 如下： 

1 . 对称性： B(p,g) = B(g ， p) ; 

2 - B(p, Q ) 在其定义域内连续， E 有任意阶连续偏 导数 ; 
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3. 递推 公式: 


+ = ^yB(p t g), B(p + l ， g) 


P 


p+q 




如果 m , Ti 都是自然数，则 


B(m,n) 


(m — l)!(n — 1)1 
(m + n - 1)! 


(参见上册 326 页). 


23,3.2 r 函数 

r 函数也称为第二类 Eulei ■积分.它是一元®数，其含参积分定义为 

ti *, 5 > 0. 

0 

它有如下的 Gauss 无穷乘积分解(也称为 Euler - Gauss 公式) ® 

T { s )= lim ―, — ~ -^ 7 —— r . 

rt—oo 3 + 1) … （5 + 71) 

r 函数的主要性质 如下： 

L r 函数与 B 函数的关系 

， P > 0, 9 > 0; 

2. r ( s ) (s > 0) 及其任意阶导数都连续，且 

1 +00 

3. 递推公式 3 

r(s + 1) = sr(s), s > o ； 

4 lnr ⑷在 (0 f + oo ) 内为下凸函数（见上册 243 页)； 


(23.10) 


(23.11) 


(23,12) 


5. Legendre 加倍 公式： 对于 s > 0有 


r ㈣ 


2知_ 


s/n 


.r ⑷ r( s + 去); 


6. 余元 公式： 对于 o < s < 1 有 


r( s )r(i - 幻 


7 C 


sin sn 


注 1 从积分定义 (23.10) 出发，利用递推公式 (23.12) 可以将 r 函数的定义 
域开拓如下.将 (23.12) 变形为 

卟+ 1) 


r ⑷ 


(23.13) 


①在上册 犯 1 页巳经以参考题形式引进了 r 函数的积分形式.在第十三章介绍了无穷乘积 
之后，于例题 134.4 中引进了 r 函数的无穷乘积定义（1 3 . 3 7),其中的 r 函数对于自变童不是0和 
负整数时均有 定义. 在例题 1 S .1- 4 中 证明： 当自变童大于 D 时两个定义等价. Euler-Gauas 公式可 
由无穷乘积定义直接得到,参见 (13,38). 
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注意到右边当-1 < s < 0时也有定义，于是我们用 (23.13) 的右边定义为 -1 < 
s < 0时的 r 函数的值，以此类推, r 函数的定义域可以开拓到除去0和负整数 
的一切实数.当然这样的开拓结果与 (13.37) 的无穷乘积定义完全一致. 

注 2 在所列举的 r 函数的性质中，前三个在教科书中都有.为证明 hr ⑷ 
下凸，从 §M 节中的下凸函数的定义出发,用无穷限积分的 Holder 不等式即可 
得到. 最后两个性质的证明比较困难，见下面的 23.3.4 小节. 


23.3.3 例題 


例题 23.3,1 设平面 x = 0, y = 0, 2 = 0与 ; r + y 十围成四面体7,证 


明 


V 


a-i b-i r-ij j 1 r(a)r(fc)r(c) , 

1 v z ^ d ^ d ^ = ^ + 6 + c)r( a + Uc) ^^>°) - 


证作以下计算 即可： 

X a-lyb~l Z C-l ^ ^ ^ 


V 


rl—x 


x a ~ l di 


pi—S 


x ^ 1 dx 


〔广 1 j ，) 


dx 

o J 

L ™x — y 


dy 


0 


1-x-^ 


x a _ V _1 广 1 心 


dy 


rl—z 


yb-l^l ^ x _ y y d y m 


再令 V = (1 - 3：) f ， 则 


x a_1 da : 


(1 一 x ) b - H b ~ l ( l - x) c (l - t) c (l - x)dt 


X a_1 (l -3：) 6+ ^3： 


6+c 


t b ~ l ( l ~ t) c dt 


—B(a, 6 + c + 1)B{6, c + 1) 

i r ⑷ r( 6 + c + i) r(&)r(c+i) 

T r(a + d+ c + i) ■ r(6 + c +i} 

r ⑷ r(&)r ㈦ 


(a + & + c ) r(o 十 b + c ) 

例應 23*3.2 确定 a ， 汍7,使 


■■ □ 


dx dy dz 




+ x a + y ^ + z ^ 


< +oo, 


并求 J 的值，其中 D = {( x , y , z ) I a ; > 0, y ^ O , z ^ O }. 
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解首先应该有 a > 0, ^ > 0, 7 > 0. 至于进一步的条件,我们将在计算中 
得到，令;3； = u 2 ^ a , y — t； 2 ^, z = w 2 / 7 , 则 


a /?7 JJJ 


dudr Aw , 


fi 


1 + u 2 +v 2 + w 2 

其中 D = {{u,v,w} |n^0 f ^>0, ^>0}. 再作球坐标变换 

u = psm^> cos v = psin<p sin 沒 , w = p cos^, 
p > 0， 0^^?^ 

则 


r n /2 


a /?7 


cos ^^ esin ^^ BdO - 


•n/2 


2(^+ ^)- ] 


sm x ^cos 2 ^ 7 * 1 ipd(f 


x 


r+°° p 2 d + ★ + 十 )- 1 




dp 


B (士 ，士) B (+ + +，士) 




7 


1 + i 


dt * 


可见当且仅当 -^+^r + Y<l 时后一个积分收敛,并且有 


1+00 j + 青 + 卜 1 


1 + t 


df = B( T + > + T ,1_( ^ + T + T )), 


这样便得到 


a k r ( i ) r ( T ) r ( T )r(1 - f i + l + f }) - a 


例題 23.3.3 求积分（见上册 395 页练习题6⑺） 


m 


r+cc 


< x2+ ^ da:, t > 0. 


解 1 由 M 判别法 ,J(i) 关于 t > 0 是一致收敛的,形式上求导得 

r +°° . ^ t 2 


m 






0 




X 


Vt 0 > 0,上述积分在 t 0 的邻域内一致收敛，所以上面的求导可行.令 a： 


/，⑷= f e -(> a 〜却 ■ 


再令的= a 则 


所以 


考虑到/⑼ 


+ OG 


「十°° , 2 t 2 ^ 

I f { t ) = -2 | e ~ t? + P ) dz = - 21 { t ). 
o 


+cc 


e ^ 1 dx 


lnJ(i) = — 2 t + C, 
f ( t ) - Ce~ 2i , 


，所以 


■，则 
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I ( t ) =孕 e ， 口 

解2下面的方法需要的工具不多，但不容易想到：令 y 


r +» 


x 


则 


与原表达式相加得 

2 J ⑴： 


m 


'十 +吴) 


(癸+益 ! ) 


y 


df 


a + 各) 


dx = e 


-2 t 


0 


2 

d ( 工 - +) 


-2t 


十 oo 


e~ u du^V^e~ 2t . □ 


-C50 


例理 23.3.4 证明 Riemann 的 zeta 函数的积分形式 




r+ °° X - 1 


n 3 T ( s ) 

T 晷 =A 

证对于; r >0 有展开式 


e 1 - 1 


da ;, a > L 


e 


- 1 1 


e -*(l + e i 十 e -k + ...) = ^ 


—nx 


于是 \ M >0 有 


rA 


X 


5—1 


产 一 1 


dx 


A 


X 


oo 




对于固定的 S > 1, 级数关于； T e [0,+ oo ) 是一致收敛的，所以 


A 






dx 




^nA 

le ， d:r = Ef 。（ I 广 ( V ) 如 


n=X 


n / 、 n 


oo 

V -1 

Zj n a 


i>nA 


n =」 


y ^ e ^ dy . 


0 


这个级数对于 A e [0, +00) 是一致收敛的,于是令 4 — + oo , 得 

+°° T P 1 * 1 

^ rd , = r( s) ^i □ 


例题 23.3.5 求 


解令，则 


In a: 

1 - x 


dr . 


In a; 
1 - a; 


da; 


rO 


十 oo 


1 -e 


L ^ e _ t (_ df )=— 


r +co 


f _ 


dt . 
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在上题的结论中取^ 2,则 

OQ 

111 ^ 此=— r ⑺ Z 


X 


TT 


JL 

" 6 " 


□ 


例题23 + 3.6 求 J 


jjj 

Q 




X 2 - y 2 ) dy 其中 a > 0, p ^ 0, f ? 是 
球体 x 2 + y 2 + z 2 ^ a 2 被圆柱面 x 2 + y 2 ^ ay 割下的区域 (Viviani 体). 
解见图 22.11 (现在轴的位置有变化),用柱坐标系，则 


D = { (d 之) | 0矣 0 $ 兀 ： 0 < r S a sin 没， 一 \/ a 2 - r 2 (之 （ y / a 2 — r 2 }■ 


于是 



'7 C 

sin ^ 

I = 

de 

dr 

4. 

u , 

0 u 


r >/« 3 ， r 2 




(Va" 2 _〆 




rdz 


r<i din 6 


dO 


p+i 




p + 3 


( a 2 - r 2 ) 


£+ L \ 

2 ) 


a win & 


dO 


4 W +3 
p + 3 


0 

「 lt/2 
0 


2 r ( a 2 — r 2 ) dr 


(l-cos p+3 0) d$ 


4aP +3 ( k 


r ( f ) r (+) 


j ? + 3 V 2 


2 r ( 


p +5 


n 


23.3.4 r 函数的特征刻画和几个重要公式的证明 

前面已介绍过 r 函数满足如下三条性质： 

1.当 j ： > 0 时, r { x ) > o , a r ( i ) = l ； 

% r(x + 1) = a ： r ㈤ ； 

3 - lnr (; r ) 在 (0, + oo ) 内为下凸函数. 


关于 r 函数的一个非常漂亮的结果是 Bohr 与 Mollerup 定理（1把 2 年)，即 
上面的三条性质完全刻画了 r 函数. ■ 


命题 23.3.1 ( Bohr-Mollerup 定理）如果定义在(0, + oo ) 上的函数/满足 
以下三个条件： - 

(1) /⑷ >0,且/(1) = 1， 

⑵ f{x + l ) = xf { x ), 

(3) bi /卜） 是 (0, +00} 内的下凸函数， 

则 / ㈤ 三 r(x), x e (o, +oo}. 

证已知 r 函数满足上述土条，故只要证明/是由（1)，（2)， （3) 惟一确定的 
函数就可以了-而由 （2) 只 要对 ； r e ( o ， i ) 进行证明. 令 〆 ; t ) = in / ㈤ ，则 
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r ( a ;) r{l ~ x ) = B ( ac , 1 - x )— 
然后利用例题 16+1+3 的 Euler 积分公式. □ 


户 +CC 


o y x (^ + v) 


dy , 


证 3 利用上册 40 2 贸參考题 8 ( 2 )的 结果： 当 2 m + 1 < 2 n 时, 

JC (2 m +1)71 

— CSC - 
n 


于是有 


r ( 


2m + 
2 n 


|+50 


—OO 

1 +， 

)r(i 

2m + 1 

2 n 


2 n 


3m + 1 


2 n 


2 n 


_ + O0 


2 m+l 

y - 
1 +y 


r 十 co 


2 n 


X 


2 m 


7CCSC 


0 1 十； r 2n 

(2 m + l )7 t 


dy 


da : 


2 n 


当 a ： 为无理数时，通过形如的有理数取极限. 口 

命麵 23-3,4 (f 函数的 Stirling 公式） 关于 r 函数有渐近 公式: 


r (工 + 1) ~ (x —f +oo) 


① 


(23+16) 


证（此证明取自[4斗）在 r (； r ) 


|"+0 O 


dt 中令 t ^ i(l + u ), 得到 


令 


■ 十 oo 


h { u ) 


r(^ + 1) = ^ +1 e- f [(1+ w)e- u f^. 


tx ™ in(l + tx )], —1 < ti < + 00 , it 0, 


(23.17) 


u * 


« — 0. 


则 h 在 (- l ,+ oo ) 上为单调减少的连续函数，并满足 

(1 + u)e _1i = exp (— 夸 A(w)) ‘ 

于是 ，对 （23.17) 作代换 u = s 佐得 

n+OO 

r (: p + 1) = x x e~ T \/ 2 x ^( s ) ds , 

J —oo 

其中 

①对于 3： 为正整数的情况，在上册 364-365 页已给出了 7 Z ! 的 Stirling 公式的证明，在13 A 3 
小节练习题10中指出可以用无穷乘积方法证明关于 n ! 的 Stirling 公式.又在上册 37*1 页的参考题 
15中指出如何可以得到更为精确的 Stirling 公式.此外，还在上册 363 页的 (1 L 31) 不加通明地给 
出了含有 Bernoulli 数的一般形式的 Stirling 公式. 
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(2) r(p)r ⑷= lim 4 /(¥)di(du ， 其中 

W JJ 
啡） 

f(u : v) = u 2p ~ l v 2q ~ 1 e~^ u2 ^~ v2 \ 

G { A ) = {( u , I 0 ^ it ^ ,4, 0 ^ ^4}; 

(3) 令 D ( R )^ {( r ,0) I (K r < 况 0 < 沒 < j }， 则 

i* *• 

/(w ， u) dudtJ = -^-B(p, g)r(p+ g), 


lim 


D(A) 


lim 

乂 ― +oo 


dudv^ -^B(p,g)r(p + g )； 


D(V2A) 


(4) B(p,g)= 


mm 

r( P +g) 


§23.4 对于教学的建议 


23.4.1 学习要点 


1- 含参变量积分是我们遇到的又一种新的函数表示方式.对于它的分析性质 
的研究,如连续性、可微性和可积性等,涉及积分运算和其他分析运算的运 
算次序的交换性.一致收敛性给出了保证交换运算次序的重要 条件. 在很 
多情况下，可以用 M 判别法判断一致收敛性,这是应该熟练掌握的. 

2- 用嵌入法计算广义积分的值体现了数学中的“嵌入”思想.我们要考虑一 
个1维的问题（比如计算一个定积分).我们不妨把这个问题放到更高维的 
框架中，例如再引入一个参变量，把这个积分作为含参变量积分的特例.由 
于在引入的高维框架中，我们可以有更多的可施展数学工具(如积分、微分 
等)的天地，就有可能从另一个角度（而这一个角度是我们引入高维框架后 
带来的）把我们的问题简化,从而达到解决原有问题的目的.在具体计算过 


程中，要作一些分析.在什么地方引入参量比较合适,用微分法述是用积分 

r +«> ■ 


法，都是有讲究的.比如计算 DirichJet 积分 -^ dx . 把它看成是含 

+ Jo 怎 

参量积分= f 当 a = 0 时的值.引入因子有 

JO x 

两个作用，对 a 求导可消去导致不可积的因子+，同时 e - M 又是收敛因 


子，保证了在 Ct > 0时积分 
可在积分号内求导,则有 


_+w 


e 


-ax sm X 


X 


Y dx 的内闭一致收敛性.故 

/ a 


^{ o ) 


r+oo 




+ ot 


2 ^ 
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再积分就有 ^(a) = ^ - Cretan tv, ot > 0. 如果 p(a ) 在 [0, +oo) 上连续， 
则 

〒如=_= = 

JO x Of— +0+ ▲ 

3. 含参量积分的一致收敛性的判別与函数项级数有许多类似;同时也要 
注意到利用积分自身的特点，如变量代换，分部积分等.以[ + " 

为例，作变换 P t 就化为 f 00 成为我们熟悉的类型. 

4* B 函数的三个积分表达式，各^各的长处，应加以记忆.这样，遇到相应的 
积分,就可写成持殊的 B 值，苒利用余元公式等得到积分值. 

5. 对习题课的建议 许多学生对讨论含参变董广义积分的一致收敛性有畏难 
情绪，习题课上要由浅入深地进行引导，分析难点，找出办法.大多数题目 
只需使用 M 判别法.在用嵌入法计算一些持殊的广义积分的值时,如果觉 
得证明计算合理性(如检验一致收敛性等）的过程较校,可以在解题时先进 
行形式运算，算出积分值后再给出运算合理性的证明. 

本章的内容综合性强,计算题大多具有一定的技巧性.因此应在习题 
课上作比较系统的示范和总结. 

23,4.2 参考顴 


1.设 /( aO , 厶 Om ) 连续，记 = 

为正常数，证明 uOr, f) 满足 

d 2 u _ 2 d 2 u 


:丁) 

+ /(M). 



/(C，r)c^ 其中 


a 


2 .设 n 为正整数，记 

M x ) = 


a 

cos(n^ — x sin f) d<p, 
Jo 


证明 Jn(^) 满足 

: C 2 0 ) 十 xJ^(x) + (x 2 - n 2 )J n {x) - 0. 

3 .设/⑷在 [0,1] 上连续可微 , a /⑼ = 0,定义 

m 


咖） 


\/ x ~ 


dt , 0 < x ^ 1, ^(0) -0. 


证明： 

⑴⑽ ：) 在 [ M ] 上 ^ 阶手续可微，且 

dt > 0<x ^ 1 ' = 0; 

(2) /(X)二去 0 < ^ ^ !* 

% Jo v x ~t 
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4. 设 /( x ) 在 [0,4 上单调 ( d >0) f 证明 


rA 


lim 


/⑻ 


smox 

x 


dx ^ ff (0 + ). 


5 -设 F ( t ) = t 


+oo 


其中/ ㈤ 在 [0 t &] 上有界可积 （ V & > 0)， 巨 


o 


lim fix ) = a , 证明 lim F ⑴ = a . 

: —*+oo t—^0 十 


6. 设/ ㈤ 连续，且 

r+oo 


+ M 


/ 2 ㈤ d ; r 收敛，证明: 


(1) 3(*) 


/(f + u )/( w)dw 在 （- oc ，+ oc ) 上连续且有界; 


J —tXf 

f+oo r+oc 

(2) lim + e ~ ±2 ^ A ^ g ( t ) di = / 2 ㈤ dx . 


讨论下列函数在 (0，1) 上的连 续性: 

叶 OO ^_ t 

dt \ 


(1) /( a ) 
⑵咖） 


o l sin 叶 

1 /(*) 


吡其中 / ⑴是 [0，1] 上的有界可积函数. 


Jo \/|t -o| 

8. 求曲面 （ z 2 + J / 2 ) 2 + z ^ y 所围立体的体积， 

9. 求立体 

( f 产 + (# + (心 

的质心的 z 坐标. 

10. 求星形线 x T + y T = R T 所包围的面积对 z 轴的惯性矩. 

11. 设/⑷在[0，1]中连续，证明 


lim 

t—^ + OC 


te ~^ £2 f { x ) dx = ~^/(0). 


「+ CC 


12 -设 


fix ) dT 收敛，证明 


lira 


+oo 


广 +oo 


e ~ xy f ( x ) dx = f { x ) da ：, 

Jo 


r+co 


13 -求 


14 .求 


cos x p da ; 7 其中 p > L 


lnf ( x ) dj ;. 


15 .求 Laplace 积分 
r+ °° cosfcr 


h 


r+oc 


( a 2 + x 2 ) k 


dx , J k 


x sin bx 
( a 2 + x 2 Y 


da :, d , b > 0, k € N +. 
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16. 应用 r 函数的 Gauss 乘积分解证明 Euler 常数 

7 = lim (1 十备 + ■ ■ ■ + -- lnu) — —r' ⑴. 

ti—*oo \ 2t 71 J 

17. (1) 利用 n 次单位根分解式证明 


⑵利用⑴证明 


(3) 证明 Euler 乘积 


n— 1 / 2fcni 

1 + I 十 … ■ 十 ; f ^ - e n 

k=l ^ 


Tl—1 

n 


sin 


kn 

n 


n 


n—l 


沿 M 分■，啦 ) 


(271) 


\fn 



第二 + 四章曲线积分 


本章在 §24.1 和 §24.2 两节中分别介绍第一型和第二型曲线积分的定义、计 
算、应用以及这两类曲线积分之间的关系. §24.3 节介绍重要的 Green 公式，平 
面上曲线积分与路径无关的条件以及等周定理.在 §24.4 节中介绍连续向量场的 
旋转度并用于证明 Brouwer 不动点定理和代数基本 定理. 最后一节是学习要点 
和参考题. 


§24.1 第一型曲线积分 

24.1.1 第 一型曲线积分的定义 与计算 

中以4点为始点, s 点为终点的连续不自交的曲线段 r = ^称为 R" 
中的一条简单曲线.如果4 =琴则称 r 为封闭曲线或闭曲线,否则为不封闭曲 
线.在尸上从4到5依次取有限个点 A = A l } -, A k = B , 它们确定了 r 
的一个分割依次联结 Ao, 的线段组成一条折线，称为 r 的内接 

折线，其长度记为 "CD. 如果 

sup /( f , T ) < 十 00 ， 

则称 r 为可求长曲线，而且叹)呵>狀，乃称为 r 的弧长 

T 

下面定义在简单可求长曲线上的第一型曲线积分.设函数/定义在 Z 1 上， 
对于 r 分割 T-.A = A 0 , A 1; 先，…，4 =尽 iEA5i 为从到的 

曲线段 A ^ Ai 的弧长， d { T ) = max △&. 任取 f 如果 

fg 

# 0 E / ⑹站 

收敛 f 且极限与 r 的具体分法无关，则称函数/在 r 上的第一型（或第一类）曲 
线积分存在，其极限值/称为/在/ 1 上的第一 型曲线 积分.记为 

*■ f* 

I = /(a:)d.s = _ / {x)ds. 

1 r 1 i j \ 总 

第一型曲线积分也^对弧抶的积分，它与曲线的方向选取无关. X ； {于同 一 

条简单可求扶曲线 r ^ AB , 也可选定5为始点, a 为终点，记为 r 二应，则 

_ f{x) ds _ f{x)ds. 

J J RA 

若 r 是 it 中简单可求长曲线， f 在 r 上连续,则/在 r 上的第一型曲线 
积分存在. 

若 r 是 R" 中逐段光滑的简单曲线，且有参数表示 




310 


第二十 cr 幸 曲线 积分 


r \ x — x(t) € R n , 


则弧长微分 


从而 


T 


ds = di = y^(x|(f)) 2 dt. 


f(x) = /(a: ⑷ )|;^(*)| 出 . 


(24.1) 


例趣 24.1.1 = o x 2 ds , 其中 C 为 


c 

x 2 -\-y 2 + z 2 = R 2 , 
x + y + z — Q. 

解 1( 常规方法）先写出曲线 <：的参数表达式.由于 C 是球面/+# + ? = 
圮与经过球心的平面 T +女十 z = 0的交线,因此是空间的一个圆周，它在 I， y 
平面上的投影为一个椭圆，这个椭圆方程可从两个曲面方程中消去^得到•即以 
z = -(!： + y ) 代入 a : 2 + 没 2 + 户= _ R 2 中，得 

x 2 + xy + y 2 = 香 - 

将左边配方成平方和 




^) 2 + (4+ y ) : 


R 2 


令 


= ~^~ cost > 寻+汉 


V 2 


R 


sint, t € [0 t 2jt], 


即得到参数表示 

x = cost, y = sini 丑 

代入 z = -卜 + JZ ) 中，得 


V 2 




cos*, t € [0,2it], 


由此得 


〜 i COS 卜清 


siiU, t e [0 t 2rt]* 


= \/剛 2 +剛 2 +剛 2 由 




2 / sint cosi \ 2 


V 2 V 6 


\/6 V 2 


Rdt. 


故有 


a: 2 ds 


c 


f 2* „ 

音丑 3 cos 3 idt = —kR^. □ 


解 2( 利用对 称性） 由对称性有 
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X 2 ds 


则 


c 


y 1 d.s — ds, 
c JC 


x 1 ds 


( 工 2 +|/ 2 4 - ^ 2 ) d ,? 


■ R 2 


c 


a 


ds - ^nR 3 . □ 


c 


24.1.2 第一型曲线积分的应用 

为方便起见，在 R 3 中考虑以下问题. 

求弧长 在 （24.1) 中令 / si , 则得到弧长公式 

c rb 

ds = 
r 


VWWWWTiAWdL 

求曲线 的质量 设曲线 r 的线密度为 P ( x ^ z ), 则曲线 r 的质董 

m = ds 

J r 

pW )： i / ⑷ ，冰 )) vVw ] 2 + w )] 2 + k ( o ] 2 &. 

求 曲线的 质心坐 标曲线 尸 的质心坐标 (^ o ^ o ^ o ) 由下面的公式 确定: 


£ 0 


m 


r 


xft ( x , y , z ) ds , y Q = 


TO 


yp ( x , y , z ) ds, = ~r ^ p (^, V , z ) ds 

;n J r 


其中 m = p ( a ：， ％ 2 ) 心为曲线的质量. 


例题 24.1.2 求曲线 


(x - yf - a(x + j /), 


x^-y^fz 2 
从 0(0,0,0) 31 A ( xo , yo , z 0 ) 的弧长，其中 a > 0, x 0 > 0. 

解在曲线方程第一式两边乘 (: r - 并利用第二式得 


(x - yf - a { x 2 - y 2 ) ^ 年: 2 , 


即 


将 (24.2) 代入第一式得 


工 -y 


x + y 


\/9 a 


Z' 


2/3 


由 (24.2), (24.3) 把 z 看成参数，得 




4/3 


(24,2) 


(24.3) 


x 


i i 




, 4/3 


v ^9 a 


, 2/3 


2 { 4 


A^V3 _ v 7 ^ Z 2/ A 



2 


微分后得到 
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dx = T 
于是 






ds = \f dx 2 + dy 2 + dz 2 — 


丁 



dz ■ v ^2 dar , 


所以弧长 


rx 0 


ds = 

r Jo 


\/2 da ： = V ^ sq . 


□ 


dz . 


例题 24.1.3 计算球面 x 2 + y 2 + z 2 ^ a 2 在第一卦限部分的边界的质心坐 
标 ( a ： o ? ?/ o ,2 o )- 


解应用质心坐标公式，其中 
1, m 二 Y m - 如图如.1所示，在 A 上 
用极坐标系 a ； = acos^.y = a sin 沒，贝 [J 
ds = ad 仏且 

xds = a cos 0a d0 = a 2 , 

^ Pi i 0 

由对称性 f = 且 

'厂 2 

;cds = 0 + 

J 厂3 

于是 

再用对称性 4 ? 

如= 20 = 1‘ □ 



图 24.1 


24,1,3 练习题 

1. 计算下列第一型曲线积分： 

(1) ( z 4/3 + y 4/3 ) d 5, 其中 C 为星 形线; c 2 / 3 十 y 2 / 3 = a 2 / 3 ; 

Jc 

(2) I 心 ，其中 C 为由曲线 r = af p = 0, p 二 + ( r 和 f 为极坐 

m 所界的凸 围线； 

(3) \y\ds } 其中 C 为双纽线 (: c 2 + y 2 ) 2 = a 2 {x 2 -y 2 )\ 

Jc 

⑷ f I ，其中 C 为悬链线 子； 

Jc y a 

(5) zds, 其中 C 为曲线 x 2 + y 2 ^ z 2 ,y 2 二 ax 从 (0,0,0) 到 { a , a , \/2a) 
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2. 求下列空间曲线的 弧长； 

(1) V = aarcsin^-, ^ = -^-ln ^ ~ ^ 从 （0,0,0) 到 (a； 0； yo,^i)； 

⑵ x 2 + y 2 + z 2 = a 2 , \/x^ + y 2 ch(arctan 1) = a 从 （a, 0, 0) 到 （;r, % z). 

3. Mi 算均匀的曲线 y = 从 (0/) 到 (b : k) 的弧的质心坐标- 

4 . 设 r = 亞是中的简单可求长曲线 ，尸 的弧长记为 L . 对每一个 
K [0,L], 存在惟一的 x ^ r,x = ( x u ■■- , x n U 使得 Z 1 上从4到$的曲 
线段石:的弧长等于 A 由此定义了一个! 0,L] 上的函数 

x = 330), 0 < 5 < L. (24.4) 

即曲线 r 以弧长 S 为参数的参数方程为 (24.4). i 9 i f 是定义在 r 上的函 
数，如果/在 r 上的第一型曲线积分存在，则 

/(«) ds = f /(ac(s))ds. 
r Jo 


§24.2 第二型曲线积分 


24.2.1 第二型曲线积分的定义和计算， 

第二型曲线积分的物理背景之一是质点受力沿曲线运动所做的功.闵此我 
们给定了曲线的起点和^.这样的曲线称 为有向曲线. 下面以 R 3 为例定义第 
二型曲线积分.设 r = 是 R 3 中一条简单可求校的有向曲线 
F = F(x,y,z) - P(x,y } z)i + Q(x, y,z)j + R(x,y,z)k 

为定义在尸上的向量值 函数. 对于与尸方向一致的任意分割了 

T : A — A a , Aj , A 2} , A m = D , 

记 4 = (^iI Vit ^i)i △ 而 = 一 工 i— 1 ， At /( 二识 一 Vi—li △ 之 i — Zi — AjS ; 为曲 

线段的弧长， ^( T 1 ) — A 5*. 任取 hCi ) € 4-Mi， 如果极限 

存在 J1 极限与 r ^具体分法以及 (^ Vr ， Q ) 的具体取法无关，则称尸沿尸的第 

二型曲线积分存在,极限值称为 F 沿 r 的第二型曲线积分，记为 

1 

I = P{x,y, z) + Q(x,y, z)dy + R(x y y,z) 

- 厂 

或 

I — F(x,y, z) - d/*. 

第二型曲线积分又称为对坐标^积分. 

若逐段光滑的有向曲线 r 有参数表示 

z = x ⑴， y = y(t), z - z{t), a^t^b, 
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其中 h b | 是实轴上的有向区间，参数 f 从 a 变到6与 r 的定向一致，设 F (: r ， 办 
R(x,y ， z ) 在 r 上连续，则 


厂 


P(x,y, s)dx + Q{x, y,z) dy 4 - R{x, y,z) dz 




[P{x{t) : y{t), + Q(x(t),y{t), z ⑹ j / ⑷ + i? (: t(>) ， W] dt 


例睡 24.2.1 〖十算积分 


(x 2 +2xy) dy, 


C 


其中 C 表示逆时针方向的上半椭圆 ^ + ^--1. 

a u 

解利用浦圆的参数表迖式 

x = a cost, y = fesin^ 

按给定方向 t 由0变到71,将 A y 用 f 的表达式代入并用 & CO S fdt 来代替办，得 


nc 


(a 2 cos 2 1 + 2ab cos t sin t)bcostdt 


a 2 b cos 3 1 df + 2a.\? 

Jo 


s 2 1 sin t df 


■ab 2 . □ 


例睡 24.2.2 ^ I 


汉 2 da ； 十 2 2 dy 十; r 2 ds , 其中 r 力曲线 

x 2 + y 2 + z 2 — a 2 1 
x 2 +y 2 = ax 

上 2 > 0 的部分，这里 <2 > 0, 鱼从 a ； 轴正向看 r 是逆时针方向. 

解参见图 22.11. 先求曲线 r 的参数表达式.若以 A % :之一为参数，则 
要涉及开方运算，出现分支,很不方便.从第二个方程易见引入柱坐标 


于是 r 的参数方程为 


x — rcos 0, j/ = r sin 9, z — 


x = a cos 2 A y = a cos^ sin 0 ， 


根据曲线定向，有 

F/2 


z — y/a 2 - r 2 — a | sin 0[, 一号 < 卩 < 号. 


-tl/2 


a 2 coa 2 9 sin 2 9 - 2a cos 9( — sin 0} 


+ a 2 sin 2 8 - a(cos 2 0 — sin 2 0) + a 2 cos 4 $ - /(0)] dO, 

第一项是奇函数，且因子 z ⑻是偶函数，所以/⑻是奇函数，故第三项也是 
奇函数，于是 




「 rc/2 
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a 3 sin 2 阶 os 2 沒 - sin 2 沒) d 0 

- ji /2 
nt/2 

= 2a 3 (sin 2 9-2 sin 4 0) -^-ci 3 . □ 

有的时候空间曲线的参数方程不容易写出或写出来比较复杂，我们可以借助 
下列命题把问题转化为平面曲线的曲线积分. 

命 ® 24.2,1 设逐段光滑闭曲线 r 在光滑曲面^ = f(x,y) 上，曲线 r 在 
平面上的投影曲线为7,函数尸 h ，仏 z ) 在 r 上连续，则 

0 P(x, y, di = I P{x,y, f(x,y))dx, 

Jr 

其中 7 的定向与 F 的定向一致. 


JT 


证设7的参数方程为 

3j = ifi(t) ’ y — 0(i )， Oi t 

则空间曲线 r 的方程为 

a ； 二 ip(t), y = 轉 )， z 二 / ⑽ ) ， 轉 }、1 

于是 


rb 


<p P{x,y, z) dx 
r 


P [^(0,^(0-/ M*) f #))] 〆 (*)& 

伞 P{x,yJ(x,y))dx. □ 


24.2.2 两类曲线积分的关系 

坐标微元 dr = rd 心其中 T 为曲线沿指定方向的单位切向.因而就有 

F ( ac ) - dr = ( F ( x ) ■ T ) ds . 

^ p p 

对于空间曲线 A 设 COS a , cos 。，cos 7 是切方向余弦，则 

* n 

P d;r + Q dj/+ i? ds = (P cos a + Q cos j9 + ii cos 7 ) ds- (24.5) 

当厂为平面曲线时,取法线的方向 n 
与切线的方向 t 的夹角 Z { n , r ) = f ，见 
图24,2,则 

/(; c ， n ) = Z { x f r ) + Z ( T , n ) = a - 号， 

即 

cos a = — sin(j; f ti .) , sina = cos(a:, n ). 

于是 r 为平面曲线时 

[P dr + Q dy = [-.P sin ( a :, n ) + Q cos ( x , n )] ds . (24.6) 
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24.2.3 第二型曲线积分的应用 
求变力做功 


例题 24.2.3 已知一平面力场，它的方向指向坐标原点，它的大小与它到原 
点的距离 !■ 的平方成 反比： 


其中 P 为常数.计算当质董 m 二1的质 ii 位置 A 移动到位腎丑（不通过原点) 
时力场做的功. 


解以表示点的坐标.设力与 x 轴的夹角^则 

cos 0 , sin 0 = ——. 

于是力在 AW 方向的分量分别为 11 ' 

(^, y) = F cos 0 = F 2 (x,y) = F sin 6 = 

而功可表示为曲线积分 T T 


W — —^1 


容易看出 


xdx + ydy 


.AB ^ 

3 = 


广 r 

且如将 A 3/ 用参数表达 式 Z = w ⑴, y - m 代人,其中 a < t € 6,并令 

r = s / x 2 + y 2 = + tp 2 { t ) 

时，等式 {24.7) 仍成立.于是 


(24.7) 


W = fl 


JL 


'B 

其中 ~ 分别表示原点到 A 万的距离 . n 


A 


梯度曲线设/是区域乃 C R 3 上的 C 1 函数，并设V/是在 D 上处处不 
为零的向量 * 若厂是自某点 ( x 0 , yo , z 0 ) GD 出发的可微曲线，它的每一点的切线 
方向与/的梯度方向一致，就称 r 为/在2?上的梯度曲线.设厂的参数方程为 

^ = a ： {t) f y = y(t), ^ - z(t), 

则可取 a: ⑷， J/W 和满足如下微分方程组： 

兔 = … . 1 i 立 - . a / dz _ I (24 8) 

dt |V/| 如 ， dt |V/j By ' dt |V/[ Bz 1 [ } 

初始值为 40) =邱， y(0)= 如， z(0) 二郎.由常微分方程组解的存在性定理和延 
拓定理 : r ⑷， 2/(0 和 4() 在 D 内存在并可延伸到乃的边界.由 （24.S)，r 的 
弧长微分满足 

~ ①可参考任何一本常微分方程的教科书，我们所用的知识并没有超出大学二年级的范围.这 
些材料均可作为曲线积分复习时的补充 了 
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ds = W ( t )) 2 + ( y ' ⑷) 2 + dt ; dt 

下面我们借助 R 2 中的梯度曲线重新讨论例题 2 L 3 A 这是著名的美国大学 
Putnam 竞赛第二十八届的 B 6 题，它公布的标准答案就是例题 21.3.3 的解答.我 
们现在可以将那里的梯度模的最小值的上界估计从16改进为 4 i 


例题 24.2.4 设 /( x , W 在单位圆盘乃= {(& 幻 | x 2 + t / 2 ^ l } 上具有连续的 
一阶偏导数,且满足 |/(^ t y )| ^ 1 V (^^) SD . 试证； 存在点 p 0 ( x 0 , y 0 ) e intD = 
{(⑼ I / +/ < 1}， 使得 ( fl +^)\ ixoyo ) ^ 4 . 


解 如果有点（耶，如)，使 V /( x 0 , 如 ） = 0,即 f x { x ih y (i ) = 以抑，如）= 0,则 
估计式成立.如果 V /在 D 中处处不为零向量，则/在 D 中的梯度曲线存在. 
设 r 是/在 d 中的梯度曲线,其参数方程为 


x = x ( t ), y ^ y ( t ) } t e [0, T ], 

r 的起点为原点，终点为 ( x ( n V ( T )). 由曲线积分公式得到 

/( x ( T ), y ( r ))-/(0,0) = ^ (|^(0 + ⑴)出 


r ⑷ 

. 。 w ⑴ ) 2 + ( y ⑷) 2 


■ Wg )) 2 + ( 〆 ⑷) 2 啦 


=| (V/{x,y) -r) ds. 

设 f 是 r 的弧长,并& r 自点出发到达 D 的边界，则 Z > 1. 如果在 intD 上 
处处有 V /( a ; t jf ) *r > 2,则就有 

2^|/(x(T) ! t/(r))~/(0 J 0)|>2/^2, 

引出矛盾.因此存在(吻，如） eint 认使 V / h ，如） - T <2. 又因为 ▽/ 与 r 相 
切，故 V /{ x 0 , j / o }- r = | V /( 吻 ，如) K 2,即(九 2 + 功|( ㈣ 。) ^4. □ 


注用梯度曲线来估计函数差的下界也是十分有效的,其依据就是函数沿梯 


度方向增松最快.用这样的方法可以证明如下的高维中值定理（见美国数学月 


刊10 6 卷 (1999) 674〜675页,其证明作为参考题)： 

设/(无）为定义在?!维球 Z > = { a : = …，; r „) | 4十4 +…十< ( r 2 } 

上的连续可微函数,则存在点 P 。 = ( P ?， …，心€ intD ,使 

⑤受 /㈤ — min /( x ) = | V /( p 0 )[ -2 r . 

利用这个结果或修改题中 的证& 可以将估计值4改进为最佳的估计值 1. 


24.2.4 练习题 

1- 计算 f : tj/dz + b - a :) 办 ，其中 L 为曲线亞，方向为由4到 B ，4=( l , l ), 
^=(2^3)： 
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⑴亞是苴线 4 B ; (2)亞的方程是?/ = 2(;^~1) 2 +丄 ； ⑶沿是折线 
ADB , D ^ {2,1). 

2. 求 f d ; r + 其中 C 是旋轮线 ; r = — sin *), 女= a(l — cosf ) 

对应 f * =普到 * =号的-段. 

3. 求 f 卜十没^乜+㈤-…也其中^^是以^(1,1),5(3,2),1?(3 7 1) 为顶 
点的 S 角形，取颐时针方向. 

4■求 f Axy 2 dx - 3a： 4 dy , 其中 C 是抛物线 y 自（0 ; 0)到 （2,2) 的一 

- c z 

段- 

5. 求 o (y 2 + 2 2 )dr + (2 2 十X 2 ) 办 + (/ 十 y 2 )dz, 其中 C 是曲面; r 2 + ^/ 2 + ? = 
2^3：. X 2 + y 2 = 2 ax 的交线 （0 < a < i?，z > 0)，£1由 z 轴正向看是逆时针 
方向. 

6. 求 j/dx +zdy + ardz， 其中 (7 为球面上的曲线： 

Jc 

a: = sin ^ cos 0, y = iisin^siii^, z = Rc . o ?, ip , 
i? > 0, 0 ^ ^ tc, 0 < ^ < 2tc, 

并且使 （1) 尽 p 为常数;或 （2) 艮 0 为常数. 

7■求（ I 2 + 5 y + 3 yz ) da ; + (5 a ： + 3 x ?/ - 2) dj / + (^xy - iz ) dz , 其中 C 为 
ic 

(1) x — a cos i , y = a sin f , 之 = ■^自 f = 0 到 2 it 的一段； 

(2) 直线段 AS , 起点4 = (a t 0,0) t 终点 S = (^,0^). 

8. 已知力场= 0- a ； j ‘ + (；F + y + 4 fc , 求质点沿曲线 ；c = acos *， 1/= 
asint , 从点 A ( a ,0,0) 运动到 B ( a ，0, 时，力场 F 对质点所作的 

功- 

9-质点在力场 F 十 K 3 ) ‘ j . 作用下，沿/十 (y - I) 2 = 1由 

(0,0) 点沿顺时针方向运动到 （U) 点,求力场作的功. 

§24*3 Green 公式 

24.3.1 Green 公式 

Grecm 公式是将平面 上某政 域内的二_度积分与诙区域边界上的一个特定的 
第二型曲线积分之间建立联系的一个茕要公式. 
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设 D 是 R 2 内的一个有界闭区域，其边界奶由光滑曲线或逐段光滑曲线组 


成.又设函数在 D 内有关十自变量I和 y 的连续偏导数,则下列 Green 公 
式 成立： 


(_ 


D 


dP 


砮 ) d _ 


ao 


Pdx + Qdi/, 


(24.9) 


其中奶的方向关于 D 是正向的. 

由平面上两类曲线积分之间的关系式 （24.6) 讯 Green 公式 (24,9) 又可以写 


为 



—Qd^: + Pdy 
3 D 


[Q sin(2：, n ) + P cos(x ? rt )\ d^, 
SD 


其中 ri 是泌上的单位外法向量■利用 Z ( x } n ) = Z ( a ： : y ) + Z ( i /, n ) = -y+ z (^ n ) 
(参见图 24 . 2 ), 则 


J J 

D 



D dx 如 


j [P cos(a:, n) + Qcos{j/, n)] ds. 
dD 


(24.10) 


公式 （24.9)，（24.10) 给我们提供了间接求平面上曲线积分的方法，即利用 
Green 公式将曲线积分化为二重积分，即使曲线 C 不封闭,也可以采用添加“辅 
助线”的方法去做- 


例题 24,3.1 C 为抛物线 k =邶 2 自（0,0)到（号， 1) 的弧段，求 

I — (2 xy i - y 2 cosx) da; + (1 — 2 y sin x + Sx 2 y 2 ) dy . 

- c 


解 今 P { x 、 y ) — 2 xy 3 — y 2 cosx 7 Q ( x ^ y ) = 1 — 2j/sini + 3工 2 没 2 ,则 
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例题 24 , 3.2 计算积分 


L 叶， n ) 私 


c 


其中 C 1 为逐段光滑的简单闭曲线 ， r = 卜 

位外法向量. 


~ 2 + y 2 ， n 是 C 上的单 


解由 cos ( r , n ) 


r k n 


l = o 


r r 
(x 


c 


r 


2 


( a ; cos ( n f x ) + i/cos{ti, j /)) 得到 
cos(n,x) + cos ( n , j /)) 


当 （ 0 , 0 ) 在 C 外时，利用 Green 公式 （ 24 . 10 )， 则 

[K^~) + ds dy = 0, 


D 


其中乃是以 C 为边界的区域， 

当（ 0 , 0 )在 C 内时，以 ( 0 , 0 ) 为原心，以充分小的 e 力半径作圆使得 G 
在 C 内，以 C 及 G 为边界的区域为则 


X 

c y r 2 


广 

cos ( n , a :) + cos ( n , y )) ds 十 （ > (含 cos ( n , x) 4 - ^ cos ( n , j /)) ds 




x 


con ( n , x ) 4 - cos ( n ， y )) ds . 


其中 G 上的单位法向量 n 的方向指向坐标原点.对前两项用 Green 公式，则 


/ = -® 


X 


在圆 M G 上, 
从而 


C t 


cos ( n , t ) + 含 cos ( n ,")) ds . 


cos ( n , x ) ^ cos ( n ^) = r = s, 


/ = 6 


ds 二 




当汍 0 ) e C 时,过原点作曲线 ( 7 的切线 
OA, OB, OA,OB 的夹角为沒（见图 24 . 4 ), 
如果曲线 C 在原点光滑，则 0 = ji . 

作一个以 ( 0 , 0 ) 点为心, e 为半径的圆迳， 
记尽的圆周在 C 内的部分为 C et 由上面的 
计算知 




0 , 


€ 


ds ^ Um 0 S — 0 , 


s ― *0 



其中^是 Q 所对应的圆心角. 口 

注注意使用 Green 公式的 条件： P，Q 在 D 上连续可微.这正是在本题中 
要分（ 0 , 0 )在 C 外, C 内和 C 上三种情况讨论的缘故.许多学生并不注意到这 
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里的区別，尤其是(0,0)在 C 内时，他们会错误地认为被积函数在 C 7 上是连续可 
微的，丙而 Grren 公式就可以用了. 


例题 24.3.3 计算 


7 = 0 




\c ^ +y 
其中十沪= 1 ，取逆时针方向. 


[(lc sin x + y cos j :) dx 十 （y sin x — x cos ; r ) d ^] 


解令 


P(x, y) 




■{x sin x-^-y cos x ), 


x 2 + y 2 

Q(ty) = o CV <2 (^/aina: - xcosa:), 

4 - 

由计算知 贵 = 普、 从而可在不包含原点的区域上用 Green 公式.为此取 
C s :: r 2 + i / 2 二取逆时针方向，则 




' 

* 广 

) +o 


O s ' ■ 


对等式右边前两项用 Green 公式，于是 


/ = <b 




c E ^ 2 + y 2 


[(x sin z 十 y cosx ) da : + (y sinx — x cos dy \ 


~2 <p b v [(x sin x + y cos x) dx + ( 私 sin z — a; cos a;) dy]. 

£ ic e 


记 C e 围成的区域为氏,再用一次 Green 公式，则 


1 

7^ 


cmxdx dy , 


应用积分中值定理得到 


d £ 


■(—2 e ^ ne 2 cos tj ) = —2 jte ^ cos 77 , 


其中 ( tv ) eD ,. 上述等式对 Ve > 0 都对，令 e — 0,得 

I = lim. (-2? ce f cost?) = -2 it , □ 

平面图形的面积作为 Green 公式的直接推论，可以得到如下的面积公式. 

由逐段光滑的简单曲线 C 所界的面积 S 可用曲线积分表示为 
r r 1 

S ' — O xdy ^ — o ydx — ' s - o xdj / — ydx y 
jc Jc J ic 

其中曲线的正向为逆时针方向（参见上册336〜340页的公式 (11.1) 及例题). 


例题 24.3.4 计算双纽线 

(工 2 ~ hy 2 } 2 = a 2 ( x 2 - y 2 ) 

所南厌 M 的而耜， 


(24.11) 
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解1由对称性只需计算第一，四象限的面积，令 
a: = r cos 0, ?/ = r sin 0, ^ 0 

代入方程 （24.11) 得 r = aV ^26 ： 则参数方程为 

= a cos 0 ^/cos20 , y(0) = a sin ^ Vcos^, — ^ ^ ^ 

并 E v Q 

x f (9) — (1(- sin 8)Vcos26 + n. nns f) ~ tSin ^— 


y ! {0) — a cos 0 \/cos20 + a sin 0 


所以 


由面积公式得到 

S — 2 - 去 y dy - 汉 da; 


Vcos 2 S 
— sin 20 
\/cos 29 

xy l — yx 1 ~ a 2 cos 29. 

r /4 


a 2 cos20d6 = a 2 . □ 


-Jl /4 


解 2 (用定积分求面积）在极坐标系中，双纽线 (24.11) 的方程为 
r 2 ^ a 2 CO&26 , 沒 e[ 〜 H]U [ 年，导 ] ■ 


于是 




f ^ t /4 r 7 l /4 

r 2 d $^2 a 2 cos 20 d 0 = a 2 . □ 

0 JtJ 


24.3.2 平面曲线积分与路径无关的条件 


在力学上一神非常重要的力场是保守场.质点在保守场中移动,保守场所做 
的功只与质点的起点和终点的位置有关，与移动的具体路径无芙.什么样的力场 
是保守场的问题从数学上看就是在什么条件下第二型曲线积分与路径无关，这 
个问题不仅具有明显的实际背景,而且在理论上也有很重要的意义. 

设0是 R 2 中的区域, POt ， 办 Qbj ) 在上连续，记 

w = P{x : y) da: 4- Q{x,y) dy, 

任取 A , S e R ； T ? 内从4到 i ? 的一条逐段光滑的简单曲线称为 P 内从 A 到 S 

的一条路径，对于 P 内从4到 i ? 的任意路径如果第二型曲线积分 

w = Pdj ： + Qdy 
J L J L 

只与 4 s 有关，与 i 的具体选取无关，则称一阶微分形式 w 在 n 的积分与路径 

无关 

如果平商区域 B 内的任意简单闭曲线所包围的 匿域都 完全在 D 中，则称 D 
是单连通区域.设乃是平面上的单连通区域， w^Pdx + Qdy, 其中 P ， Q 都在 
D 内有连续的偏导数，则下列结论等价： 

(1) 对 D 内的任意一条闭曲线 G 有 
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uj — 0; 

- c 

(2) 对 D 内的任一条路径 C， 积分 I w 仅与 C 的起点和终点有关，而与所沿 
的路待 无关； ° 

⑶在 D 内（处处）成立 

ap = d Q . 

dy f 

(4) 存在函数使得在 D 内成立 

d^(T, y) = P(x, y) dx + Q(x : y)dy. 

即 Pdz + Q 办是函数 9 的全微分.这时称 p 是切的势函数，又称 w 是一 

个恰当微分形式，此时 

^, y ) - P(x,yo)dx+ Q (^, y ) dy + c , (24.12) 

J TQ J yo 

其中 (x G 'yo) 为 D 内任一点， C 为任意常数，且 

(^,y) 

Pdx + Qdy ^ ip ^ ^,y) - ^(^o^o)- 

J (邱，如） （抑，卯） 


注回忆例题 24.2.3 的求解过程，由 （24.T ) 知 — 是+的全微 
分,则积分与路径无关，于是 : r 

^ = r ~ r )- 
但当时我们不知道可以这样计算第二型曲线积分. 


例题 24,3.5 ^ P ( x iy ]，Q ( x ， y ) 有连续偏导数, 则晋=鲁 的充要条件 


P(x,y}dx + Qi^Oyy) = p(x,i/o) + Q (怎，汉) 如. (24.13) 


证先证充分性.设 (24.13) 成立,两边对 a: 求导，得 

P(x,^) =P(a:,j/ 0 ) + | y 鲁 (3^) 如 , 

两边苒对 y 求导，则 

再证必要性.由条件知也= Pdx+Qdy 与积分路径无关.取路径为从 (nm) 
经 （a 到 ( x , y ), 则势函数 




P(a:, y) dx + <5(^ 0 ,t/)dy+ Ci- 


取路径为从(吻，如）经(1如）到 O^y), 则 
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也 y ) 


P (: c ， 如） dx+ Q{x,y) dy + c 2 . 


令 （2^) 二(抑，如)，得 Ci 二 (72 .口 

例题 24.3.6 设 a 上 c 为常数,满足 ac ^ b 2 > 0, 

w = xdy~ydx 
ax 2 2bxy + cy 2 

易 见出在 (0,0) 以外的 E 域有定义,且为恰当微分形式■求 u > 关于原点（0,0)的 
循环常数 f 飢其中 C 可取围绕（0,0)的任一简单封闭曲线，并取逆时针方向 
为正向 . 


解设 P ( AZ /): 


ax 2 + 2bxy + cy 


r ， Q ( x y y )^—^ 


_ _ J； -_ 甽 

ax 2 + 26;r 沒十 cj/ 2 ’ dy 


可以看出，沿椭圆 C : 


ax 2 +- 2 bxy + cy 2 — 1 

来计算曲线积分最为简便，因为此时 

® Pdx + Qdy = 0 xdy — ydx, 
Jc c 

上述积分值恰为橢圆的面积的两倍，于是 

| u- = ■■■ B 「‘ n 

JC yac — 


24.3,3 练习睡 

1+应用 Green 公式求下列第二型曲线积分 . 

(1) | {x 2 + xy)dx + {x 2 + y 2 ) d 仏 C 为由 a: = 土1， y = ±1 围成的正方形， 
取正向； 

(2) 求£ In 吾 px 十 ^^ldy,C 的定义同 （1); 

⑶求0 {x 2 ~y 2 )dx- 2 xydy, C 是由/ + y 2 = 1， x = 没及没 轴围成的 

曲边^角形，取 正向； 

*■ 

⑷求 c 卜办一 斗其中 C 是: ( a ) 旋轮线 a : = - sint ) -抓, 

y = a(l—cos*) 对应于 t = 0 到 Z = 的一 拱； （b) Or-lp+b—l) 2 = 1 

从 （2,1) 经上半圆到 （0,1) 的一段弧， 

2 .设/⑷连续可微， L 为逐段光滑闭曲线，证明 
1 

⑴ O f(xy){ydx -\-xdy) = 0; 

1 

(2) O /(z 2 +y 2 )(;rd 工十 ydj/) = 0+ 

Jl 
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3 ■求 


ds . 其中 k = ; r 2 + y 2 , C 为 z 2 + y 2 = 6; r，n 为 C 上的单位外法 


Jc 

向量. 


4 .设 C 为逐段光滑的简单闭曲线, f 为给定方向， 诹明： 

o cos(/,n) da = 0, 

Jc 

其中 n 为 C 上的单位外法向量. 

5-设 C 为包围原点的按段光滑的简单闭曲线,叫 （ i，j = I , 2 )均为常数 ,X 
ana : + ai 2 y , Y = a 21 x + a 2 2V , a n ^22 - « 12«21 ^ 0, 证明 

O ^ ^2 _|_ — 2Tisgn(ana22 — ®ia^2i)- 

6 .设 L 是单位圆周 x ^ + y ^ = l , 方向为逆时针，求积分 

f (: r - y) dx + (x + 4y)dy 

Jl 工 2 十 4〆 * 

7 -利用曲线积分求下述曲线所围 g 域的面积： 

⑴ z = : a cos 3 y = b sin 3 1, 0 ^ t ^ 2 tc ； 

(2) x 3 + 汉 3 = 3axy, a > 0; 

⑶6广屯广、。 ( 纤 ( 引'“。 >( ^为正整数, 

8. 先证明曲线积分与路径无关，然后计算积分值： 

f (3,4) 

(1) v ?( x ) da ; + ^( j /) dy f 其中 是连续函数； 

J U,2) 


xdx + ydy 


,沿不通过原点的路径- 


J(i,oi x +y 

9. 对于以下一阶微分形式％求函数 M ( X > V )^ Q , 使得在适当的区域内 M 切 
为全微分，并求其原函数： 

(1) w = [-y^/x 2 + j/ 2 + l-x(x 2 +y 2 )] dx+[xy/x 2 + l-y(x 2 +y 2 )] djf ； 

(2) w = x[(ay + bx) 3 + ay^\ dx + y[(ay + bx) 3 + &x 3 ] d?/. 


24.3.4 等周定理 

等周问题是一个古老而又十分有趣的几何问题.它可以表 述为： 在周长相 
等的一切简单闭曲线（即封闭而不自相交的曲线）中,怎样的曲线包围的图形有 
最大的面积.早在古代，人们就已经意识到这样的曲线应该是圆周 ®， 但这一事 

①等周问题的最早提出和研究见于古希腊数学家 Pappus (约公元 300-350 年间）的《数学 
汇编》 中，但严格证明则要到 19 世纪才得到,其中最早的是 Steiner 的证明.参见 [30, 26]- 
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从圆周 S 的极坐标表达式 
可得 


代入 （ 24.14 ) 得 


d = 士 ( I ), 阶微分挪叩辱 

rd $ ~ 士 ds . 

再回到 （ 2415 ), 得 

dy _ dy 
ds — 

因此， 沉幻= + 圮其中 & 是与 S 无关的某 常数. 这说明封闭曲线 z 1 与圆周 
S 差一个沿 y 方向的平移.这就证明了等周不等式取等号时， r 必定是半径为 
r = 的一个圆周. 


^ = rcos 0, y — 0 ^ 0 ^ 2 tt , 


dx 

I 


-rsinS - —y, 


= rcosd = x . 


1 f da : ^ , da ? 

T [ ~6f^~d9 } ~ ±[ 


ds ' ds '' 


(24.15) 


§24.4 连续向置场的旋转度 

连续向量场的旋转度可以通过曲线积分来定义,它是多元微积分应用的一个 
重要例子.本节可作为习题课的补充材料.以 R 2 为例,设 F : R 2 — R 2 是连续 
映射 t 我们也称 F 是 R 2 上的一个 连续向量场. 即对每一点 ( x , y ) eR 2 , 确定一 
个随 (^ J /) 连续变化的向量 F { x , y ). 

设 Z c R 2 是逐段光滑的定向封闭曲线.如果 F 在£上恒不取零向量，则 
称 F 在乙 上非退化.定义 T ( x , y )^ 则 T 把; C 映射到单位圆周& 

当点 (^ y )^ C 上逆时针方向绕£ 一周时， 1 向量 T { x , y ) 在 S 上绕整数圈.所绕 
圈数的代数和（逆时针方向为正）称为向量场 F 沿£的旋转度,记为7(^,£). 
当= (^, y )^( x , y )) 是一阶连续可微向量场时，有 

^(F,C) — darctan (24.16) 

若 DCR 2 是单连通或多连通闭区域，必由有限条逐段光滑的封闭曲线组成 

n 

3D — U ^Di , 

规定奶上的定向按其与内法线成正直 S 的方向为正定向.设 F ( x , y ) 在 dD 上 
非退化，定义 7( 圹 奶）是 FOr 沿的所有边界的旋转度的总和，即 

n 

以下我们都假定区域 d 的边界是光滑的封闭曲线. 
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连续向量场的旋转度有下列几条性质. 

性质 1若两个闭连通区域 认与认 的内部不相交, = As, 则 
7 (F,3D)^ 7 (J ;， ,^i)+7(i ;1 ) ^2). 

性质 2 若在有界闭连通区 域夕上 F(x,y) 非退化，则 7(F， 則 = 0. 
证 先设 D 是单连通区域 f 3Z? = £, 

当 F{x f y) 是光滑向量场，即 u(x, y),v(x,y) e C 1 时，有 




2 n 


o d arctan — 


"2 tT 


2 ti 


l 


u 


u 


u 




udv — vdu 


s 


u 2 +v 2 


u 


V 


y u 2 + v 2 5^ u 3 + v 2 

(tx 2 +- 2u 2 + (^ 2 + ^ 2 ) - 2v 2 
(u 2 + v 2 ) 2 


))dit dv 


dit dv 


0, 


其中 5 是乙在 uOr 坐标面上的映像， U 是由5所包围的区域. 


当是连续向量场时，我们要用到 Ti 维空间中的 Weierstrass 通近定 
理（参见命题 ie. 3 ,i): R n 中紧臬上的连续函数可以用多项式函数佐意逼近. 

故奶上的每一连续非退化向量场可以由光滑非退化向量场一致逼近到任 
意精确度.另外，由于旋转度是一个整数,于是充分接近连续向量场的光滑向量 
场与这连续向量场都具有同样的旋转度.这样性质2既然对光滑向量场成立，对 
连续向量场自然也成立. 


当 D 是多连通区域时，把 D 分割成若干个单连通区域证明 .口 

设 D C R 2 是有界闭区域， Po, 是 3D 上的连续非退化向量场.如果 
存在连续依赖于参数人的连续向量场 G-dDx [0,1] ^ R 2 , 且使 G ( x , y , 0 ) = 
G(nl) ^心卜，!/)，则称 G 是自 F 0 到的连续形变.如果 G 在 
犯上关于I € [0, 1】均非 退化， 则称 G 是非退化形变.若存在自到的连 
续非退化形变，则称 Pq 与同伦.容易证明同伦有传递关系，即若与 
同伦 ，巧与 A 同伦，则 A 与同伦. 

性质 3 设 D c H 2 是有界闭区域，则30上的同伦向量场有相同的旋转度. 

证因为 7(^(1 是一个整数，且对人连续，所以当人变化时它只 
能是一个常数，即有 

7(^ o (^2/) 5 5 D ) =7(卽，汉,0)，犯)= 7(郎，女，1)，奶） 

下面我们举出一些向量场旋转度应用的例子.我们先用旋转度证明如下著 
名的 Brouwer 不动点定理在 R 2 中的形式： 
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例题 24.4.1 设 D 是 R 2 中的一个有界凸区域,其边界 3 D 是一条光滑闭曲 
线 . F 是自 D 到£>的连续映射，则在 P 内必存在 F 的一个不动点，即3$ e i? f 
使 F ⑹ 

证由于 ao 是一条光滑闭曲线，我们知奶上的沿逆时针方向的单位切向 
1组成 5 D 上的一个光滑的非退化向量场1卜，认且当 ( x , y )^^ D 逆时针一圈 
时， r { x t y ) 也转了一圈，即 y ( r , dD ) = 1. 同風设 n { x , y ) ji BD 上的内法向量 
场，则 7 ( n ， BD ) = L 又 f 是自凸区域 JP 映到 P 内的映射，若 f 没有不动点, 
则以（: r ， y ) e 奶为起点， F ( x , y )^ D 为终点的有向线段指向切线的内侧.即与 
内法向的夹角不大于于是有 

{F(x,y} - (x,^)) - n ( 工， y) ^ 0, V(x, j/) e dD. 

设 G{x 、 y» X(F(x 1 y) ™ (x,y)) + (3 - X)n(a;,t/). 当人 = 0， 1 时，（^(工，仏入）在 
BD 上非退化.人 e (0,1) 时 

n ( x , y ) ■ G { x , y , X ) ^ (1 - 入)|咖 j /)| 2 > 0， ( x , y ) ^ BD , 

所以 G (; c , yA ) 也在 3 D 上非退化.故- 与 n { x , y ) 是在 8 D 上的同 
伦向量场. 

7( f -吨奶）= 7(界，奶 ）=1. 

由性质2可知 F { x , y )~ ( x , y ) 必定是 D 上的退化向量场.即 3( e A 使 F ⑹- 
芒= 0,故$是 F 的不动点. □ 

一般形式的 Brouwer 不动点定 理为： 

R n 中的非空紧凸子集 S 上的连续自映射 F 必有不动点.即存在使 

作 ) = (■ 

其证明要用到一些拓扑知识,可参考[47, 33]. 

第二个例子是用旋转度证明代数基本定理. 

例题 24.4.2 (代数基本定理）复数 z 的 n 次多项式 P n ( z ) 在复域上至少有 
-个根. 

证 ^ z^x + iy , x , y € R . 尺⑷ = i ?( P „ ⑷) + 其中项 ■) 与 /㈠ 

分别表承复数的实部和虚部.构造一个映射 

F : ( x , y ) -+ ( i ?( P n (x + is /))，/(/^(; c + 4/))). 

F 是 R 2 上的 n 次多项式映射. P n ( z ) 在复域上有根的问题归结为 F 在 R 2 上 
是否是退化向量扬， 

如果 F 是非退化向量场，则由性质 2 , 7( 厂凡 ）= 0,其中&表汞以 r 为半 
径的单位圆周.另一方面，我们从其它性质计算 l { F , 3 r \ 

我们先计算 P n ( z ) = z n 的情况.设对应的多项式映射为 fV 则 
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= 

~ 27c Jo 


RdJ-IdR 

R 2 + I 2 

r cosnt(n coant) — t sin nt(-ntiinnt) _ 

^~~^r—„ - Qt -- 7i, 


对于一般的 n 次多项式 Pn ( A 不妨设其首系数为 L 作复多项式的形变 

G ( z i X )= Xz n + {l-X)Pn(z)- 

可知 

， ■ G{z,X ) = 咖产 + (1 — 十 Q(z)^ 

其中 Q ⑷满足0 —+0 C ) ■因此 

Z n - G { z , X )=\ z\ 2n ^r 0 (\ z \ 2n ) (|^H + ⑺)， 

所以当^足够大时， G (^ A ) 在复平面的单位圆周&上取不到零点.这说明 Pn {^) 
对应的 n 次多项式映射 F 与 Po 在&上同伦， 7(^, S r ) = n . 这就证明 F 必定 
是 R 2 上的退化向量扬.也证明了 f 在复域中至少有一根 ■ 口 


最后我们用旋转度解决199&年匈牙利的 Miklos Schweitzer 数学竞赛中的一 
个积分问题.这个积分问题在几何学和博弈 论中有 有趣的 背景. 我们的材料取自 
美囯数学月刊卷 (1999) 227 〜料0页‘ 

例题 24.4.3 设/和3是[0, 1] 上的两个可积函数，满足 

r 1 r 1 

f ( x ) dx = g ( x ) = L 

Jo Jo 


证明存在 [0,1] 中的某个 闭瓱间 [ a ，&], 使 


f { x ) dx = j ( x ) da ; 


证 我们定义 

D - {卜，没) € R 2 I 0 ^ a ； ^ ^ < 1}, 


并令 


㈣ = (£/(_ — + 


rv 


5( s ) d 5 _ 


由 /, 的可积性，可知 G 是闭的单连通区域 i ? 上的连续向量扬.如果 G ( x , y ) 
在 D 的某一点 （〜&) 上取零向暈,就证明了我们所要的结论-否则，可以考虑 
- f { G,doy dD 由三条直线段组成.在对角线上取常值，故旋转角度为 0. 


在水平边界和垂直边界上，注意到 


G(0,a ： )+G(^l) - (0,0), O^x^l. 


因而 


G(a: ， l) = — G(0,;r )， 0 < x ^ 1. 
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因此水平边界的任一点的向量恰好与垂直边界上对应点的向量 反向. 这说明 G 沿 
7 JC 平边界的旋转角度与其沿垂直边界的旋转角度一样.而 G (0,0) = (- +，_ + ), 

G (0,1) = (+，+)-故 G 沿垂直边界的旋转角度为 2 fc 7 C 十71， fc 为整数.所以有 

7 (^^)= ° + 2(2 2 fc7t + X) = 2fe + 1 / 0, 

由旋转度的性质 2 知， G 必在乃上某点 ( a ,6) 处取零向量，也即 

'b 1 、b 

f(x) da ： = = £ f («) dx . □ 

注这个问题表面 i 看可以利用积分 g 关于积分区间端点的介值性质来解 
决，即: 3 ti 0 , 使 Va e (0， a 0 ) : 有 a 的连续函数值 6( a )， 使 j f(x)dx = 实际 

上不可行，这因为上述并不一定连续.比如我们考^如下的 f(x ), 它的原 

函数 f (: c ) = f /⑷ ds 在 [0,1] 上连续可微， 满足： 当0 < 2： < 1时, 0 < F ( x ) < 1; 
Jo 

F ⑼= 0;在队$上严格单调增加并在时取到惟一极大值然后 
严格单调减少至 x = j - 时取到惟一极小值然后严格单调增加至尸⑴= 1. 

考察使 f(x)dx = +的点 a 与%).注意到此时必有 F(b(a)) - F(a) ^ 

J (I 

设 i 71 ^) = 4■，则0<00<如因而 a G (0, a 0 ). 对应地有 fe ( a 0 ) = 1■当 a 自 
连续地移向0 0十^⑷自1连续地减少.至 F{ ai ) = +时，&(«0 = y ■ 另一方 
面 F ⑷< j 时， F(b(a)) < 故必有&⑷< +. 因此 ai 不是 b ⑷的连续点. 

§24.5 对于教学的建议 

24,5.1 学习要点 

1. 本章的重点之一是计算两型曲线积分，从计算公式可以发现 f 写出曲线的参 
数方程是计算的安键部分.一般来说，一条曲线可以有多种参数方程的形 
式，到底哪一种给汁算带来方便 ; 要视具体情况，对如何求曲线的参数方程 
总结如下. 

平 面曲线 

^,1/) = 0. (24.17) 

方法1若能从 (24.17) 中解出 y = /(： r ) 或 : r = g(y), 则平面曲线 (24.17) 
以^或 V 为参数的参数方程分别为 

x = ^ : y - f(x) 


或 



332 


第二十四幸曲綫积分 


^ = giy )： y^y- 

方法 2将极坐标表迖式 x^rco^O. y = rmnO 代入（ 24 .1乃得 

^( rcos ^^ sm ^) =0. (24.18) 

若能从 (24.18) 中解出 r = /⑻或0 = g{v\ 则平面曲线（ 24 .17)的以0或 
r 为参数的参数方程分别为 

x = /(0}cos^ : y = /(^)sin0 

或 

x ~ rcosg(r), y — rsin^fr), 

空间曲线 

F(x t y,z) = 0, G(x^y, z) = 0. (24.19) 

方法 l 若能从 （24.19) 中解出两个字母，不妨设可解出 % z % x 的函数 
y = ^( x )^ = iP ( x ), 则空间曲线 (24.19) 的参数方程为 

^ ™ y ~ ^)： 3 =棒). 

方法2将球坐标变换或柱坐标代换代入 （24.19) 得 

F{r sirup cos 9, r siny > sin ^, r cos v ?) = 0， 

G (y sin p cos 沒， t 1 sin 妒 sin 沒 ， r cos p ) = 0 

或 

_ F(r cos 0 ， r sin 玟，刀 ）= 0, 

G ( rcos ^, rsinS t 0) — 0. 

若能从 (24.20), (24.21) 中或 (24.22), (24.23) 中解出两个字母为第三个字母 
的函数，同样也可以得到参数方程. 

方法 3从 (24.19) 中消去一个字母(例如得一条平面曲线 

f ( x , y ) = 0. (24.24) 

它实际上是空间曲线( 24 .19)在 A ^ /平面 上的投影，先写出 (24.24) 的参数 
方程 


(24.20) 

(24.21) 

(24.22) 

(24.23) 


: r = p ( i )，y — -0( f ), (24.25) 

再将 （24.25) 代人 （24.19) 中的某一个方程，得 

z = w ( t ). (24.26) 

(24.25)， （24.26) 就是空间曲线 (24.19) 的参数方程. 
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2. 关于两类曲线积分之间的关系，关系式 (24.5) 是基本的，也是便于记忆的， 
在平面上也是正确的-但是在平面上常用的是法方向，而不是切方向.所以 
我们或者记住表达式 (24.6), 或者用图 2 4 .2 临时再推导一下. 


3. 关于 Green 公式，比较方便于记忆的形式是 


' r 


a a 

Pdx + Qdy - 


dx 3j/ 

dD i 


P Q 


da ; dy , 


4. 总结求平面上第二型曲线积分 j P da ： + Q 办的几种方法. 

⑴用 Green 公式化为二 重积# 若 C 力闭曲线，可直接用，若 C 不闭可 
添加辅助线后用 Green 公式； 

(2) 若满足 1 如果曲线 C 不封闭，可考虑用求出原函数的方 

法； 


(3) 利用曲线的参数方程化为定积分求解. 


24.5.2 参考題 
第一组参考題 


证明不等式 


c 


P { x , y)dx + Q { x , y ) dy 


^ ML, 


其中 i 是曲线 C 的弧长 max ^ P 2 ( x , y ) + QHx , y ), 并利用这个不 
等式证明 lim 4 = 0,其中 

■R—+oo 

ydx — xdy 


Ir ; 


2. 求第一型曲线积分 
( 1 ) 




{ x 2 +xy + y 2 ) 2 


In \ J{x - a ) 2 + y 2 ds (| o | ^ K ); 


i i + v i =^ 


( 2 ) 


In y/(x - a ) 2 + ( j / - b) 2 ds ( a 2 + b 2 ^ R 2 ). 


x 2+ y i = R2 


3 .设 /( AJ /) 在 L 上 连续/ 是逐段光滑的简单闭曲线，证明 

u ( x , y )= 0 瓜 ”) In VO - 《) 2 + (y - r}) 2 ds 
JL 

当 P +沪 —+ oo 时趋于0的充要条件是 

o f(^rj) d5 = 0. 

Jl 
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4. 设在 R? 上连续 t 证明 _ 

1 I 

u( ； E ， y) = —2- w(^77)d^ dr? 

虹 J J 

(: r {户 ^(V-V) 2 ^r 2 

对 Vr >0 都成立的充要条件楚 

1 f 

o u (^ rj ) di 

对 VGO 都成立， 

5 . 设 f { x , y ) ® G 内一阶连续可微，在沁上 f ( x , y ) = 0, G = {( u ) | 

+ y 2 ^ ci 2 }. 证明 

f ( x , y)dxdy ^ ^ a s max (/^ + /^) 1 ^. 

S . 设 P (^ y ), Q (^ y ) 在平面上有连续偏导数，而且对以 V ( x 0 , j / 0 ) € R 2 为 A 
以 Vr > 0为半役的上半圆周 C \x — x 0 + rcosd,y = 如 + rsin 0 (0 < 0 < 7 c ) 
都有 

尸 (3 ：， ^)da ： 4- Q ( x , y)dy - 0. 

Jc 

证明： 尸 ( X . J ) = ^( x ' y ) = 0 ( V ( x , y ) e R 2 ). 


第二组参考题 


1. 给出旋转度性质2的一个不用曲线积分的证明. 

2- 证明如下形式的髙维中值定 理:设 /(㈣ 为定义在以 r 为半径的球 

Z? = {® = (ari,^2,- 1 . ，心）卜？ + 4 + ■ ■ ■ + 4 S ” 2 } 


上的连续可微函数，则存在 p 0 = ( p ?， …， W ) E intD ，使 

(as) - min f{x) = |V/(p 0 )| - 2r. 

3 -设 ■■- >«， M 是 n 边形的 n 个顶点,而且原点在其内部， 
证明存在正实数$和％使得 

(a 】， 十 (M ， h)x a ^ + … 十 ( 知， 

4 .设 D 是半径为 r 的一个圆所围成的平面区域，对 D 内的点 ( t ， y ), 用友) 
表示以 (^, y ) 为圆心， 5 为半轻的圆在 D 外边的那段弧的技度.试求 

Jini l{x,y)dxdy. 


D 


5.设 B 是 R 2 中的单位圆盘， C 是单位圆周 ■ 9 : S — R 2 \ {0} 是二阶连续 
可微映射. 

f 咖 I ，夕 2) 


(1) 用 Green 公式把 




d ^ idx 2 表示成 C 上的第二型曲线 积分; 
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(2) 如果在 C 上的限制是恒等映射，即贞求）= x Vx e C， 证明 


Oa dx 2 = ogidg 2 




dxr 1 31 Bx 2 

c c c 

⑶证明不存在满足 0(ar) = a; \/a^ C 及 g ( B ) c C 的二阶连续可微映射 


ff ； 

(4) 对上述命题给出一个几何上的解释. 

6-⑴设 S , C 与题5相同，/:忍4召是二阶连续可微映射,/(3；)/ ；1 ^0^ 
B , 从几何上可见以 f ( x ) 为起点和 a : 为终点的有向线段与 S 的边界 
C 相交，则交点可表示为 

ff ( x ) = f ( x ) + t ( x )( x - f ( x )), 

其中 t ㈤ 是与$有关的参数，证明 f ( aO 满足二次方程 
t \ x )\ x - f ( x )\ 2 + 2 t ( x ) f ( x ) - (x ^ /( x )) + |/(*)[ 2 -1-0; 

⑺证明 （1) 中的 满足 3(®) 二 x、xeC A g ( B ) c C ; 

(3) 结合上题证明满足 （1) 的 / 是不存在的，即若/ : 5 — B 是二阶连续 
可微映射，则 V e £ f ，使/(0 = €. 我们得到了 Brouwer 不动点定理 
的另一个证明.你能否举几个运用 Brouwer 不动点定理的实际例子. 



第二十五章曲面积分 


曲面积分与曲线积分一样也有两类：与曲面的方向无关的第一型曲面积分 
和与曲面的方向有关的第二型曲面积分.本章在 §25.1 和 §25.2 两节中讨论 R 3 
中的这两类曲面积分以及它们之间的关系,所有的概念和结果都可以推广到 R 71 
> 3) 的情况.在 §25.3 节中介绍 Gauss 公式（第二型曲面积分与三重积分之 
间的关系)， Stokes 公式（第二型曲面积分与第二型曲线积分之间的关系)，以及 
在 R 3 中曲线积分与路径无关的条件.在§25. 4 节中介绍一些外微分的初步知识. 
最后一节是学习要点和参考题. 


§25.1 第一型曲面积分 


25.1.1 第一型曲面积分的定义和计算 

在 22.5.1 小节中我们在假定曲面面积存在的情况下，推导出了曲面面积 
的计算公式，下面给出曲面面积的严格定义.考虑一个以分段光滑的闭曲线 
L 为边界的光滑 曲面& 设这一曲面被一个分段光滑的曲线网分成许多部分 
SuS 2, -, S m , 并在每一部分氏内任取一点 M ， 把元素氏垂直地投影到曲 
面在点处的切平面上，得到在切平面内的平面图形其面积 △?； (i = 
1，2, …， m ) 的和在各个元素氏的直径趋于零时的极限 

i 

称 为曲面 s 的面积, 其中人= ㈣ d ⑸） 为氏 G = 1，…，叫中的最大直径.如 
果极限为有限数,则称曲面 s 为 可求面积的. 

设 S 是 R 3 中的可求面积的曲面，函数/在 S 上有定义.对于 S 的任一 
分割 T : { S U S 2 , …，，用△冼表示氏的面积，任取 hQ ) & S it 如果当 
d ( r ) = max d { Si ) — 0 时，和数 

i 

收敛 t 且极限不依赖于 S 的具体分割与的具体选择，则称函数/ 
在 S 上的第一型曲面积分存在，该极限值称为 /(A y , z ) 在5上的 第一型曲面积 
分， i 己为 

J J d(T)^0 

5 ' 

如果曲面 s 的参数方程是 
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解2用参数式计算^ = \/^+ F 在球坐标系中的方程为 P f ,因此 S 
的参数方程为 


X 


又 s 的边界线 
的球坐标表示为 
于是 

计算得 
最后得到 




r cos0 n y 




r sin 沒 ， z 


■n 


t, (r,9)eD. 


z = \/x 2 +y 2 , t 2 十 y 2 = 2ax 
— ~^ 7 r 2 sill 2 ^ = 2ar simp cos 0. 

D = {—-^- S 卩 （号 ， 0 ^ z 1 ^ 2\/2a cos^}. 


E = I ， F = 0, G — l, 


r ^/2 




f2\/^ttcoa 玢 


-k/2 

29 


(|,4 cosW(?+ ^^ dr 


\/2na 6 . □ 


25.1.2 第一型曲面积分的应用 

1. 求曲面的面积■在（2 5 . 2 )与 (25.1) 中令/三1,则曲面5的面积为 


dS 


^1 + z^+z^dxdy = y/EG - F 2 di/dt；. 


s d iv D av 

2 -求曲面的质量.设，面 S 的面密度为 p { x , y , zl 则它的质量 

p{x, y, z) dS 


m 


s 


p(z(ti ， v))y/EG- F 2 du dv. 


D 


3 . 求曲面的质心坐标.曲面 S 的质心坐标 ( xo ,^^) 由下面的公式 确定: 


Xq 


丄 
m 

Vq — - ^ ™ 

yo m 


xp(x,y,z) dS, 


s 


s 


之 0 


m 


yp(x,y,z) dS, 


V , z ) d 5. 


例顯 25.1,2 求上半球面 z - x 2 - 被 x 2 十沪 = az 截取部分的面 
积与质心坐标,其中 a > 0. 
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解见图 22.11, 这就是 Viviani 体的上表面.由于 


故所求而积 


’ a 2 — X 2 — ' 


— X 1 — y 2 ' 


— / 2 ' 

J J \ fo ^ - — y 2 

x^-\-y 2 ^ax 
.n/2 m cog 0 

= d 沒 一 a rdT 

J-it /2 Jo Vo ? - r 2 


=(7t - 2)a 2 . 

下面求质心坐标，由对称性知如 = 0,且 


(7t - 2)a 2 


xdS 


, 之 、 2 ，”⑽ ，- dxdy 

(tc - 2)a 2 J j a 2 - x 2 - y 2 

rt rlc/2 ra cos 0 

-/■■■ ^ n ，- cosOdO — „ rdr (r 

(tu - 2)a J 0 Jp \/a 2 —t 2 

rt rn/2 2 2 / 

-.~ ^ cos 9 a ^ r - s . 1 (- asinf ) dt 

J 0 J w/2 amit 

«f/2 

a cos^('5- — $ — sin ^ cos 0) 

7t 一 Z n it 

J u 

2a 

3 ( 兀 一 2) 


rdr (r — a cos t ) 


M ， 

-2) a 2 JJ 

s 

a r- 

_J _ 

— 2)a 2 


(tc — 2 )or J J \/ a 2 — x 2 — y 2 


’ a 2 - x 2 - y * 1 dx dy 


4 {ti - 2) 


■. □ 


25.1.3 练习题 

1 . 求^2 2 (14其中 

⑴ S 为之 2 = ： r 2 + 没 2 在 a : 2 + y 2 + z 2 = 7? 2 内的上半部分 （ s 会 0); 

(2) S 为 $ = r sin o ： cos 0, j / — r sin a sin 8, 2 — r cos o , 0 ^ r ^ a , 0 < 0 ^ 2 tc . 

2 . 求 11(3： + y + z ) dA 其中 S 为上半单位球面 x 2 + y 2 + z 2 ^ l ( z ^0). 

s 
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第二十五章曲 4) 相分 


3. 求 Jjb +1/ + z ) 2 dS , 其中5为单位球面 x 2 +沪+ P = 1- 

S 

4. 求 ||(/ -^ + ^ z 2 -^V + l ) dS , 其中 S 是锥面 z 2 = x 2 + y 2 被柱面 

+ y 2 - 2 x 割下的部分. 

5 . 求 II bdd * 5 , 其中 

s 

⑴ S 为 ㈣ + |沒| + | z 卜1; 


(2)5 是抛物面 p P f 被;^ 1割下的部分. 
6■求 || ( a : 2 -\- y 2 -{- z 2 ) dS , 5为 ㈤ + |y 丨 + 卜 a . 


7.求 增 


/( AAddS ， 其中 




f (^, y ^) 


工 2 +沪，当 


8. 求 F ( mf ) 


0， 当 z < \/ x 2 + y 2 . 

|/«，屮0'^，其中5为(工一0 2 +化一 1 ?) 2 +( 2 -0 2 =* 2 , 


s 


t > o , ( x , y t z ) 为满足 v ^+ V 2 + > ft > o 的定点， 

1, 当 P + T ? 2 + C 3 < a 2 , 
0 ，当 《 2 + 铲 + 0 ， 


f (^0 


9. 


求 f 

J « 

s 




(l + z + y ) 2 


.，其中 S 为立体 T + y + zS 1， ® 会 0, 以会 0， z >0 的表 


面- 


10- 求 


X 

z 


dS , 其中 S 是柱面 x 2 - i - y 2 = 2 ay 被锥面 2 = 和平面 


s 


^ 2 a 所截下的部分. 

11+求 [ f ( x 2 + f ) d 5, S 是锥面被 z = l 割下的部分. 


§25,2第二型曲面积分 

25.2.1 第二型曲面积分的定义和计算 

设 S 是逐片光滑的定向 曲面， 尺 g ， i ? 是定义在 S 上的函数.在 S 所 
指定的一侧作分割 T ， 它把 S 分为 n 个小曲面 S 1 } S 2 ,-, S n > 分割: T 的细度 
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IITII - msx ^ Si 的直径 } ，以 A 巧 1 厶的 2) , A # 3) 分别表示氏在 yOz , zOx } xOy 

三个坐面上的投影区域的面积.它们的符号由民的方向来确定，当&的 
法线正向与^轴正向成锐角时,$在 zOj / 平面的投影区域的面积 A ^ 3) 为正， 
反之面积为负. △ 封 1 >与的符号可类似地定义.在每个丨上任取一点 
(匕 ％， Ci )， 若 

⑹ “) A#) + nm o j^Q(^r h Xi)AS^ 

i "-r- 1 !■ — 1 

+ 上。亡只(“ ，⑽! 3) 

存在，且与曲面 s 的分割: r 以及 Ho ) 在& 上的取法无关,则称此极限为函 
数兄 Q ， i ? 在曲面 S 上所指定的一侧上的第二型曲面积分，记为 
P ( x ^ y f z)dydz + Q ( x , y ^ z)dzdx + R ( x , t /, 2 ) ds ; dy . 

J u 

设 R { x , y , z ) 是定义在光滑曲面 

S : z = z { x i y ) > ( j :, y ) € D xy 

上的连续函数，以 S 的上侧为正侧,则有 

R { x : y ,£) dxdy = ± R ( x , y , z ( x , y))dx dy . 

如果在正侧积分， S 积分号前取 正号; 如^负侧积分，积分号前取负号. 

类似地，当在光滑曲面 

S : x = x ( y , z ), { y , z ) 6 D yz 

上连续时，有 

Pi ^ yVyZ ) dydz ^ ± P { x { ij , z ), y , z ) dy dz , 

这里 S 是以 S 的^线方向与 i 轴的正锐角的那一侧为正侧. 

当 Q 0 r f y ， z ) 在光滑曲面 

s n 、 z , x ), ( z } x)e D zx 

上连续时，有 

|| z ) d^：dx = ± Q ( x : y { z , x ) i £) d ^ dx , 

这里 s 是以 s 的^线方向与 y 轴的正锐角的那一侧为正侧. 

如果光滑曲面 S 由参数方程 给出： 

S :x ^ x ( u , v ) : y = y { u , v ), z = z ( u t u) f ( u , v ) e D , 

且行列式 

a — 吻 ， z ) n- ^ x ) ^ 一 ^i x ^y) 

3 M " 1 dM " 


不同时为0,则 
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第二十五章曲面积分 


P&y&z + QAzdx + Rdxd.y — ± 


{PA + QB + RC) dudv, (25.3) 


其中积&号前正负号的选取法则如下:若向 ^ (A,B,C) 与曲面 S 上预先选定的 
侧的法向量方向一致，则取“+”号，否则取号. 


例麵 25.2.1 设 i ； 为上半单位球面2 - (^ 2 + V 2 l 取内侧，求 

/ = || + dsdx + dxdy . 


E 


解1用直角坐标系计算 

dydz + 


计算1=^ + 1,其中^ 


dz dx - \- 


d:rd 没 =Ji + / 2 +1^ 


E 


则 


Si : x y/l ~ y 2 - z 2 , {y,z) e D yz = {y 2 + z 2 0}, 取后侧， 

取前侧， 


h 


同理有 


最后得到 


I dj^d^ + |J d^/djs = — J| dydz + || dj^d^ = 0. 

^2 D V x D vx 


r ： r 2 

h = 0 , h 


dxdy — —n. 

J J 

■Ony 




解 2 用参数方程 

^ : a; = sin cos 0, y ~ sin p sin 0 ， z = coe^, 

计算行列式 

A = 。 严二、 =sin 2 p cos 0 ， B — ^ = sin 2 ip sin 

o{^ t 0) d{!f : 8) T 

^ ^ jV ) . 

C = - = T 7~ tt - = sm ^ cos ^, 

因为 c > 0, 则 (A t B t C) 的方向与上半球面 S 内侧的法线方向相反，故积分号 
前取“-”号，得 

r r 

(sin 2 ip cos 沒 + sin 2 sin # + situp coa <p) AipdS 


D 

rJt/2 p2it 


dip 


0 


-2tl 


sin 2 (^(cos 9 + sin tf) + sin p cos p] dS 


「n/2 


Bm<y? cos tpdtf = 一 Jl. □ 
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例题 25.2.2 求 


I (a + a?) dy dz + (x + j/) Az dx + (y + z) dx dy, 

其中 Z 是由 d P = l,z = 1 及三个坐标平面围成的立体在第一卦限的部分 


的表面，取夕 



解见图25.2,因为 r 分块较多（需分5块)，不便于用参数式，故应在直角 
坐标系中计算.记 i : = 冯 +及+為+及+為. 其中及 为圆柱面，及为下底 
面，為为上底面，及为左侧面 y = 0 , s 5 为右侧面 x = 则有 

i =C# [z + x) dy dz +^]>(a: + y) d^da; +(f )(y+ ^) dxdj/ = 7j + / 2 + / 3 . 

ESS 


计算 A ，有 


A = ^ [[(a: + z)dydz. 


% 


因为及，岛， & 在 〆^ 平面上的投影面积为零，于是 

||(a ： + j?) dydz ~ 0, i = 2,3,4, 

而 




Si ： \/l - y 2 , (y, z) € D vz = {0 < 没 < 1，0 S S 1 }， 取前侧， 
^5 : ^ = 0, {y, z) e D y¥> 取后侧 . 


于是 


Ii = |j(a: + z)dydz + 




J J 

r 6 


{a; + z) dj/ dz 
|| (V 1 ~V 2 +^) dydz - |j zdyd^ 

U v/rT?dyd ^i- 
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第二十五幸曲面积分 


用类似的方法可求出 / 2 =f. 
然后求 




(y + z ) da; d^. 


显然有 


而 


于是 




(y + z ) dx dj/ = 0, i = 1,4,5, 




及： ^ = 0, ( x , y ) e D xy = { x 2 + y 2 0}, 取下侧, 

勾 ： z - l t ( x , y ) e D xy , 取上侧， 


4 = j|(y + z) dzd2/ + 

^2 ft 

=-JJ ydzdy 十 
D xv i 

=|| d 均 = 


(y + z ) drd 沒 
(1 + y ) dardjf 




最后得到 


A + ,2 + h = ' t i ~ TC - □ 


注我们已经知道，利用第二型曲线积分可以计算平面图形的而积.类似地， 
利用第二型曲面积分也可以计算空间立体的体积（见表达式 (25.7)-(25.11)). 


25.2.2 两类曲面积分之问的关系 

设 S 是可定向曲而， n 是 S 上选定的某一侧的法向量，则 

| P 办心 + Q dz da : 十 jR da: dj/ 

5 

=[Pcos(n f x )+ Q cos(n, j/) 十 .Rcos(n, z }] dS . (25.4) 

i J 

上述笑系式的用处之一是可简化曲而积分的计算，当某一类曲而积分的计算比 
较复杂时，可利用公式 (25.4) 转化为另一类曲面积分进行计算. 

例顆25_2.3求 

i = xyz ( y 2 z 2 + z 2 x 2 + x 2 y 2 ) d5, 

其中 r 为第一卦限中的球面 x 2 + y 2 + z 2 = a 2 ( x ^ 0 t y ^ 0 , z ^ 0). 



§25.2 第二型曲面积分 
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解见图25.3,不沧用参数式或直角坐标式，直接计算均相当复杂，取 Z 的 
上侧，则 ( x ^ z ) 处的法向量为 （ Hf ) 利用公式 (25.4), 


a 


3 a 


(A 3 含 + + a ： V-f-)d5 

y 3 z 3 di/ dz + z A x A dzdx + T 3 y 3 dxdy 
x 3 y a da: dy = Za || a ： 3 j/ 3 dx dy. 


其中 ^ 


r D, tv 

{ x 2 + y 2 ^ a 2 ,x ^ 0, j /^ 0}, 作极坐标代换得 

tt /2 ra 

/ - 3a r 7 sin 3 0 cos 3 0 dr 

Jo Jo 

« rit/2 , 

=-4-a 9 sin 3 20d0 - ^o 9 , □ 

04 n di 




图 25.3 图 25,4 

例睡 25.2.4 求 

I — (y — z) dy dz-\-(z — 2:) d^dx + (x - y)dx dy, 

其中 Z 是球面 P + V 2 + z 2 = 2 Rx 被柱面 x 2 + y 2 ^ 2 rx ( 0 < r < R ) 截下的位 
于 2 会 0 的部分，取外侧. 

解见图25.4,改写球面方程为 Or - H ) 2 + y 2 + z 2 = R ^ 其外侧的法向量 

n = ^ X r H 

由公式 （25.4), 有 
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第二十五章曲面积分 


E 


~R 


(y - z,z - x,x - y) - ndS 

[(j/ - z)(x - R) + (z- x)y + (a ： - y)z] dS 


i : 


{z - y) d5. 


E 


由于 r 关于平面对称,而函数 v 是奇函数，于是 


E 

R-tzt 2 


— x 2 ~ y 2 - 


R 


%Rr 2 . □ 


\Z2Itx -x 2 ~y 2 


dx dy 


25.2*3 练习® 


i . 设曲面 r 的方程为 z i ^. y ) e z >， 且 z ( x , y ) ^ ed 中连续可微，证 


明 


P{x,y, z) dydz + Q(x, y t z) dz da: + y, z) dxdy 


•f J 

E 

=±|| {-Pz x - QZy + R) 
D 


dx d ^, 

Z—z{^^y) 


当 r 取上侧时符号取“+”，当 i ； 取下侧时符号取“-”. 

2 ,若”分块光滑，且关于平面对称，在 T 上连续，且满足 

f{x,y,z) = -f(x,y, -z), 

r ， [2 f(x,y } z) dS, 

/( x , y , z ) dS -< r ； 

^ 0. 


应选哪个结果？其中 A 是 i ： 在; rOj / 平面以上的部分. 

3 •若 X 分块光滑，且关于; cOjf 平面对称，在 I 上连续，且满足 

R(x,y,z) = -R(x t y t ~z), 

{ 2 R{x,y,z)dxdy, 

0, 


应选哪个结果？其中 A 是 Z 在: rOj / 平面以上的部分，取侧与 i ； 取侧相 
一致 ■ 


4 .设 X 是平面灯上的一个有界区域，其面积为& iT 取上侧的法向量为 n ， 
且 cos ( n ,«) = ^ 证明 X 在 arOj / 平面上的投影的面积为并利用这个 
结果重新计算例题 21+4.2. 
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5. 求 A 


6.计算 


z dx dy . l2 


z 2 dy , E 是球面 x 2 + y 2 -}- z 2 ~ a 2 , 取外侧. 


i ； 


z 


xz ^ yAz -^ yxdzdx-^yz da ： dy , S 是圆柱面 x 2 + y 2 = 1 在 — 


s 


及 z 為 0 的部分，取前侧. 


求 


x { z 2 — y 2 ) dt / dz -^- y ( x 2 — z^dz Ax -\- z ^ y 2 — z 1 ) dar dy . 其中 5 是及 2 十 z 2 


S 


l^x = 0, x -1, ^ + ^-y = 0 截取的上方部分，取外侧. 


§25.3 Gauss 公式与 Stokes 公式 


25.3.1 Gauss 公式 

Gauss 公式是将 R 3 中某区域内的三重积分与这一区域的边界上的特定的 
曲面积分建立联系的一个重要公式. 

设 D 是 R 3 内的一个有界区域，其边界 5 D 由光滑曲面或逐片光滑曲面组 
成 ; 方向是夕咖(相对于区域 D 面言).又设函数 P t A 都在 D 内有关于 
的连续偏导数，则成立下列 Gauss 公式： 


l + l + =( JJ ) Pdydz + Qdzdx + Rdxdy , (25-5) 


D 


dD 


利用两类曲面积分之间的关系， Gauss 公式也可以写成 


:1 + 吾 + ^-_ 


D 

—( Pcos ( n ，; c ) 十 <5 cos ( n ， y ) + iicos ( n ， 2 )) dS ， (25.6) 

dD 

其中 n 为曲面犯上的外法向量. 

可以看出， Green 公式 （24.9) 与 Gauss 公式 (25.6) 的表达形式是类似的，仅 
仅是空间的维数不同而已. 

与 Green 公式相仿， Gauss 公式 (25. S ) 与 (25.6) 为我们提供了 一神新的计算 
曲面积分的方法. 


例题 25.3.1 求 


4 E 2： d ^ d ^ — 2 y ^ d ^ dj : + (1 — z 2 ) dxdy 1 


E 


其中 r 是曲线 z = ey ( 0 ^ y ^ a ) mz 袖旋转生成的旋转面，取下侧. 
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解”的方程为 


第二十五章曲齒积分 


z = ( x 2 + y 2 ^ a 2 ). 



直接计算比较复杂.考虑用 Gauss 公式.由于 i ： 不闭,需要添加辅助面 
及 ： z = e ' ( x 2 i - y 2 ^ a 2 ) 取上侧 ■ 

见图 25.5, 设 i ； 与 A 围成的区域为乃，令 

P = 4 xz , Q — ~ 2 yz , R — I — z 2 . 


则 

由公式 （25.5), 得 


dP . dQ dH 

— s 1 " T " -i — U * 

ax ay az 


■ J — ^(I — z 2 ) d^dy = — 


= mjj dxdy = (e 2 ® — l)7to 2 . 口 
x 2 + y 2 ^ a 3 


例颟 25.3.2 计算曲面积分 

' xdydz-^-ydz<h: + zdxdy 

J ^ ( ax 2 + by 2 + cz 2 )^ 2 ~ 1 
其中 S 是球面 x 2 + y ^+ 1 T 取外侧 ( ft >0, & >0, c >0). 

解 1 记币，二卜 — - c ^ QiX ^ Z ^(^+^ + cz ^ ， 
(aa：2+ ^ + y ) 3/2 ’ 则在不包含原点的任何区域 i ： 

ox ay dz 
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为了利用 Gauss 公式，对充分小的 s > 0,作闭曲面 

S a :: { ax 2 + by 2 + cz 2 = £ 2 }, 

取外侧，由 Gauss 公式 

f xAydz + ydztXx-^r zdx dy 1 


^3 


( ax 2 + by 2 + c ^ 2 } 3/2 e 一 

上述积分 ¥ & 的外侧.再一次用 Gauss 公式，過 

3 Ak 


xdydz + ydzdx + zdx djf * 


dardj / d ?—, 
e 6 


4ic 


... Vobc \/abc 

ax ^-\- by 2 + cz 2 ^ s 2 

解 2 (不用 Gauss 公式而直接计算） 利用单位球面的参数方程 
x = am if cos 0 , y ~ sin ipsinB , z = cos 
0 < ^ ^ 0 ^ ^ ^ 2 n , 

计算得到 

r^I rt i i^ 1 \ 

sin 2 c^sin^ f 


A = Z 1 = sin 2 ； pcoe 0, B = 


a ( v ^) 

C = = sin ^ cos ^. 


咖， 6>) 


♦，0) 

容易看出，的方向与单位球面外侧法线方向一致，故积分号前取“十’’ 
号，由 （25.3) 得 

_ i^k _ in 

sin y d^p d9 


x /2 rti /2 


lo J 。 (asin 2 y:cos 2 0 + 6sin 2 ^sin 2 9 H- ccos 2 <p) 3 / 2 
先计算对 W 的积分，我们令 cosp = *，则 


t /2 


simpd (^ 


o (a sin 〜 cos 2 $ + 6 sin 2 sin 2 & + c cos 2 p ) 3 〆 2 

-1 __ Jt __ 

0 「’a cos 2 9 + b sin 2 6 ) — (a cos 2 ^ + b sin 2 6 — c ) t 2 
1 t 


3/2 


(a cos 2 9 + b sin 2 0 ) 
1 1 


(a cos 2 9 + bsin 2 6 ) — (a cos 2 沒 + b sin 2 0 — c ) i 2 


1/2 


Vc a cos 2 B + 6 sin 2 9 

最 iS " 得到 

_r_ S r /2 d9 

\/c Jq a cos 2 0 + b sin 2 


r+oo 


\/c v ^6 


arctan 




9 y/c 

+ °°— 4 JI 
= - 

0 


0 {t = taJl$) 


Vabc 


□ 


注 利用 Gauss 公式来计算曲面积分在很多情况下是一种有效的手段，但 
要注意使用式的条件,要弄清楚在什么情况下要“挖洞，，（即用封闭曲面 
把 C Q ， 丑无定义或不可微的点挖去）以及选择什么曲面 ^ W } 计算更 简便. 
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第二 + 五幸曲面相分 


利用 Gauss 公式可导出用曲面积分表 i ” fU ii;, 边界的有界闭 
区域卩的体积公式 

1^1 =<^> xdyd= :: az dx =(^) zdx dy 


,： a ; dT =(^) 
dL * dn 

ih + y d^dx + ^ dxdy . 


上述积分在 do 的外' 山两类曲面积分之间的关系 ，又有 

■' '■ o dj) {a； COB Q + ?/ COS /? + 5： cos 7) diS, 


(25-7) 


(25.8) 


其中 （ r 〜■ .、^ 

x = x 

rjj 

其中 

A 

(25.9) 也可以写为 


为⑽ 的单位外法向量.如果有参数表示 
x i u :^)> y = y(%^), z = (ti,y) e d, 

1 rr 

^ = -n- (Ax + By+ Cz) dudv , 


r ^ 

d(w, v) 


(25.9) 


a(M 

B = 

5(^3：) 

a(w) ’ 

3(w f v) 

1 f 

X 

y 3 

~T 1 


Vu ' 

D 

x v 

Vv 


(25.10) 


持别地，若一个立体的表面在球坐标系中由方程 

r 二咖，汐 ) ， (ip t e) e d 

给出，则 

= r (^,^) sin ^ cos 0, y = r ^^ sin ^ sm ^, ^ = r (^0) cos ^, {^ 0 ) e D . 
代入公式 (25.10) 中得到 


V = + /(叭 0) sin y dp d 反 


(25.11) 


当然，公式 (25.11) 也可以从三重积分中直接得到,事实上 
v = dxdydz = p 2 sin^d^d^ 

JJJ JJ m 

(* {.a n 


0« r (〜） 

f f n (^$) 

sin ^ d ^ p 2 dp 

y Jo 

■ g - r 3 ( i ^, sin ^ d <^? 
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25,3.2 练习题 


利用 Gau . fi 公式计算 积分: 


⑴ 


y(x — z) dy dz + z 2 dz da: + (y 2 + xz) dx di/, 其巾 5" 为以 （0, 0, 0), ( a , a , a ) 


为对角顶点的正方体的表面，取内侧. 


⑺ 


( z 3 + 丄 ） dydz + (〆 - xz)dzdx + { z 3 + -^-) dxdy , 其中 E 是球面 

工 X 


L 


x 2 + y 2 + z 2 ^ 2 z , 取外侧. 

⑶设 4 — x 3 - x 2 y + z 3 , A 2 ^ xy ' 2 + y 3 , =工之 + A X 是由 yOz 平面 
上的抛物线 z = 1 - 沪与 z = 0 所围成的平面区域绕 z 轴旋转后所得的旋 
转体的表面,取外侧.试求 

弩-+ ( 誓-誓) d 油+ ( 誓- d _. 




L ' 


2. 先添加辅助面,再用 Gauss 公式计算下列曲面 积分: 


⑴ 


( x 2 cos a + y 2 cos /? + cos 7 ) d 5, 其中 Z 是锥面之 2 = 工 2 + 没 2 在 


s 


的一段 ， （cos a , cos 汍 cos 7 ) 为 S 上的单位法向量 ; 其方向为下方. 


( 2 ) 


x 3 dy + y 3 dz dx + z z da ： dy f 其中 S 力球面 x 2 + y 2 + z 2 ~ a 2 之上 




半部分，取上侧. 


(3) 


+ y ^ z 3 ) dy dz + (^ + 2 3 x 3 ) dz da ; + + x 3 y 3 ) da ; dy , 其中 X 


r 


为浦球面 + t + f = 取后侧. 

3 - F ( x , y , z ) 是定义在 R 3 上的光滑函数，且 F ( x ^ z ) = 0 是一个以原点为顶 
点的锥面忍如果 X 与平面 n：Ax + By + Cz = D 围成一个锥体，证明此 
锥体的体积 

其中 S 为平面/?上锥底部分的面积, H 为顶点到锥底的高. 


4.求由曲面+ y 2 + z 2 ) 2 = a 2 xy 所围成的立体的体积. 

5■求 （ T 3 + y 3 )dydz +( a ： 3 + 2; r 2 私) dsda ; - a ; 3 zdxd 仏其中 I 1 是单叶双曲而 
s 

p f 1 在 os z ^的部分，取外侧. 

6. V 7 = {(a:,?/, z) \x 2 + y 2 < z <l}, S = dV, 求积分 
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解令 T 为 ; T + J / + Z 二音(1被0*所 
围的一块，取上侧，则 c 的取向与 r 的 
取侧相容.应用 Stokes 公式 (25.13), 


E 


1 

l 

l 

V3 

V3 

V3 

0 

hx 

o 

o 

dz 

y 2 -^ 2 

r > 0 
- 

2 • 
x -y 


dS 






4 

■U 


-4 (x + y + z)dS 

f ^adS = -2V^a-\E\ 



E 

■2 \/la ■ 


图 25.6 




U ，□ 


例题 25.3.4 设 r 是分片光滑的闭曲面， n 为 U 上的单位外法向量，试证明 
| cos ( n , cos ( n ,^/) cos ( n , z )\ 

8 3 a 

8a; dy dz 

FOR 


O 


E 


d5 — 0, 


n 


其中分两种情形：⑴ P ， Q ， R 在力 上二阶连续可微， 打为 X 所围的立体；⑵ 
上一阶连续可微. 

证对情形⑴用 Gaw 公式 
/ =(~)( 


s 


a 


f-Xf 

-)d^da: 

+( 岣 - 

十 、如 

^ dxdy 


d ( br 

^Q\ + 3 (^P 

BR \ 

Bx ^ dy 

dz ” dy { dz 


,B ( 

^ Bx 

- $) 卜均 & 




C 


= 0 ‘ 图 25.7 

情形 （2) 参见图 25.7 .在1；上任取一条逐段光滑的闭曲线 C , C 分 X 为两 
部分及 与及， 在 Uh 上分别应用 Stokes 公式，则对于^=1,2, 

[ cos ( n , x ) cos ( n ,^) cos ( n , z)\ 




3 x 

P 


Q 


dz 

R 


dS — o Pdx ^-Qdy + Rdz, 

Jc t 
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第二十五章曲面相分 


因及，&分居 C 两侧，故 C lt C 3 为同一条曲线只是它们的定向相反.若记 
Ci 为 c +> 则 c 2 为从而 

|coa(n, x) cos(n, y) cos(n, z)| 

dx dy bz 

P Q R 


£1 




dS 


=f o +o JPd ^： + Qdy + i?= 0, □ 

"V J (7 十 J C? _ / 

例题 25.3.5 试用 Stokes 公式卟算 

1 = 0 (y 2 + z 2 ) dx + (z 2 + x 2 ) dy + {x 2 + y 2 ) dz : 

Jg 

其中 C 1 为; r 2 十 j/ 2 + s 2 = 2 /ix 与 x 2 + y 2 ^ 2rx 的交线 （0 < r < ;> 0), C * 的 

定向使得 C 所包围的球面上较小区域保持在左边. 


解见图 25.4, 设 S 为球面 x 2 + y 2 + z 2 ^ 2Rx 被柱面 x 2 +y 2 = 2rx 所截 

部分的外侧，由 Stokes 公式 (25.13) 

_ V 
~R 


\ 


x - R 


R 


z 

~R 


Bx dy dz 
S k + z 2 ? + x^ + y 2 


dS 


X 


i 广 

[(j/ - z)(x - R) + (z-x)y 十 （ a ： — dS 


S 


2 卜- y)dS = 2 

J J „ 

s s 


zdS = 2R 


dxdy ^ 2nr 2 R, □ 


^：2 rx 


25 . 3 . 4 练习題 


1 .设 c 是平面 zcosa 十 ycos /? 十 3 COS 7 - p = 0 上逐段光滑的闭曲线， C 所 
界的面积为 C 的定向与 ( cosa , cos /?, cos7 ) 成右 f - 系,试计算积分 


0 


C 


da ; d 汉 dz 

cos a cos p cos 7 
x y z 


2 . 求 o (y™ 芯 ) d;c + (z-;c)dj; + (;i:-y){k ，C % x 2 +y 2 = 1 与 z + y 十之 ； 1 

的交%，从 z 袖正向看是逆时针方向. 


3，求 


c 


(z 3 + 如 \) 办十 （ n 3 + 'iy 2 z)dy + (y^ + 3z 2 x) dz , 其中 C 1 是 z 


yV - P - f 与 $ = y 的交线，自 A ( i ， i ， C ^ JS (-|，- i ，0). 
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4. 用 Stokes 公式求 ^ +;? {[(；]；+1)汉 2 + 1](1；(： + 2哪如 + 3；1/ 2 <14，其中(^是右 

半柱面 M + | y |- a { j /> 0 ) 与平面 y 2 的交线上从 （-A 0 , 0 ) 到 （ d ， 0 , 0 ) 
的一段 (《 > 0 ). 


5 .设 C 是空间任一逐段光滑的简单闭曲线, 八工)， g { x ), h { x ) 是任意连续函数. 


证明 


6 ■求 


r 


o [/( a :) - yz ] + [ g ( y ) - xz \ dy + [ h ( z ) - xy ) = 0 . 
ic 



cos a 

cos /? 

cos 7 


dx 


i 

dz 


X — 

x 3 — yz 

- Zxy 2 


其中 r 是; c 2 + y 2 + ? 二丑 2 在之 > 0 的部分， (cos a , coscos7 ) 是 f 下 
侧的单位法向量. 

7. 求 O ydx J rzAy -\- x ^. z ^ 其中 （7 是工 2 + ?/ 2 +之 2 = (1 2 与；1： + 汉 + ；2： = 0的交 
线，為^轴正向看是逆时针方向. 


25,3.5 R 3 中曲线积分与路径无关的条件 


利用 Stokes 公式可将 24.3.2 小节中平面曲线积分与路径无关的条件推广到 
R 3 中，但首先要清楚什么是 R 3 中的“单连通区域"，为此我们要求无论 L 是区 
域 D 内的什么样的简单闭路> 总存在一个以 i 为边界而且全部包含在 D 内的 
曲面乂这时称空间区域 D 是 曲面单连通区域 例如两个同心球面之间的部分 
是曲面单连通区域：一个球打了一个贯通的柱形孔洞后剩下的部分，如 

^ A \ x 2 + y 2 + z 2 ^ l , x 2 + y 2 > 

不是曲面单连通区域; R 3 中的圆 环面 

T 2 : (\/ x 2 + y 2 — a 2 ) 2 + z 2 = b 2 (0 < b < a ) 

所围的区域也不是曲面单连通区域. 

如果 D 是 R 3 中的曲面单连通区域 • w = P ( x , i /, 2)dx + Q { x , y , z)dy + 
i ? (: r , s ^) dz ， 其中 A Q ， 都在 D 内有连续偏导数,则卩列结论 等价： 

( 1 ) 对 D 内任意一条闭曲线 C 1 , 有 

w — Q ; 

\c 

( 2 ) 对 D 内的任意一条路径 C ， w 仅与 C 的起点和终点有关，而与所沿的 

路释 无关； C 

⑶在£>内成立 
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„ dP m _ BQ BP 


dR . 
3 x 1 


Bx By * dy dz 1 dz 

⑷存在势函数 ^ x , y , z ) : 使得在 £» 内成立 

d<p(x'y,z) = z)dx + Qix.y.z) dy + R(x ， y,z)dz ， 


且 


认工，％ z、 


P(^,y, z)dx + 


rv 


Q{x 0 ,y, z) dy 


Vo 


R(x 0 ,y 0 ,z) dz + C, 


(25.14) 




P dx + <5 dt/ + Rdz = 


(>，£//) 


(xo t y n ,z 0 ) l(a ： o^Oi s o) 

例题 25.3.6 对于微分式 

之 ( ^ ™ : ~ t 1 dr + ^ 


-^ o ^ o ^ o ). 


X 


x 2 y x 2 + z 2 / 

判断原函数的存在性并求出之. 


xy 2 dy+ {^T? 


+) 心， 


解1容易验证 


ap 

BQ 

"97 

dR 

Bx 


dQ 

dx 

dR 

BP 

~dT 


x ^ y 2 




z 2 -x 2 


x 2 y (x 2 + y 2 f ' 

因此诙微分式有原函数.根据微分式的特点，为计算简单起见取句 
0 ,积分路径为 ( 叫抑， 0) — ~^ (x ， jfc ， 0) — (x,y, 0) (a ：， j/ ， z), 贝 ! I 


0, x 0 ,yo > 


<P ( 工， yj) 


x 


x 1 + z 2 


-古) 


dz + C — arctan- 


z 


xy 


+ c. n 


则 


解 2 求原函数时也可用下面求不定积分的方 法：由 

^£_ _ x 1 

1 T 


X 2 + Z 2 


xy 




由此得 


x 


X 2 + Z 2 

dtp 




dz — arctan— 


x xy 


+ v )- 


dx 

B<p 


x 2 + z 2 




+ 




由得 


xy A 


~ W ' 
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dx — dy 

即 tix . v ) 为常数，所以 

(p{x,y, z) ^ arctan-|- - + C. □ 

25.3.6 练习面 

1. 证明下列微分式为全微分，并求出其原 函数： 

(1) (a: 2 — 2 yz ) da: + (y 2 - 2 xz ) dy + ( z 2 - 2 x ^/) dz . 

( 2 ) [(怎 2 二 2)3 ~ -^+ 2 x 2 } 如十[含一 J ^2 ^~2 j 2 + 3沪] 却 + 5? dz ‘ 

2■求 yz dx - j-xzdy + xy dz . 

* ( 1 , 2 , 3 ) 

3 .设 C 是由球面 x 2 + y 2 + z 2 = a 2 上的任一点沿任一路径运动到球面 / + 

y 2 + z 2 = b 2 ( b > a ) 上的任一点的轨迹， C 按段光滑，证明 

r 3 (x da; + ydy -\- zdz ) = 士 (b 5 - a 5 ), 
ic b 

其中 f = \/ x 2 + 1 / 2 + z 2 . 

§25.4 向置的外积，微分形式的外微分与一般的 Stokes 公式 

虽然在多数院校的教学计划中，也许没有讲授这些内容的足够的教学时间 - 
但应该看到,微分形式、外积和外微分已成为近代分析的基本工具 t 其简练的表 
达， 精致的结构给微积分基本问题的处理带来了极大的方便.因而，我们觉得这 
些内容即使不在课上讲，也很值得推荐给学生作为课外阅读材料 


25.4.1 向量的外积 

先考虑平面 R 3 上两个线性无关的向量 a =(〜，叱)，& = & a ). 力由 d ， 

b 张成的平行四边形.现在规定，当自 a 到6是逆时针方向旋转时，其平行四边 

形的面积为正，否则为负，则由解析几何知识知,二阶行列式，，就是上述 

Ol C>2 

意义下 iT 的有向面积. 


①近年来出板的数学分析教材大多数都（或多或少地）含有微分形式的外撖分方面的材料. 
就以本书参考文献中所收录的教科书为例，在|8, 9, 25,跑， 34 , 36, 43, 4 &, 58, 60, 60, S 1] 中全都是 
如此.可以认为，这是微积分教材改革方面的一个明显的动向.此外还可以#考 [48 J . 

值得提到的是著名数学家陈省身在2001年为南开大学的大学生开设的讲座《应用数学（一 h 撖 
积分及其 应用》 中，在第一讲 <货分和积分”就引进外微分、外代数和一般的 Stokes 公式.这就是本 
节要介绍的内容. 
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定义向量 a 与6的外积为 

tt A o = - 

可以证明外积运算具有以下性质： 

(1) 反对 称性： 

aAb = -& AoVa , & e R 2 , 由此得到 aAa = 0 Vae R 3 . 
⑶线性分 配律： 


aA(b + c)=oA& + oAc, (a + fe) A c = a A c + 6 A c, 


(ka) A b = a A (入 b)= 入 (<1 A fe), V a, b, c 6 R 3 , A, e R* 

—般地，定义 R n 中向量 a ,= (叫.叱 7 …(纟=1,2, ■ ■. , n ) 的夕卜积为 

ttu a \2 … 

^22 ' - - 

a\ A a2 /\ ^ /\ a n = . 

<^nl a n 2 … *nn 

这样的外积运算满足反对称性和线性分配律. 

当 n = 3时，可见三个线性无关向量勿的外积就是以它们为棱的 
平行六面体的有向体积.〜， a 2 , a 3 构成右手系时,体积为正,否则为负- 


25.4.2 微分形式 

先看一个 V 元连续可減函数 / km …&) 的全微分 

其中也 (i = l ,2,---, n ) 是各自独自变量增量，与％ = U , …， n ) 的具 
体取值是无关的.这样把 dx 1 , dx 2 > ---, dx n 看成一组基, d / 就可视为由这组基 
生成 的线性空间的元素.为此，我们构造如下一次撤分瑕式的线性空间. 

设 f / 为中的区域 ， a = ( xu ^-^ x ^ eU , ⑺是卩 上全体连续函 
数 .设％ ( a ；) eC °(?7)， 1 = 1,2, ■■■«, 则称 

ajfacjda；! 十 a 2 (®)dx 2 +， ■ ■ + a n (a:)d^ ri ( 25 . 15 ) 

为卩上 C G 类的一次微分形式,简称1冰式.其全体记为(或 (!/}). 

注1如果叫 C fc ( f/)，i = l ,2，”，， n ， fc 为某个自然数，则称（25‘15)为 
f / 上的类的一次微分形式. 

注 2 以 dx u dx 2 , … < k n 为基,系数取 C ^ U ) 中的函数，按通常的线性运算， 
可证明/是一个 C °( U ) 上的线性空间- 
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下面形式地定义高次微分形式. 

在 di ：!， 如 2 ， …， 中任取2个组成有序元，记为此 A d：^U = 
l s 2 ，…，吨称为虹与 d %_ 的外积(暂时先将它看作一种记号). 

仿照向量的外积，规定 

dxi /\ dxj = ~dxj A d^, dxi A dxi — 0, z, j — 1,2, ■ ■ ■ ,n. 

因此共有个有序元 

dxi A dxj, 1 在 i < j_ ( Ti. 

N 的构造类似，以这些有序元为基就可以构造一个线性空间的元素 

称为二次微分形式，简称2-形式，于是的元素就可表为 

Qij (a:) dxj A dxji 

这称为 2 -港式的标准形式. 

—般地，在 { dajijd ^, ■ ■ - f d ^ n } 中任取个组成有序元,记为 

d^ij A da ； j 2 A ■ ■ * A cb 、 

这里圮 匕…名 是从集合 U ， …， n 中选取的任意 P 个整数（同样地,我们把 
A 称为外积).规定 

A … A dx ir . A d^ ir+1 A * - • A dx^ 

=A- ■ ■ A dx ir+1 AA ■■ ■ A dx ip , 1 ^ r ^ p - 1, 

而且如果 …， ip 中有两个是相同的，则如“ Ada ： j 2 A - - - A dx ip = 0. 因此共 
有 巧 个有序元 

A dxi 2 A ■ ，，八 dTi p> 1 ^ < «2 < • 11 < ^ ^ h. 

以这些有序元为基构造一个线性空间的元素称为 p 次微分形式,简称 
P ■形式.于是一般 k 形式就可表示为 

,i p (^) 八 A ■ ■ ■ A 

这称为 P 形式的标准形式. 

特别地，，是1维的线性空间，它的基为知 A 如 2 A … A dx „， 因此 
—般〜形式为 

g(x) dri A dn A ■ ■ - A 

注意当 p > n B 寸，总有 dr ts A ■ • * A = 0, 因此当 p > u 时, = {0}. 

以 上的连续可微函数称为 （ C 1 类的）1形式，它们的全体记为它也是一 
个线性空间> 函数9 e 1是它的一个基. 


25.4.3 撤 分形式 的外积 

在上节我们定义了抽象的线性空间 vl ' A 1 ， …， A ' 按线性空间的直积可 
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得到一个 C Q +…+ O 2" 维的线性空间 

d = 十 ^^ 十.■■十 ^T, 

它的基是 ■■■, A n 的基的全体 . A 中的元素的一般形式为 

uj =： bL；o + u；i 4-- h u； ni 叫 e A\ i = 0 ， l ， … ，打 ■ 

现在在 il 上引入外积运算八： 

is da :； ^ A A * ■ ■ A d ; r iiW dxj = A dxj 2 A ■ ■ ■ A da ; j9 ， 则 dx / ^ 
的外积定义为 

da；jr A dij = dx H A dx is A ■ ■ - A dx ip A da;^ A da ： j 2 A ■ ■ ■ A dx 3i] , 

它是 (P + 9)_ 形式-如果 { k , k , 1 - - ， i P } 和 { ii , J 2,- ■ - > jq \ 有公井元素，那么 dx/A 

du = 0. 对于一般的 浐形式 w = 和形式 I = 定义 

i j 

^ 和 i ? 的外积 w 八?7为 

u ； 八 q = ^^ 7 (a;)/ij(x)dx/ Ada ： j, 

它是 (^ + g )- 形式. 

对于 0 ■形式/，我们补充定义 

/w =/八 w 二 ^ ^/(x) 沿 (a?)d 々 ，uj e A p . 

这样 A 是微分形式空间上的 i 种运算,它有如下性质. 

性质1设 weA p ,77 eil ' 则当 p + 时 

w A ^ — 0. 

这是因为当 P + g > n 时，…、}和{^2，.. ， j g } 必有公共元素. 

性质2设^€，77“'则 

LJ A 7J — (― 1)^?J A Uf, 

推论设 W £ it p , o ；#0, 则当 i ? 为奇数时， w /\ u ； = a 

注我们现在定义的外积/\与 R " 的向量的外积 A 在形式上只是大家都符 
合反对称性和线性分配律，至于其他的结论都是各自的推论，比如，我们在 
空间中仅仅定义了 n 个向量的外积，并且如果这 n 个向量中有两个相等，则其外 
积为攀特别地 , Va e R 2 , 有 a 八 a = 0■但在 a € R ' n > 2 Bt 我们并没有给 
出 a A a 的定义.在微分形式的外积定义中，我们允许 n 个微分中任意 p 个组成 
尸形式的外积，从而有当^ E w / 0, p 力偶数时，不一定成立 a;Aw = 0. 

例如取 R 4 上的微分形式，如果 w ^ da；i A d^2 + dx 3 A da ： 4 , 那么 
Aut — (da；i A dx 2 + dxg A da； 4 ) A (da；i A dj；2 十 da：3 A dr 4 ) 

= 心 1 八 da：2 A 如 3 八 da；4 + da；3 A dx 4 A d^i A da;2 
= 2 da?i 八 dx2 A dx 5 A <ir 4 . 

性质 3 对于任意 T ] } (T ^ A 成立 
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分配律 ： = + 

0■ 八 （ w+") = ctAcj+ctA7J; 

结合律： （ W 八 T ?) 八 (T = W 八 ( T ? 八 (7). 


25,4.4 微分形式的外徽分 

设 V c R H 是区域， f { x u x 2 , …是 r 上的可微函数，其全微分 

可理解为对 0 - 形式/作了微分运算为了 1- 形式.对中一个形如 

u ) =分 ( a :) d^ tl A d ^ i 2 八 • ’ ■ A dxi p 

的 P 形式，定义 

n 3 

dcj = ^ ( a ;) dxi A da ;^ A dxi 2 八…八 dxi pt 

然后按线性和数乘分定义微分运算 d : a — 木即 

d(au + /3 ij ) — adw + pdr /, Vo, j3 e R n , cj , rj G A. 

并臣称为微分形式 w 的外微分. 

例 E 25.4.1 设 w 八 da^ 八 ■ ■ ■ 八 dar u ， 贝 ij dw = 0. 

证 dw = dtldxii A dXi a A - * • A dxi fc ) 

=( dl ) A dx ^ A dx i2 A • * • A ds i(: — 0. □ 

例趣 25-4.2 设 w = 尸如 + Qdy + 开心为 R 3 上的 0 类 h 形式，计算 d 认 
解 dw = ( dP ) A da :+( dQ ) A 如 + ( di ?) A 


BP 


dP 


BP 




dQ 


計 疏 +(1 ^ d 奸晋 办 +f 叫响 
+ (I 如 + | dy+ | 心 )Atk 

" (晋 - (誓 - f ) d *+(|_|) d _ □ 

例题 25.4.3 设 / € f 是 C 2 类的 0 ■形式，即 / 是 二次连续可微的函数，则 
d 2 / = 0. 


证由于 




bxjdxi 

d 2 / = d(d/) = d (亡 I ㈣ ~^Lr dx ^ ^ 


D 


a 2 / 




i<J 


r Bxidxj Bxjdxi 


， n ), 所以 

, 2 

_J 

J ^Xjdxi 
i=l j=l J 

)dxi A dxj =0. □ 
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外微分有如下两个常用的性质. 

性质1设^和1分別为 C 1 类的 p 形式和 9 -形式，则 
d(w A rj ) = dw A 77 4- (—A dt ]. 

性质 2 设 w 是 C 2 类的微分形式，则 d ( du ；) = 0, 

证明作为练习. 

在后几节的实例中，我们将会看到以上这些抽象的运算是如何恰到好处地反 
映了不同的实际问题的实质内容，而这正是数学的特点之一. 


25.4.5 变换与 Jacobi 行列式 


设 A 是上的一个线性变换，其矩阵为 A = 设是 H 3 中的一 

个立方体，其边栓分别是 Q, A 7,则其体积为V = a 0 r 用向量外积的语言，就 
是 

V = m A A 7^ = i Aj Ak . 


再考虑 D 在乂 下的象集的体积,注意 A ( f 2) 是由《= a n ai + a 21 aj + 
a 3 iofe, tj = ai 2 j3i + a 22 Pj + o 32 ^*：, C ~ «137* + «237J + 所张成的平行六 

面体.因而其有向体积为 


$ Atj A C = 


an 

012 

«13 

021 

«22 

®23 

^31 

«32 

*33 


- otPy i A j A fc = det A ■ a^y i A j A fe 


当 det 4 > 0 时,可知 $ 4 C 构成右手系,或者说它们的方向与 i, 乂 fc —致. 

现设 D 是 R 3 中一个可求体积的有界闭集，由重积分的定义以及体积的平 
移不变性（即一个平行四面体的体积在平移后不变),就得到的有向体积 

'■r/» 

V = dj? dy dz = det A du dv diy = det A - V. 

«i k «^ * 

A ( J 3) i 2 

因此, det A 表示了线性变换 A 的（体积）“膨胀系 数”； 当 det 4 / 0时, det A 的 
符号表示了线性变换 A 的 1 方 向' 特别地， |d e t4 卜1称为保体 变换; detA > 0 

时称为保向变换. 

这样的概念可推广到一般的变换（映 射). 设/ : R 3 — R 3 是一个可微映射， 
则在每个 ( uo , v 0 ^ Q ) 附近，可用一个线性映射 Aiuo ^ wo ) 近似替代,其行列式 

縣 j _ bi 行列式 ■ 如果 總 > o 恒成立屬 f 
是保 向的; 如果=1恒成立，则称/是保体积的. 
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25.4.6 重积分的变置代换 


我们可以用微分形式的外微分来理解重积分的变量代换. 

设三重积分的重积分元为 dzdyh ， 在 O-xyz 右手坐标系中 : 正是边长为 d : r T 
dy ， da 的小方体的 体积. 故我们合理地把 dxdycb 记为 d;r Adj/A 心.设坐标变 
换 r : P c R 3 — R 3 为 


x — x { u , v , w ) } y — y ( u , v : U}) t z — z ( u ^ v ., w ), 
并记加加 — 为 duAdvA dy;. 取微分,并根据外积运算，有 


dx A dy A = 


d ( u : v, vj) 


dn A dt? A dw . 


由 (25.16), 前面讲过的重积分变量代换公式就很容易地变成 


f { x , y , z ) dx A dt/ A dz 

T(D) 


(25,16) 


注 


J /(^( u , v , w ), y { u , v t w ), z ( u } v , w )) 

D 


z ) 

B ( u r v , w ) 


duAdv A dw. 


(25.17) 


(25.17) 最大的好处是无需对 Jacobi 行列式加上绝对值.这正是设计微 


分形式这个抽象的数学工具的目的之一.注意到 dxAdyAdz 中外积的次序是 
重要的，而 dxAdyAdz = da： dydz 被称为正体棋元是因为外积的次序与 O-xyz 
右手系的次序一致，而 dj/ A da; A d^： = - da: Ay dz — dy 类似的结论对 n 


重积分也成立. 


例题 25 •4.4 极坐标变换 a: — r cos^, j/ = 1- sin 有 
d ^ Ad ^- 


3 M ) 


dr A = r dr* A d0. 


25.4.7 一般的 Stokes 公式 

先看 Green 公式.设 D 是 H 2 中的区域, SD 是 D 的边界，取右手系的诱导 
定向,于是就有 

: Pd “⑽=||( 普- ㈣ = | j (鲁—晋冲城 

dD D D 

如记 WsPck + Q 办则可证因而有 

|^=| dw . 

ao d 

再看 Stokes 公式.设 i ； 是 R 3 中的曲面, 是”边界.也取右手系的诱导 
定向，如记 w = Pdx + Qdy + Rdz, 就有 

rt n 

ijJ — d [ j ；. 

Sr s 
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对于 Gauss 公式，记 D 是 R 3 中的区域, dD 是 R 3 的边界，取右手系的诱导 
定向，记 uj = jPdy 八如 + Qdz A Ar 十 iida : Adj /， 有 

j" lj = duj. 
dn ^ 

最后回颐 Newton - Leibniz 公'式 

df(x) = f(x}\ 

J a 

如果将上式右端视为 o ■形式 /( &在区间 Z ) = 的诱导定向边界奶= K 6} 

上的积分，那么上式就可以表为 

p 

/ 十 /. 

dD D 

这样, Newtow - Leibniz 公式， Green 公式， Gauss 公式和 Stokes 公式就都可以统 
一地写成如下形式： 

' r 

= du . 

h si 

3m M 

这个式子统称为一般的 Stokes 公式，它说明了，高次的微分形式 cW 在给定区 
域 M 上的积分等于低一次的微分形式 W 在低一维的区域边界 3 M 上的积分. 
Stokes 公式是单变量情形的 Newton - Leibniz 公式在多变量情形的推广，是数学 
分析中最精彩的结论 之一. 读者在今后的课程中还会看到它的广泛应用. 

§25.5 对于教学的建议 


25.5.1 习睡课教案一例 

作为大课的补充，建议将下面的三个问题放在习题课上讲解. 

1- 关于第一类曲睡积分在正交变换下的不变性 

第一类曲面积分在正交变换下的不变性，即 

ff/(X)d5= [[/(A T t/)d£, (25.18) 


其中 X 二 



fu\ 

V 

, A 是正交矩阵.满足 


\v 


w 



U = AX, (25.19) 

A T 为 A 的转置.曲面 i ； 是曲面 S 在正交变换 4 下的像. 
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公式 (25.18) 的证明如 下:设 S 的参数方程为 

S : x — x(s,t) i y — y{s^t), z — z(s, (s, C D, 

通过 (25.19) 可得 J ； 的参数方程为 

E : u = u(5, t), u = t ； (s,i), ^ t), (s,i) € D. 

则 

jj /(X)d^= f(X(s, t^y/EG-F'^ds dt, 

S D 

jj / {A T [/)d^= f{A T U(s y t^yjE^-F^ds dt, 

E D 

其中 

E^Xl F 二 X 6 ‘X U G 二 X \， 

- Ul F^U S - U u Gi = U 2 t ‘ 

由 （25.19) 得 

U s = AX S , U t = AX t . 


从而 


E= E u F-Fi, G = Gv 
由 (25.20)-(25.22) (25.18) 成立■口 

例鼸 25.5.1 ^5 是球面 x 2 + y ^+ z ^ = lj 是连续函数，证明 

， P 

f(ax + by + cz)dS = 2 tc f ( uy / u 2 + 6 2 + c 2 ) du , 

J J J ™ 1 

s 

其中 aAc 是常数. 


(25.20) 

(25.21) 


(25.22) 


证 不妨设 a 2 + P + c 2 /0, 设 

阵，且4的第一行的元素为 
( HS ) 知 


M 

V 

w 


A 


(A 

y 

W 


a 


. 其中矩阵 a 为正交矩 
* 由 


y / a ? + 5^ + c 2 ， y / a ^ + b 2 + c 2 ， y / a 2 + b 2 + c 2 


f(ax + by + cz)dS 


f { u ^/ a 2 + b 2 + c 2 ) dS 


s 


U 2 + V 2 +W 2 =l 




jW a 2 +6 2 + c 2). 


1 


f ( u \/ a 2 + b 2 + ^) du 


'/ l — l * 2 


y/l — u 2 — v 2 
dv 


du dv 


Vl - u 2 - v 2 









§25.5 对于教学的建极 


367 


则 


于是 


A - cosff, B = sin 0, C = 0. 


xdydz + ydzdx + zdx dp = 

S3 . 


(cos 2 0 + sin^ 6) dO dz = 

D 


这里积分号前取正号是因为向量 （A^C) 与柱面外侧法方向一致，最后得到 


: rdydi ： + y dzda; + sdird 办 = 12ti. □ 

s 


3- 球面上的曲面积分 (证明关系式 (25.28)) 

若曲面 S 是以= (m 勿）为球心， r 为半径的球面 BB r {M Q ), 则其参 
数方程为 


a; = To + 7*siii^? cos &， y = j/o + ^sin^sin0, z = zq + rcosip, 
0 ^9 ^2n t 0 ^ ^ ^ 7i. 


由此计舞出 


E = x 2 B +yj +4^ r 2 &in 2 ip, 


F = xqx ^ + yoy,p + ^ 0, 

0^x\ +yl^zl = r 2 , 

于是 _ 

\/EG ’ F 2 = t 2 sin <p. 

与直角坐标系中三重积分化为球坐标积分的 Jacobi 行列式一样，但这里的 r •是 
常数.于是 

C) /(I,y,:)d5 r 

机 (M 0 ) 

"2^ rn 

= /O r o + T'sinv?co6Aj/ o + rsinpsinA；j o +rcosp)7' 2 sinpd0dp，（25‘23) 
Jo JO 

其中 d 民是半径为 r 的球面的面积元.从上面的计算可以看出 



diS'f, — V 2 sin if d0 diy?, 

(25.24) 

于是就有 

d^i = smyfdSd^, 

(25.25) 

如果记 

dS r = r 2 dS u 

(25.26) 


sin tp cos 0 = Qfi , sin ipsinO = ct 2 } cos if = a 3 t 
注意这里 a 1; a 2 , 叱都是的函数 t 则 （ 25.23) 可改写为 
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' p o p 

(1) f{x,y,z)d$ T - (I) f(x 0 + rai , y 0 + ra 2 , z 0 + ra 3 ) d,^ 
dB r (M 0 ) 机 (o) 

= T 2 (i) /(x 0 + rQi ， j/o +ra 2 ,^o +r» 3 )d5 1 , (25.27) 

3si(o) 

另一方面， ( a 1 > a ^ a A ) 恰是球面 dB r ( 0 ) (也是 3^(0)) 上的单位法向量 n， 方向 
指向球面的外部，因此上述表达式又可以简写为 

™ r r r 

(^) f {^, V ,^) dS r = (~) /( M 0 + m ) dS r 

dB r ( Mo ) a/? T -(0) 

= r 2 (J|) /(Mo + rn) dSi. (25.28) 

(o) 

例鼸 25.5.3 设 B r ( M 0 ) 是以 M 0 = ( x 0 , Vo , Z {) ) 为心， r 为半径的球， BB r { M 0 ) 
是以 JVf 0 = { xo . yQ ^ za ) 为心， r 为半径的球面,证明 

Y ft 「 r 

f { x , y , z)dxdydz = ( H ) f ( x t y , z ) dS p dp , 

_ dB p { M 0 ) 

o p 

/(a：, y, z) dard^d^: = O f(x,y,z)dS T 
B r (Mo) 机 (M n ) 


( 1 ) 
⑶ 


Sr (Mu) 

d 


证只证 （1\ 因为在 （1) 的两边对 r 求导便得到 （2). 作球坐标变换 
x = a：o + p sin p cos 没， y = yo + ftsmif sinS, z = z u + p cos^ t 
(K 沒矣 2 tc , 0 ^ ^ ^ 71, (}^ p ^ r . 


则 


y , z)dxdydz 




■2lt 


J(xq + psnupcosB^yo + psm<fsm$, z 0 + pcosipjp 2 sin^d^d^dp 


(i f{x,y,z)dS p dp. 

' aBp ( Mo ) 

最后一个等号是由 （25.23) 得出 .口 


25.5.2 学习要点 

1. 求空间第二型曲线积分 f P + 的几种方法. 

Jc 

(1) 用 Stokes 公式化为第二型曲面积分. 
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⑺ 若满足 I = 各 I = H 二驚， 如果曲线 c 不封闭, 
可考虑用求出原函数的方法. 

(3) 利用曲线的参数方程化为定积分求解. 

2 - 求空间第二型曲面积分的几种方法. 

(1) 用 Stokes 公式化为第二型曲线积分. 

(2) 用 Gauss 公式化为三重积分 ■ 

(3) 利用曲面的参数方程化为二重积分求解.要特别注意积分号前正负号的 
确定,这在 25.2.1 和 25.5.1 小节中已分析得比较透彻了. 

3- 计算第一类曲面积分一般都直接应用公式（奶」）或（25.2)，若计算过于复 
杂，则可考虑利用两类曲面积分之间的关系转化为求第二型曲面积分. 

4. 利用曲线积分与路径无关的条件可以判断原函数的存在并求出原函数，求 
原函数的两种方法见例题 25.3.6. 同时利用曲线积分与路径无关的条件还 
可以简化曲线积分的计算，当在原来的路径上曲线积分的计算较复杂时，可 
换一条新的路径，使得曲线积分在新的路径上的计算可能变得简单. 

5. 在球面上的曲面积分看似简单，实际上有很多技巧. 

(1) 若把球心移到坐标原点，用球坐标系中的作为球面的参数方程中的 
参数时，向量 

(sin 沪 cos sin^f sin 化 cos p ) 

的长度为 1, 方向与该点的矢径的方向相同,因此它就是球面上的单位外法 
向量，这在应用 Gauss 公式时带来一些运算上的方便- 

(2) 在公式 (25.28) 中的两个表迖式 

' /• m ft 

O /(Mo + rn ) d 5 r , r 2 (:) /( M 0 + m ) 必 
asr - to ) 5 ai ( o } 

各有用处.前者表达简捷，但由于积分限与被积函数中都有 r ， 因此需要对 
r 求导数时，用后者方便. 

(3) 例题 25.5.3 中的两个结论是非常有用的关系式. 


25,5.3 参考题 


】.设5是平面 x + y + z - t 上被球面 x 2 + y 2 + z 2 = 1 所割下的部分 


( p ( x , y , z ) = 




当 X 2 + 〆 + / < 1， 
当; r 2 + y 2 + P > 1. 
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第二十五幸曲面积分 


证明 


2. 证明 


AS = 
s 


|( 3 - 浐 ) 2 , 

O' 


当 1*1 < 
当 |*| > 


r2n 


d:r 


sinye sin ^ COS3： - sini ) 如二 V2tt(e^ - e^). 


3 .设 /? 为空间第一卦限中的区域，函数 /(ns) 在 P 上有连续一阶偏导数. 
S 为 Q 中任一光滑闭曲面，试给出第二型曲面积分 

/(工， y, z)(x dy dz + y + ^d^dt/) = 0 
s 


的充要条件，并证明之. 


4.设 r 是光滑的闭曲面,围成的区域为/?， n 为 i； 上单位外法向董, (^ Vo , zo ) 
为 D 内固定一点， e i：, r = ( x ~ x 0: y ~ y 0 t z - z 0 ) t 试证明 

e a 

5 - 已给平面汀： Ax ^ By+Cz = D, 对于 /7 的任一定向，求 tw = P ( x , y , z ) da:+ 
Q ( x , y , z)dy + R ( x , yi z ) dz , 使得沿 /7 上任意逐段光滑简单封闭曲线 f (尸 
的定 向与# 的定向一致）恒有 

I w^s{r), 


其中 5(f) 为 r 在 n 上所围区域的面积. 

6.设厂是 H 3 中逐段光滑简单封闭定向曲线,对于 （: r, yy) 貧尸，定义 


P(^, y, = y 
<5 ㈣ ， = | 




— ^)dC ™ (C ~ 


r。 


rm = 1 训 ' 

Jr ^ 

其中是积分变元， 


r ™ —x ) 2 + (H ) 2 + (c - z ) 2 


证明 

BQ _ ^ dP _ BR = dQ dP ^ dR 

dx dy 5 By dz y dz Bx 

7. 在上题中求函数 《(<s, 丨 2), 使得 du ^ Pdx + Qdy + Rdz . 

8 . 利用 Gauss 公式证明 Archimedes 的流体静力学定律：物体在液体中所受 
的浮力等于物体排开液体的重量，方向垂直向上. 





第二十六章场论初步 


场本来是物理学的研究对象，如温度场、电磁场、重力场等.这些场除了有 
备自不同的物理性质之外，表现在数量关系上可分为数量场与向量场. 

本章介绍场论的初步数学知识.在 §26.1 节引入散度和旋度的概念,然后将 
梯度、散度、旋度与 Girni 公式、 Gauss 公式、 Stokes 公式融合在一起，展现多 
元积分丰富多彩的一面.在 §26.2 中介绍 Laplace 算子和有关调和函数的一些知 
识.最后一节是学习要点和参考题. 


§ 26 * 1 散度和旋度 


26 . 1 . 1 散度 


设 D 是 R 3 中的一个区域, a{x,y,z) = P(x,y, z)i + Q{x,y, z)j + R{x, y,z)k 
是定义在 D 内的向量值函数，称 a 是定义在 D 上的一个向最场，又设尺 Q ， i ? 
有连续的偏导数，记 


dx dy dz ' 

称之为向量场《的散度，它是一个数量，有时也记为 a. 注意与一个三元函数 

/的梯度 ▽/ 的区别（见 2L2.2 小节). 

类似地在 H 2 中，若 a =尸(3：， j/)i + Q (: r, y)j， 则 

A . dP . 
dlVO = 17 + l^’ 

利用散度的记号，可以将 Gauss 公式 (25.5), (25.6) 写为 

divoda ： d^d^ — (J|) Pdj/d^ + Qdzdx + Rdx dy, ( 26 . 1 ) 


d W 

div a da; dy dz — (丰 a ■ n dS, 


(26.2) 


D 


dD 


其中 a = {P,Q, n 是 aD 上的单位外法向量.而将 Gveen 公式(24.9)， (24.10) 
写为 


diva<k:di/ 


div odxdj/ 


dD 


3D 


-Qdx + Pdy, 


•ndS. 


( 26 . 3 ) 

(26.4) 
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又可将公式（況. 2 )与 (26.4) 统一写为 

■■ f, 

div a dV = a - n dS . (26.5) 

- D . BD 

上述公式称为散度定理,它对任意维数都是成立的. 

"二1时,一元函数/⑷的散度是产 ㈤ ， di / =机在胚间的左端点 n 二-1， 
在区间的右端点 n = 1 ; 在氐间端点的点积分理解为被积函数在该点的值，则 
(26.5) 就是 Newton-Leibniz 公式. 

n = 2 时 (26.5) 就是 Green 公式， dV 为面积元. 

n = 3 时 (26.5) 就适 Gauss 公式， dK 是体积元， n 是 dD 上的单位外法向量. 


例睡 26.1.1 证明重积分的分部积分公式 


dx dy dz 


uv &yAz — 


w ™- cij : dy dz , 


其中是 0 的边界,分片光滑，取外侧.％ v 在77上连续可微. 


证 

注 


在 （26.1) 中令 a = (ms 0,0)，贝 IJ 

+ w -^-) da : dy dz =(") uv d ^/ d ^. 


令 u = 1, 则有 


^ t dxd ^ dz 


udydz . 


□ 


26 . 1 . 2 旋度 

^ a = Pi + Qj + Hfe 是定义在 K 域 D 上的向量场，又设严 Q, H 在 Z3 内 
有连续偏导数.记 

i j k 

curIa - W ly 

P Q R 

=( 聲 - ㈣ I -，， 

称之为向量场 a 的旋度.它是一个向量，有时也记为 ▽ x a. 利用旋度的记号，可 
将 Stokes 公式 (25.13) 写为 

curia ^ ndS = a > a ^ r 
j j j 

o 3D 

其中 D 是空间曲面，奶是它的边界， a 二等式左端的 n 为 D 的单位 
外法向量，等式右端的 r 是 5D 的切向量.它们二者的方向服从右手系法则. 
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在下面需要星形区域的概念. 

定义设 M 是 K 域 G 内一点，称 G 是关于 M 的星形医域，如果对任意一 
点 P € G， 都有 P 与 Af 之间的直线段 PM^G. 

例题 26.1.2 设 G 是 R 3 中关十其内一点 M 的黾形区域 .F = (P, Q，/?) 是 
G 内的光滑向量场，且 divF = 0. 证明：存在 G 內的光滑向 量场為 使得 

F = curl A. 


证 不妨设 M 为原点.由于 G 关于原点为星形区域，于是对任何 ( x , y , z)e 
G ， 有 

P (工, y ，：） = 


~^[t 2 P(tx,ty : tz)} dt 


2 tP{tx,ty,tz) dt + 


t 2 ~~P(tx, ty, tz) dt. (26.6) 

o 说 


由已知条件有 f = - H ， 将它代入 （ 26 . 6 ) 中， 


则 


P(x, y,z) — 2 f y ， h) df 


t 2 x[^-(tx,ty,tz) + ^{tx,ty,tz)] dt 


o By 1 dz 




t 2 z-^-(tx, ty, tz) d/ 




\y 


tP(tx t ty, tz) dt - x tQitx.tyytz) dt] 


dz 


x 


tR(tx,ty,tz) dt ~ z 


记 


tP(tx,ty,tz)dt]. 


4i(:r ， y ， z) = 2 I tQitx^ty.tz) dt-y 
A 2 (x,y,z) = x 
M { x , y , z ) =y 


tR(tx, ty, tz) dt - z 


则 

同理可证 

Q(x, y, z )= 
令 A = 则 


tP{tx^ty,tz)dt — a; 


tR(tx,ty,tz)dt : 


tP(tx, ty,tz) dt, 
tQ(tx : ty,tz)dt^ 




^3 _ 3 A 2 
"ly dT ' 




普-誓， 


F ^ curl A. □ 
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26.1.3 Hamilton 算子 ▽ 


V是一个算子符号，称为 Hamilton 算子 . 它的定义是 


+ J 


dx 


dy dz 


其具体含义如 下：设 / 是一个可微函数，则 


▽/ 


即 


普+ 


4 


▽/ = grad/ (/ 的梯度）. 

设《是一个向量场， a = + Qjf +册，则 

V ■ a = diva, 

V x a = curia. 


因此，我们也常用 ▽ ■ a 和 ▽ x a 分别表示 a 的散度与旋度.直接运算可以证明 
下列关系式（其中4 0为常数,为数量函数，《，&为向置函数)： 


V(a/ + ^g) = aV/ + j3Vg, (26.7) 

V - (aa + /36) = oV • a + /?V • b, (26.8) 

V x (aa + jSb) - aV x a + j3V x 6, (26-9) 

V{/s) = (V/) 3 + /(Vp) ( (26.10) 

▽ ■ (fa) = /(V - a) 4 - (V/)-a, (26.11) 

V x (fa) = /(V x a) + (V/) x a, (26.12) 


V-(Vxa) = 0 (即任一向量函数的旋度的散度为零)， (26.13) 
V x (V/) = 0 (即任一数量函数的梯度的旋度为零向量). (26.14) 


例题 26.1.3 A f B 为可微的向量函数,则 

V • (A x B) = B - (V x A) - i4 ■ (V x B). 


证 设 A = (au；!，％)，B = (6】,£>2，&3),则有 

i j k 
A y. B = ai a 2 


于是 


办 1 ^2 & 3 


V ■ (A X B) 


i a2 


^3 

^3 


如 bi 



& 3 


如 bi 


^2 

b 2 
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B x (^2 



Orl 


+ 


6 2 

& 3 


bi 

石 3 

1 

61 f>2 


a 2 




03 

_|_ 

ai 

^2 

^a ：^2 



| 3 y!>l 


丁 

l&i 



= A + h > 


其中 h 为前三项, h 为后三项，经计算验证有 

h = &L(3 y ci3 - d z a2) + b^i^gai — d x as) + 知他句 —d y di) = B ■ (▽ x A) f 
同理可证 

h = - A(V x B ). 口 


例题 26.1.4 设+，扒£)在^(从0)上二阶可微，其中 M 0 = ( x 0 ,^ 0 ,2 D ), 
Br ( M 0 ) 是以 Af 0 为心、以 R 为半径的球. 对于 0 < p 《戌 如杲都有 

O 二 0, 

aB p ( M u ) 


其中 dB p ( M 0 ) 是以 为心，以 P 为半径的球面， n 是球面上的单位外法向量， 
则 

= C ) ds . 

afi R ( M 0 ) 

即球心的值等于球面上的积分平均值. 


证令 

x — xq +psia<p cos 9 : y = yQ + p&in<p sin z — zo~ [: pcost^, 

0 < 没矣 2 ti , (K 沪 < ti . 

则在 dB ^ Mo ) 上有 


dn 


( x , y 7 z ) = V « - n 

du 


(a :。 十 psin(^7cos ，汉 o + psinp sin^, Zq + pcos 


du 


( M 0 + pn ). 


于是 


0- C ^> ^-( x , y , z)dS = p 2 ^-( M 0 + pn ) dS , (由 (25‘28)) 

8^ ( My ) 9 b , CO ) 

= p 2 ~^ # y ( M 0 +^ n ) d 5 i ， 

机 ( o ) 
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由此可得到 


即 


d 

5Bi(0) 


O u(Mq + ^m)d5i = 0, 


-4 - [p~ 2 Cf) u(M 0 + pn) d5 P l = 0. 

^ B P {0) 

因此对于 0 < /) < E , 

rr rj 

fi~ 2 C_) w(Af 0 + pn)d5 p = H -2 (_) u(M 0 + Kn)d5fi. 

^ P (0) 

另一方面，当 p — 0+ 时， 

V A 

P~ 2 CJ u(M 0 + pn)d5p —4 咖 (M 0 ). □ 

叫 ( o ) 


26.1.4 几种常用的场 

记 A = A (; c ，a 4 是一个向量场.以下是一些常用的场. 

无源杨 ：如果 div A = 0,则称 A 为无浪场（或管形场). 

无旋场：如果 curl A = 0,则称 A 为无旋场. 

梯度场：如果存在数量场 tx ( n 办使得 A = 则称 A 为梯度场（或有 

势场)，虹称为乂的势函数. 

散度场:一个数量场 u { x , u , z ) 称为散度场，如果存在向量场 B ( n 斗使得 

u 二 div B . 

旋度場:如果存在向量场 B ( x , y , z ), 使得4 = curlB , 则称4为旋度场. 

在讨论线积分与路径无关时,曾涉及保守场，即如果存在1/， z ) (原函数)， 
使得1^ A ' da = ^ (积分与路径无关)，则称 A 为保守场.上述各种 

场之间^关系如下： 


命题 26.1.1 (1) A 为梯度场(即有势场) w A 为保守场 m A 为无旋场 

对任意简单闭曲线 C， 环量 | A ■ ds = 0; 

Jc 

(2) A 为无源场令令 4 力旋度场 w 对任意闭曲面兄通量（》 A.ncLS = 0, 
其中《为X的定侧单位法向量. S 


该命题的怔明留作练习题（见练习题 2). 
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26.1.5 练习题 

1. 证明关系式 (26*7)-(26.14). 

2. 证明命题 26.1 丄 

3 . V C U C R 3 , A 在 D 中连续可微， 证明： Vp 0 e 成立 

⑴ divA ( Po ) = -^(^ A - ndS , 

E 

其中 i ： = dF 为 V 的边界 , dim y 是 V 的直径，为 V 的体积， n 为 E 
的单位外法 向量； 

⑺ curl A ( p 0 ) = dii lim^ o n x A d 5; 

(3) grad p ( p 0 )=： 匕。 #(||) p n d 5, 其中 < p { x , y , 0 ) 在 D 上连续 可微. 

27 

4. 设 / 是 R 上的可微函数 ， r = o：i + j / j ‘ + 2 ： fc，r = | r |, 求 grad / fr ), div (/( r ) r ) 
和 curl {f(r)r), 

5. 设 r = h + j/j + c 是常向量，证明： 

(1) curl r = 0; 

(2) curl(c x f ) — 2c. 1 

6 - 求满足 div {/( r ) r ) = 0 的函数 /( r ). 

7 .设总 B 是无旋场，证明 A x B 是无源场. 

§26.2 Laplace 算子与调和函数 

26.2.1 Laplace 算子 
Laplace 算子厶 的定义 如下： 

在¥中：△"奋+ 眘； 

在…中： △«= 旮+ . + |， 

简单的计算表明， 

Au — V - Vu , 

即 Lapla ^ 算子对一个函数的作用等子送个函数的梯度的散度. 

例 ^ 26.2.1 (第一 Green 恒等式） 设 S 为区域 i ? 的边界曲面,分片光滑， 
w , f 在万上二阶连续可微，试证明 
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1 m r 、 r 1 

▽ti ‘ Vwda;di/d^ =(:)v=~ dS， 

.J J *) 

Q E 

其中 n 为 r 上的单位外法向量， ^ 是 u 在 n 方向上的方向 导数. 


证根据方向导数的计算公式， 

O v 二 (丰 v [普 cos ( n ’ 怎 )+ 貪 cos ( n ^) 

I ： I ： 

利用公式(26.2)，则 


du 

dz 


cos 


( n , 之)] d 5. 


§ 


v^-dS 

on 


jj 

Q 


Q 


^^{ vu x) + ~^^ vu y) + ^~(^)] drdj/di ； 


Au ■ vdxdyd ^ + 


▽w ■ V^dxdj/d^, □ 


jj 

D 


注 ] 令 V = 1，则有 




dS 


Audxdydz . 


(26-15) 


注 2 由第一 Green 恒等式可以证明第二 Green 恒等式，见练习题 2 . 

例题 26.2.2 设 A (; r ， p ) 在 R 3 上二阶连续可微，姐 *( M ) 是以射= ( x , y , z ) 
为心， r 为半径的球面，定义 


M h {x,y, z,r) 


Akt 2 


Q h (^ V , C ) dS r , 


机 (AT) 

其中/ ' > 0 f 证明 

(1) 的二$连续可微 函数； 

(2) AM h (x,y,z,r) = (泰 + ~^ ： Wh{x,y,z,r), 

其中 △ = ?2 , 沪 


da : 2 dy 2 dz 2 
(3) ^ lim + -^ Mhix . y ^. r ) = 0. 

证⑴由 (25.27), M h 的表迖式可改写为 


M h { x , y , z , r ) 


4ji 


(~) h(x + rai , ^ + ra 2 , s + m 3 ) d 5 i , 
SBjto ) 


其中（〜，办岣）是球面邳汉0)的单位外法向量，是3玖⑼的面积元.由含 
参变量积分的性质知是: r , & & r 的二次连续可微函数. 
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(2) 由含参变量积分的求导公式得 

AM h {x,y,z,r) ^ (") Ah(;c + 吨，私 + rct 2 , 之 + m 3 ) d &， 

V w 


(26.16) 


aci ( o ) 


dM h 

3 r 


An 




ai + lt a 2 + ^ t a3 ^ dSl 


袖 ( o ) 

/>■ t* 

j __ r 、 

rer 2 17 


4Jtr 2 'tj 7 V 
3s r (o) 

应用 Gauss 公式 （26.2), 则 


dk ai + ^-a 2 + -™ a 3 ) d 5 r . (由 (25-26)) (26.17) 


dr 


ircr 2 


A 吨,扣 dC 


(26.18) 


B r (M) 


应用例题 25.5.3{2) 中的结果，则 
B 2 M h _ 1 


dr 2 2nr 3 

B ；( Af ) 

由 (26.18), (26.19) 得 

^ 2 M h , 


Ah (hO d^d7?dC + 


4 xr 2 


O Ah(i, V ,C)dS r . 
3B r (M) (26+19) 






5 r 2 r dr 47 ir 2 j j 

3 a r ( M ) 

=-^2 - O A/i(a? + ra lt j/ + ra 2 , ^ + m 3 ) 

机 ( o ) 

= AM h (x } y } z,r). (由 （26.16)) 

( 3 ) 利用 (26.18) 以及积分中值定理可知 


其中 （ r ^, C ) E ^( M ). 口 




T 


26 . 2.2 调和函数 

如果在区域/?内 △« = 0 T 则称 w 是 G 内 的调和函数. 调和函数有一钱特殊 
的性脱其中较重要的是下面的 两条： 

性质1 (平 均值 公式） 设函数 u(x ：y： z) 是 某区域 D 内的调和函数, M 0 = 
(叫如，勿）是 G 中 任一点，以 M 0 为心, R 为半径的球 B R (M G ) 完全落在 i ? 的 
内部，则 

A fr 

灯(财0) = *^^ o z)dS. 
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证对于0 < p 《丑，由 Grmi 公式得 


# 

机 （ M 0 ) 


dn 


(x, y, z) dS 


At/drrdy tlz = O ' 

~( M U ) 


由例题 26.1,4 知结论成立 .口 


性质 2 (极值 原理）记 M = ( x , y , z ), 设函数 u ( M ) 是区域/?内的调和函 
数, R 不恒等于常数，则 u 在的任何内点上的值不可能达到它在上的上界 
或下界. 


证 用反证法,设调和函数 u{M) 不恒等于常数，且在区域上的上界为 
K, (这里假定函数在/?上有上界 ； 否则结论自然成立)，而 u(M) 在内 
莱点 Mo 取值为疋我们来找出矛盾. 

因为 u{M) 不恒等于常数，则至少存在一点二 (x 1 ,y li z 1 ) € 使得 
< M X ) < K .在I?中作一条连接 M 0 , 的连续曲线尸（见图 26.1), 设尸的参 
数方程为 

r ： x — x(t), y = y{t), z = z{t), 0 < f ^ T, 

并且 

i (0) = x 0 , y (0) ^ yo , ^(0) = so , 
x(T) = x u y(T) - yj, z(T) - 

定义 

i* = max 


则 0< r < r. 以 AT = ( x ( t *) t y ( r ), z ( t *)} 
为心，充分小的 J 为半径，作一个完全落在 D 
内部的球并且曲线 
$ 二 y ~ v ( t ), z 二 z ⑴， t * ^ t 

与球而 dB s { M r ) 至少有一个交点 P (见图 
26.1), 也就是说 u ( P ) < K . 由函数 u { M ) 
在 P 点的连续性知存在 P 点的一个邻域，使 
得在该邻域上 u ( M ) < K , 因此 u(M) 在 
3玛 (AT) 上的积分平均值 



§ u { x , y , z )^ S <^ KdS = K 

佴由平均值公式有 

C) ^(x, y } z)dS = u{M*)^ K, 
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由此得到矛盾.同理可通 u 也不能在 D 的内点取得 w 在 D 上的下界. □ 

注 i 上述两个性质对任意维数的调和函数都是成立的. 

注 2若 D 是有界 E 域， w 在上连续，在内调和，则 w 的最大最小值只 
能在的边界上达到. 


26.2.3 Poisson 积分公式 

在这一节我们证明 t 平面上每一个在单位圆周上的连续函数可惟一连续延拓 
成为单位开圆盘上的调和函数.为此设/⑻是以 2 JU 为周期的连续函数 ; 我们要 
在单位圆盘上证明存在惟一的连续函数_ 

u(r cos^, rsintf) 

当1时是调和函数，且 

ti(cos 0, sin 沒） 二淋 

证惟一性-设都满足条件,则扣 = u - u 当0 < r < 1时是调和函数，且 
iy(cos^ f sin 8) = 0, 0 < ^ < 2k, 

由极值原理（性质 2 )知 w 三0,于是惟一性成立. 

存在性的证明要困难得多.考虑连续周期函数/⑻的 Fourier 级数 

OO 

cos nO + b n sin nd) 7 

由此提示定义函数 oo 

■u(r cos t- sin = ■^ + ^ (a ri cos nd + b n sin nO)r n 


=~ /(V 3 ) j + 2r n cosn( 。 - 沪）扣 

if 211 l ~ r 2 

= ^ rj 0 制 1 —2rcc^i ) + ”々 

下面证明它的确提供了问题的解. 

首先证明 w 在单位圆盘内是调和函数，这只是一个对含参变量常义积分求 
二阶偏导数的计算,所以留作练习 f 其中要将 U 的表达式改写为 

/ \ 1 f 211 \ l-x 2 -y 2 」 

^ rj 0 伽 ） i -2( 謂叫 )+ p + 沪 ♦ 

最后证明对每一个办， 


"^Tjo Jvr/ 1 - 2rcos(0 -^pj + r 2 
这件事我们已经在例题 18*2.4 中证明过了.这就完成了下面命题的证明了 


r 2 n 

伽) T - 

JO 丄一 
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命题 26.2.1 若/是以271为周期的连续函数，则 

1 产 1 - T 2 

^ cos 0,, sin 0)=^ j o m l -_ 2 rco 5 loJ ^ ) + ^ dip 

是单位圆盘上的调和函数，且 

1 r 2?l 1 2 

lim 去 ^ - f(e Q ). 

w.r 卜 ( 而 ,i ) 2n 1 - 2rcos(^ -ip)+r^ 

推论若 it 是半径为 H >0 的圆盘上的调和函数，则对于0 ( r <月有 
u(r cos 0, r sin 0) 

1 f 2lt _ „2 

2lt J 0 ^ R 2 ~2Rrcos{0-!f)+r 2 Y 、 1 

称 （26. 2 仍为 Poisson 积分公式. 

证若丑 = 1，结论就是命题 26.2.1. 对于一般情形只需作一相似变换，具体 
细节留作练习. 口 


26,2*4 练习题 

1. 证明 

( 1 ) Vx ( V /)=0; 

(2) V(V ■ a) - V x (V x o) = Aa , 其中 Aa = ( Agi , Aas, Aag); 

2. (第二 Green 恒等式) 设 T 为分片光滑封闭曲面,围成的区域为 R 在 
^上二次连续可微.证明 


(uAu — ttAtj) da; dy <lz 


i v 


5 it 


每 ㈣ 


n e 

其中 ™ 为 r 的单位外法向量. 

3. ^ 为分片光滑封闭曲面，围成的区域为在万上二次连续可微，在 G 
内调和.证明 

| Vu | 2 dx dy dz = 

% «j W J mj 

Q E 




并由此证明调和函数的惟一性. 

4- 在调和函数性质1的条件下，证明 


u ( M 0 ) 


4 rlt ^ 


u { x ， y ， z ) dxdydz . 


Br{M 0 ) 


5. 证明命题 26.2.1 的推论， 

6. 证明 Poisson 积分公式 (26.20) 定义的函数是调和函数. 
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7- 证明调和函数无限次可微. 

S . 若/和 ff 。/ 都是一连通开集上的调和函数^二阶连续可微，/不是常值 
函数，证明9是线性函数. 

9, 证明： 问题 

Au = f(x,y,z), (x,y,z) e D, = g(x,y,z), (x,y,z) € dD 

有解 《 的必要条件是 

I/da;dy dz =(:) 9^- 
d dD 

§26.3 对于教学的建议 
26.3.1 学习要点 

L 本章涉及的定义和槪念较多.定义了散度,旋度之后， Green 公式, Gauss 公 
式与 Stokes 公式从表面上看是简单化了.散度定理 (26.5) (或者是 (26.2), 
(26.4)) 的用处非常之广，当需要证明重积分与曲线（面)积分具有某种关系 
时，散度定理是一个非常有效的出发点. 

2. 由于 Lapla ^ 算子对一个函数的作用等于这个函数的梯度的散度，因此当 
积分号后面出现 Laplace 算子,再应用散度定理时,各类积分变得丰富多彩， 
能够熟练运用 Lapla ^ 算符与散度定理是本章的主要目的之一. 

3-调和函数是一类性质非常好的函数,调和二字表现在处处满足平均值公式， 
事实上反过来的结论也成立,即处处满足平均值公式的连续函数一定是调 
和函数（见第二组参考题 1). 在本章只介绍了调和函数的一点基本知识， 
在复变函数、数学物理方程等后续课程中还要进一步学习. 

4. 对习题课教学 的建议 


(1) 在习题课上证明命题 26.1.1, 虽然题目并不难，但却是对各种算子的定 
义，各种场的定义， Green 公式， Gauss 公式， Stokes 公式，曲线积分与路径 
无关的一个综合练习. 

(2) 关于 Laplace 算子,要求学生会证明第一和第二 Green 恒等式. 

(3) 关于调和函数,要求学生会证明平均值公式，并能利用 Poisson 积分公 
式证明调和函数的一钱性质. 


26,3.2 参考题 

第一组参考题 
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1- 设为光滑向量场.证明 

(1) V(A ■ B) = A x (V x B) + B x (V x A) + (B ■ V)A + { A - V)B ； 

(2) ▽ x (A x B) = (B ■ V)A- (A- 十 （▽- B)A — (V ■ A)B. 

2 .设 f ； 是 K 3 中关于原点 O 的星形区域 f F (: t , y ，2) 为 G 内的光滑无源场 
定义 

"1 

^4(x, y, z) = [tF(tx, ty,tz) x r] dt. 

Jo 

利用上题 （2) 证明 

V x A = F. 


3 .设 A 是 Jl 3 中的光滑向量場， B 是 it 3 中二次连续可微的向量场，满足 

V x B =丄 (Vr x A )， 


其中 r - y / x 2 + y 2 z 2 , 证明 

i* 

0 A ， r ds = 0 ， 

Jl 

其中 L 是以原点为中心的球面上的封闭光滑简单定向曲线， r 是 L 上与其 
方向一致的单位切向量. 

4 - 设诠度为；的平面简单闭曲线 C 由方程 ^, j /) = 0 确定. F ( x , y ) 二阶连 
续可微，且 VF ( x ， y ) # 0,设 i ? = {( x , y ) \ F ( x , y ) > 0} 为曲线 C ： 围成的区 
域，计算二重积分 


D 


V i ^ k ) dxd ^ 


5.设 u ( x , y , z ) 是连续函数,它在 M ( x 0 ,^ o ^ o ) 处有连续二阶偏导数，记 


HR ) 


4% R 2 


# 


u { x , y , z ) dS , 


dB R { M ) 

其中 dB n { M ) 是以 M 为心，丑为半径的球面.证明 

lim F { R ) = u ( M ), 
o v 7 

若 Au ( M ) 不等于零，求无穷小量 F { R )- u ( M ) 的主要部分. 

&设 ％ v 在17上二阶连续可微,且在0的边界上 w = %如果 W 是调和函数, 
则 

err rrr 

(Vu | 3 dxdydz ^ |Vv| 2 dxdy d^. 


n 


7 .设 u{x,y) 在 / + 〆 < 1 二阶连续可微，且 Au = e _ 证明 


ff s + y 2 <l 
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第二组参考题 

1. 证明处处满足平均值公式的连续函数一定是调和函数. 

2 ■设 { Un ( Ly )} 是定义在圆盘办上的调和函数序列，都在冗上连续 f 若 
{、(；?；，?/)}在的边羿上一致收敛，则{〜(:^)}在取上也一致 
收敛,并且极限函数也是调和函数. 

3. i ^ u { x , y , z ) 在区域1>上二阶连续可微，证明 Au ^0(^{ x . y , z )^ D ) 的充 
要条件是 

u ( Af 0 ) ^ Q u { x , y , z ) d 5 VBjifMf ,) c D . 

bB R { M a ) 

4 . 设 u { x , y , z ) 是由光滑曲面 S 所包围的有界 E 域 D 内的调和函数，则 

s 

其中 r =(^- x , T }- yX ~ z ), r = [ rj . 

5- 利用 Poisson 积分公式证明不等式 

■R — r R v 

■^― u(a ： o,^o) ^ u(x,y) ^ -- w( ： c 0 , 如 ) t 

■ft T* r XI — T 

其中 u 是以只为半径, ( x 0 , y 0 ) 为圆心的开圆盘上的非负调和函数 ， r <只 
是 O ^ y ) 与（吻，加）的距离. 

6- 证明全平面上有界的调和函数一定是常值函数. 



参考题提示 


第十三章数项级数 

第一组#考题（ 36 页） 

1. 将该分式记为〜， 一 种方法是用裂项法证明级数 E 如收敛，另一种方法是利用 

的分母 单调增 加，直接证明、 — 0. 

2. 可参考例题 12.4.2 的基本思路. 

3. 先利用上题结论. 

4. 前半题还是用= 0(1). 后半题当《为平方数时令 a „ = 1/ n , 否则令 h = 0. 

5. 对级数用等价量判别法,或参考下一题 - 

6. ⑴记括号内 为‘, 证明0 S <4 < /( I )，且单调减少 .（2) 是⑴的应用. 

7 . 对/ (去)用等价量分析即可 ■ 

8. 二者都是正项级数,（ 2 )可用题 6 . 

9. 先 i 正右边内层级数对每个收敛 ■ 

10. 用上题结论. 

11. 对 n < m , 有 J 2 (afc - ^ E (叫， a m ), 利用右边有界去估计 E 即. 

fe=l k=l ^=1 

12+ 可利用 a 卜 § (a 卜 a^ +1 ) ( (an - <i n +i) E (处十 a* 十 i). 

13. 与题 2 类似，殳、 12.4.2 小节题4类似. "" 

14. 若能证明 a ^/ an 大于3/2即可. 

1 5 . 从 a tt+1 = ( a n - a w +1 )/< 出发用微分中值定理（参考例题 dl 之证1和例题 
13.2.5). 

16- 前者用平均值不等式即可. 

17. 只要证明级数通项不趋于0即可-对于⑴，若 sbn — 0,则 ain(Ti +1)^0, 
cos 2 n ^ l , 由此即可引出矛盾 . ⑵与此类似. 

18. (1) 收敛, （3) 发散，但对于（2)， （4), 收敛和发散都是可能的,请举例. 

19■⑴用 Abel 变换, （2) 参考例题 13.2.7 中的证明. 

20. 用反证法-设有使得 |n - /( n)K Af 对一切 n 成立.然后估计两个级数的部分 
和之差 氏-冗 I . 

第二组参考超( 38 页） 

1. 设/^二〜十叱十…十1„，将通项写为 ^ - 作 

{A n ) {A n A n ^i} 

估计，然后利用例题 13.2.6 
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2. 一种方法是用微分中值定理. 

3. 对固定的卜考虑使< Ma n 成立的所有可能％然后相加. 

4. 先取两个通项单调减少趋于0的正项级数 Eg 和 I ：屯，使得前者收敛，后者发 
散.又使 dn > G Vn e N + 成立.然后用它们的片段交替拼接成所求的两个级数. 

5- 取对数后分析. 

6. 这时级数与 f /化) 如同敛散-可试取满足 的数列，用命题 13.1.2. 

7. 利用 { On } 单调减少趋于0,可见 A : ：>心时似< 而 fc < 时邮為 ^ r , 利 

用这些对两个级数部分和作 估计. 1 

8. (1) 猜测部分乘积并作归纳 证明; (2) 鋪得到2互 ]) 

{ _ ^ 、去 

2 u2 " +1 I (;;)! \ , 然后用 Stirling 公式即可. 

9 -利用 lti (7! + 1)- 即相邻的 lim 值之间的距离趋于 0. 

10. (1) 将级数改写为£ in - k ) a n = £ n 〜 然后用 Abel 判 别法; ⑺ 

ti=^+i n = k -\- 1 、 U 》 

可以用 Abel 变換估 _ 计(例如用 {13.23}). 

11. 反证法,利用 Abel 定理 （ g 卩命题13. 2 .5 (2)). 

12. 设法用上题的结果. 

13. 正项级数和交错级数肯定都不行.试用知 - - ^ 的技巧. 

f 知 + L 

14- 估计 . 

Jk 

IS .利用 1/ F 力下凸函数，证明 S 4n+1 > 1 - 然后取极限. 

16. 参考上册57页题7和58页题 10. 

17. 用上题即可. 

I 8 .用 Cauchy 命题(上册31页). 

19. 用 ( J n = & — Sn - l 代入即可. 

2 0■⑺不满足题19的必要 条件. 其他题的答案为：⑴ I / 2 ;⑵ 2 /3;⑷ 

21* 观察- iT n . 

22. 必要性已见一组参考题 I 9 (1)，与可否 Cesiro 求和无关.充分性只要将该表达式 
用&和〜表出即得. 

第十四章函数项级数与幕级数 
第一组参考题页） 

1. 例如，设乃 ㈨ 为 [0,1] 上的 Dirichlet 函数（见上册103页及索引)，令 5 n ( x ) = 
-^- D ( x ) (n — 1^2^- - ) 即可. 
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2 - 这里的要点是可微性为局部性质，只要在所讨论的点的一个邻域中满足逐项可微定 
理的条件即可. 

3- 这里需要 Dedekind 切割（参见上册96页题 2). 

4 . 先求出极限函数，并利用{， } 于|0, 1) 内闭一致收敛. 

5 - (2) 证明在无理点处可逐项求导,而在每个有理点处除了一项之外也可逐项求导. 

6* 按条件存在邳 e (0， l ), 使得/(抑）/0.利用对每个 n 有 /( 抑 ）：+/ ㈤ (办。 )4. 
0 < ^ < 1 . _ 

7■用 Abel 第二定理（见沾页底注). 

5 . ⑴由于 arcsinic 在 [-1,1] 上可展开力 Maclaurin 级数，因此 （ arcsin #至少在 
(-1， 1) 上可以展开力 Maclaurin 级数，它可以从计剪 ( arcsine ) 2 在: c 二0的所有 
高阶导数值(见 6.2.4 小节题 3) 得到，然后逐项求导. 

9 .先证明幂级数的收敛半径不小于1,然后用三分法估计 （1 - x ) f ( x ) - L . 

10. 利用在（- + oo ) 上有界的多项式只能是0次多项式，即常数. 

11. 可从常数项开始，证明的同次幂项系数分别收敛. 

12. 必要性部分用第10题. 

13. 被积表迖式是全微分. 

14- 将通项分解力两个分式之差.答案为 9/32. 

1 S . 将甲成功的事件分解为第一次成功，第二次成功等等,然后分别计箅它们的概率并 
相加. 

16 - 汁算出第 n 年的 n 万元对应于一开始的钱是多少,然后相加.答案力 （ lU 0+ a )> 2 , 

第二组参考题页） 

1■在 Arzda 定理（即命题 14-2,4) 的证明中将一开始定义的集合改为 
= {x € Ja , b ] I ^ n 使得 |/ t ( i ) - ^(^)| > e }, 

然后做下去. 

2 - 送里当然主要证明 / € R [ a , b ]. 除了用可积条件（见上册301页）的传统证法外，也 
可试用 Lebesgue 定理（见上册304页). 

3- 先证明极限函数单调-然后将区间作分划来做. 

4- 用反证法.財后两个问题的答案均为否定，不难构造反例. 

5 - 先证明有一个子函数列在一个点上收敛，这个点可取为 {〜} 的一个极限点. 

6. 本题若用准一致收敛概念和 Arzela - Borel 定理（命题 14.2.3) 则非常方便. 

1 - 学习例题 14.1.8 的方法，可取 A ： = [ Vi /4 若只要证明一致有界性，则述可以用 
Dirichlet 积分的施 

S - 展幵后比较同次乘幂项的系数即可. 
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9 - 其中需要在 K k “ 时成立不等式^ 1- 
这是上册 1.3.2 小节题 1(3) 之特例. 

10. (1) 利用第十三章第二组参考题19 知如 = o ( n ), 从而知收敛半径不小于 1. (2) 然 
后用级数乘积 ■ (3) 令？, = 1, 如 = 0 ( n 二1，2, …） 5 就从⑴得到在 （—1.1) 上的 
恒等式1 = (1 — x ) 2 Z (^ + 1^' 然后乘以叉用拟合法估计 
11- 这里的方法见上册节. 

12.这是〜 > 0条件下的 Abel 第二定理.最简单的方法是用_ Q 为优级数. 

13- 本题为 Bernstein 定理,但这里的结果比上册 225 页题 I 9 H 些 ,见美国数学月 
刊90卷 (1983) 1犯〜131■用 Taylor 公式的积分湿余项（见 11.4.3 小节)证明在 z € 

i 0 -M 时 ^ 又有 ^ fir ). 于是得到 R n ( x ) ^ ( fY + l f ( r ) 

因此在0 < z < )- 时瓜 ㈤ 一► 0- 

14. 先从 {〜} 的递推公式导出/( ㈡ = 1/(1 - z — x 2 ) t 将它作部分分式分解后再展开， 
就得到 Fibonacci 数列的 Binet - Lucas 公式： 

，;， 

由此可见(或利用/的幕级数展开式的收敛半径 )， lim -^- = « 1.618, 

ti"* U71 £t 

15. 本题的芏个数列的生成函数为 + (1+工夕和（1+#， 

第十五章 Fourier 级数 


参考题 （10 3 页） 

[⑴用积分第二中值定理; （2) 与 （3) 用分部积分，或参考命题 15.1.2. 

2 . 以 h m , 将其积分公式中的积分区间 [0,N 分方 [0,71/2], [n/ 2 ,7tl 等 4 个积分， 
并通过变换成为 [0, V 2] 上的一个积分，然后利用凸性条件. 

3. 本题中的函数 F h 称为 Steklov 函数，它表明平均后的函数性质比平均之前会有改 
善,这与上册33 4 页题1类似 ■ (3) 可以用逐项积分定理. 

4- F 是偶函数，计算中需要用二元函数的二次积分交换顺序. 

5■用 Riemann 引理. 

6-这都可以认为是 Fourier 级数展开计算中的间接法的练习题. 

7. 用偶延拓和奇延拓，可认为是下题之特例. 

8 ■对/和 f 用 ParaevaJ 等式 ■ 

9. 不妨设在内只有一个间断点 x -0, 然后利用题 5(1) 中的 Fourier 级数. 

10. 可以计算函数 


奇延拓后的 Fourier 级数+ 
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11. 参考上册 317 页之证 2. 

12. 需要积分第二中值定理. 

13. 可用 Parseval 等式. 

14- 本题表明，没有收敛速度最慢的 Fourier 级数.方法是使得 E \^ n \ + \ b n \ 收敛. 

tL=\ 

15. 本题可以看成是命题 15.1. 2 的发展. 

16+以上题为基础,本题成为汁算 Fourier 展开式的一种方法. 

17. 上题的一个应用.最后计算搭要二阶常系数线性微分方程的知识. 

18. 本题很有意义.可从反证法开始. 

19. Weieratrass 第二逼近定理的一个证明，对于 ( cosf ) 2 n 的计算可以用 Euler 公式 
e 10 = cos 0 + i sia 6. 

20. 和函数为 -In 2 - In I sin i I ■ 在区间上讨论 即可. 设法利用& ㈤ + S tl ， 1 (； r ) 
于 [ O.nj 上单调减少. 

第十六章无穷级数的应用 


参考題 {134 页） 

1- 参考例题16,2,1,两个方法都可以用. 

2- 答案为 7 [ n 2—+ hi 2 2. 

3. 将通项分解为去 - 士^). 

4-开始有二乙一^~+乙一^ + …， 其中几取不是(指数大于1 

g 9 - 1 ~ 1 心 2 汀 一 1 

的）乘幕的所有大于2的正整数.将此写成二重求和,并交换顺序. 

5. 证明4 - a n + ia rt -i = 4 V n ^ 2,然后用裂项相消法. 

r*/a 

6. 通项可写成 cos 2 n + l xdx , 

7. 试用多项式序列一致 " it 近 /. 

8. 先证明结论对 g 为多项式时成立，然后用逼近定理. 

9. 用上题即可. 

10. 可以参考上册3幻页例题 10.4.4. 

11. 参考上册140页例题 5.4.5 和例题 14. L 3. 

12. 作变量代换 y = l /： c - 

13. 作变量代换 y = 

14. 连续性的证明不_，这里只对于可微性作简述.对 : e e (0,1), 构造点列记 

/(^) = £ 使得/ ㈤ 和⑷）满足 条件： 

n — 1 ^ 

V 1 ^ fc ^ 71 ? 拉71+1 = 1 _ ^ n-hl y ^11+2 ~ ^ n - h 2 ] 
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然后估计差商 ’(0- 彻) 」实现上述条件的方法 是：在 = f -4 
x { } - x «-i 10 

对于 fc = n + l，n + 2 采用以下规定： 

{ ^- ^71，+ 1 — W n , f I ^ X n ^ ， i, Uyi+2 = ^n+11 

=^ Wn j I — ^n+i? ^tn-h2 7^ 乜 n+l + 


is . 利用 £ 在 tM 上一致收敛- 

-n=l 

16. 用上题即可. 

17. 利用逐项求导定理， 


中， 


第十七章高维空间中的点集与基本定理 


第一组参考题( I 45 页） 

L 闭集 s f 其中 S k ^{ xeK n \ <£(*/)<+} 是 开集. 歼集证明类似. 

2- 考虑以三角形 ^ ABC 的三个中点 A '， C 为顶点的新三角形 △ WSW ， 以此 
类推，得到一系列三角形组成的闭集套.证明它们的惟一公共点就是原三角形中线 
的惟一交点- 

3. 据定义 - 

4. 据包含关系. 

5- 可用两神方法构造: （1) O t - (J ㈨ （i = 1,2), 其中 A 是 x 到另一个闭集 

的 距离; （2) 0, = {p(x) < +}，0 2 = {p(x) > +}，其中 

_ d ( x , Si ) 

PW U )+^ c ，& y . 

6. (2) 用反证法和聚点 定理; （3) 结合 （1) 和聚点定理. 

第二组参考题 （146 页） 

1. 根据定义用反证法. 

2. 注意 J 是 R 中区间的特 征是: 若 a , 厂则 Vce ( a , b )^ cei . 

3. 用反证法.设并集有非连通的分解，考虑每个连通集与这个分解的交，推出矛盾. 

4. 对4中任何两点找折线相连. 

5+证明用反证法.例子的讨论注意 F = E \ E 是线段,证明不存在联结五中点与 F 
中点的连续曲线. 

6- (1) 从 定义; （ 2 )证明在[0, 1] 任意 A 等分的小区间中,有形如 m + la 的小数部分, 
可设法找爪 I + “ a , 使0 < mi + ip < +. 


第十八章多元函数的极限与连续 




392 


第一组参考题 U 63 页） 

1. 用/分法证明任意如 e [ a j 的某个小邻域内收敛是一致的，再用有限覆盖定理. 

2. max f {^, y ) - f ((, a + k (^- a )). 

3- 证明有界闭. 

4. 利用齐次线性方程组有非零解的条件.先考虑 f / iW/iWdx = 0 (〗二 

j=l Jo 

l , ■■■,«) 的非零解，再对 F ( x ) - t 4 ㈤ 讨论. 

t = l 

5. 设 B 以 a 为圆心，以 r 为半径，最小覆盖圆盘应满足 r 2 二 d 2 ( a , Pi ), 证明 r 
作为 a 的连续函数能取到最小值- 

6. ⑴考虑 C (; r ) 在 V 上的最 大值; （2) 利用 B 是正定矩阵的充要条件是 B = L r L , 
其中 L 非奇异,并证明对任意实对称矩阵 C ， 有 

人 raiD S ^ ff, ^ ^ Xmax, V £ E, 

y y 

Xmin ( Xmax ) 是的最小(最大)特征值. 

第二组参考顴 (收 页） 

1- 先证明丁 M 有惟一不动点,苒证明此不动点 就是了 的惟一不动点. 

2 . 令贞 a ) = |/( x )- x |, 证明3是0上的连续函数，并且在 D 上取到零点. 

3. 用反证法. 

4. 根据定义. 

5. 用上题. 

6. 用上题. 

7. ⑴ 根据 定义; ⑺利用有界闭区间上连续函数性质. 

8. ⑴根据 定义; （2) 作实轴到区间 （-1,1) 上的同胚心再对复合映射 ft 。/ 讨论. 

9. R 上定义在有界幵集上的无界连续函数不可扩张到全空间.先利用 Cauchy 准则 
把一致连续函数扩张到开集的闭包上，再用 Tietze 扩张定理. 

10. 利用有理点集在 IT 中的稠密性及 Cauchy 准则. 

第十九章偏导数与全微分 

参考题 （1秘页） 

1. 计算. 

2 . U ‘算+ 

3- 证明必要件时可考虑 f (-^),并注意 -^( lnu ) = 
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5. ⑴ 注意 w = n - 工 3 )i 且 va ： # j 时 ，（ f ； = o ; ⑺利用 《 

\^ k< 3 ^n ^=1 0T 々 

是次齐次函数. 

6. 根据链式法则和正交矩阵的行向量两两止交. 

7. (1) r ; (2} T 2 ^ n 9-, (3) r m ~ 1 sin m - 2 sin 1 "- 3 ■ sin _ 2 ,引人中间变量 tl = 

vpos&iy h — rsin ^ i , 

8. 相对误差为 A ///. 

9 . 由& > 0,矩阵有满足 Re ( X ) ^ 0 的特従值 L 设其对应的特征向童为 
ot = ( a !， … ， a n ) T ，令 y ( f ) = mil ⑴ + i ■ *+ a « i n ( t ). 由题设及 x ■■⑷ (i — 1, * ■ - , n ) 
满足的微分方程组推出!/⑷二 0. 

10 -利腑赋棘法 m aC ^^) = lifer ㈤ 计算 ■ 

第二 + 章隐函数存在定理与陰丞数求导 

第一组参考题 (205 页） 

1. 令 = /( x ,| sinxdjE ), F t - / v sini , F t (0, -|-) - / w (0, l )- 

2. 利用命题 20.4.1. 

3. 用隐函数存在定理 .. 

4. 当 x > 0 0^ 尸 ( ； r ， 0) > 0 ， F(x,~oo) = -oo , 且当 y < 0 时 F v (x, y) - (3 - 
y)y 7 e~ y > 0 , 于是存在惟一的 y = y (: r ) 使得 F(x,y(xj) = 0. 

5. 用介值定理惟一确定函数 9 =/ Oc ). 

6. ⑴当■^(叫如）# 0时，在 ( x Q , y 0 ) 附近对 t ; = f { x , y ) 用隐函数存在定理解出 
A 再栢题设条件证明 3 k ( Wy )， y ) 与2/无关，从而找出 F ( u , v ). 其它情况 类似; （2) 
对 F 求: r ， y 的偏 导数， 并用齐次线性方程组有非零解的条件. 

7. 把问题归结为证明满足 S 中前两个关系式的局部连续隐函数 i = t ( x , y ) 存在. 

8. 用反证法，聚点定理与隐函数存在定理. 

9-检验. 

10. 用反证法.由隐函数存在定理及题设证明 …， ： r r }) 与 H 2 \/( R 2 ) 均 
是非空开集.再用/({々，…， A }) 的有限性找到联结 /( R 2 \{ n ， …， A }) 中点 
与 R 2 \/( R 2 ) 中点的线段,由连通性推出矛盾. 

U - 利用映射的有限增量公式与局部逆映射存在定理. 

第二组 参考题 (如 7 页） 

1. 可微性的证明根据定义检验. 

2. 由例题 19 A 1 及 Schwarz 不等式- 
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3. 依照命题 20.2.3 的注. 

4. 自己动手做一遍就有体会. 

5. 利用局部逆映射定理把 h 找出来， 

S- 几何上的解释可局部地把/看成线性映射. 


第二十一章偏导数的应用 


第一组参考腰 (235 页） 

1. (1) 写出曲面的切平面方程，以 ( a , fr , c ) 代入; （ 2 )隐函数求导. 

2. 设顶点在三角形中的投影为 M , 其到 a , C 二边的距离分别是 rr , y , z .则 
ax + by + cz^ 2 倍三角形的面积，且求侧面积 S 可化为在前述暇制条件下的极值 
问题. 

3. u^xcos 2 a+u^coa 2 0+u xx cos 2 7 + 2 tt Ilf coe a cos /3+2xia：jCos a cosq+Stij^cos ^ cos 7 . 

4. (1)， （ 2) 计算; （ 3) 利用 （ 1). 

5 -对辅助函数 F ( f ) = / {xo + f ( x - x 0 )), 讨论. 

6. 设二次型 C ? Kxc )= 证明 Q ( jo ) 在 R n 的单位球面上取最 

小值 m . 再证明35 e (0,5。)，^ &(*，啲在 tl " 的单位球面上取最小值至少为 
Vx £ Os(x 0 ) \ { xo }. 再证 F " ⑷ > 0, F ⑷同上题. 

7. 仿例题 21.4.3 的注. 

8- Lagrange 函数为 

L{x,y, z, X) = Ax 2 + By 2 + Cz 2 -|- 2Dj/5 十 2Ezx 4 - 2Fxy — 入 (a: 2 + y 2 + z 2 ~ 1). 

9 •⑴用 Lagrange 乘子法,用到行列式的求导公式; （2) 计算 A 的行向量是两两正交 
时 ( detA ) 3 的值; （3) 用到⑴ , （2); ⑷考虑平行多面体. 

10. (1) 用反 证法. 设在内部取负的最小值,利用方程找 矛盾; （ 2 )考虑 - cK + P )， 
c 适当小. 

第二组参考腰 (237 页） 


1. 利用第十八章第一组参考题 6(2) 的提示. 

2- 给 定足在 J7 上取点及(如為，勿)，定义 F: [ a> 6j4R 3 *F(t) = (:^)-ao,i/(t)- 
V 2 ⑴~勿)，就化为命题 2L5.2 当 n = 1， m = 3时的几何解释. 

3- 由命题 21.5.2, 3^1 G (a, 6), 使 v 与 /'(6) 正交,再在 [o^i] 上用命题 21.5.2, ^ 
类推. 

4. 先考虑平面 ⑽+ ㈨ +v = 5 与曲面相切的条件,再考虑切平面两两正交时的条 
件，并计算原点到这些切平面的距离.最后计算原点到交点的距离. 

5. 证明/可以写成 r = 的函数. 
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6. 可逋过证明 ab^ G a ~ l + b \ nb 或者^ < e "- 1 + a \ na 来证明原不等式，也可归结 
为求二元函数的最值(在极值点取到).取等号条件为 a = b = l . 

7. (1) 以抑为斜率的两条直线夹角的斜率力内 ）= H ■ 证明 
fc (叫此）在 T 下不变 ; （2) 方法 同上; ⑻反演变换满足 f 十 V )(#+>) = 1; (4) 
~{^ 2 + y 2 ) -2 ; (5) 验证- 

S . (1) 曲面间的夹角就是交点处相应法线之间的 夹角； （2) 计算坐标关 系式; （3) -M + 
y 3 + ^)- 3 . 


第二+二章重积分 


第一组参考题 (275 页) 


L /是二元 Riemami 函数 t 可积的证明仿照一元 Riemann 函数的讨论. 
2- 根据可积定义讨论. 

3. (1) A = 4- ⑵用反证法，利用 （1). 

4. 利用不等式 100 + cos 3 x + C qs 2 y^ (1Q4- ^^)(10 + 

5. 用正交变换. 

6. 利用 /(A y ) = dt 及 Schwarz 不等式. 

6t 

7 . 利用 Holder 不等式. 


8. 取辅助函数 g { x . y ) = ^{\- x ) y { l ^ y ), 注意到 


}( x , y)dxdy 


T 


A 


D 


D 


dx 2 dy" 


-{ x , y ) f { x , y ) dx dy . 


按不同的次序计算累次积分，并用分部积分. 

9- 证明存在 f {^ yV ) 的连续点（抑,如)，使 f { xo : yo } > 0. 

10 - 设左端积分为 J . M , m 分别为/在上的最大最小值，则 m S 再应 

用多元函数介值定理(命题 18 , 2 . 4 ). 

U . 考虑差 


A 


rb 广 & 

p [ x ) dx p ( x ) f [ x ) g { x)dx - 
•ia Ja 



卩 ㈤/⑷ (Lc 



p ( x ) g ( x ) di . 


不同组合进行累次积分,得到 A ^ O . 

12-仿上题证明方法 - 
13. 利用第10题- 

14 -作变量代换 x = I , xyt , s = xyz , 并计箅累次积分对 * 的导数- 
15, (1) x — f { s ) + fsin ^(.?), y — ip ( s ) — tcos $( s ), 0 ^ ^ 2 ji /, 0 < t < f ; 

(2) 作变换 ( x , y )^ { s,tl 再计算积分 ■ 


第二组参考翹 （277 页) 
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1- 利用 卜_ 册 259 页练习题 10. 

2. 利用上题与例题 22.5,9. 

3. ⑴证明 W > 0 ,p ^ + oc 时，心 ㈦ 的 T 极限> ( m 浐 uH ) 利用⑴的结果 ■ 

| u v dxdy — | i ?| 

⑶利用 - — ~ p \ Q ] ^ 

' Q 

4- (1) 设球心是坐标原点，凡= (0,0,,!), P 点的轨迹形成的封闭曲面的方程力 （/ + 
y 2 + z 2 ~ az ) 2 = R 2 [ x 2 + y 3 + (^- a ) 2 ], 所求体积 F = (炉 + ?)，⑺如呆 

Pd = (n z )， 则 V ’ = + x 2 + y 2 + z 2 ). 

5^ 利用 |° e~ x2 dx - ( | e ~ ( x 2 fv 2) dxdy ) 1/2 , 其中 = {0 < z < a , 0 < ?/ < a } 3 
° Q< l 

£•„ = {/ + y 2 < a 2 ! x >0 > y >0 }, 证明右端不等式时与 上的二重积分比 

较， 此时被 积函数 e -^ 2 +^^ 是原点到 ( x , y ) 的距离的严格减少函数. 

6-用函数 f ( x , y ) 的无限接近的等位线把积分区域分力 i 午多部分. 


第二+三章含变参置积分 


参考题 (306 页) 


3■⑴= -2v^l/(t) | e + 2^ ⑽吡⑶利用(认然后将积分交换次序 

. f 1 十 oo 


1 


m 


o 


sin ax 
x 


dx 


o 


岵) 


sm ^ 

y 


dy 


(将 / 零延拓)， 


利用广义积分对 a •致收敛取极限. 


5. F ( t ) 


•-hoc 

0 


e_V (+) 办,利用广义积分对 * 一致收敛取极限 

G . ⑴固定 i , 由 Cauchy 不等式得 
_丨 

f(t + u)f{u)du 


IJA 




f 2 (t + w) dw / 2 (ti)dtx 
vl }a 

' D-\-t r-B 

j 4 +t ， 


f (u) du y 


其中 A 7 B 充分大或充分小，则 /(* + u)f(u)du 对每一个 t 都存在,且对（一 

J —CC 

致收敛. 


⑵ 




2—1 二 …… 

义积分) tte —致收敛. 

7-⑴注意伽 


1 - e _7C J 

( 2 ) 由于 / 不-定是连续函数，故要用定义证 g 的连续性1 
S- 用柱坐标变换和余元公式，或用球坐标变换，体积为 -#7t, 


e~" g( 2 >/^)d；r, 由沒有界知后面的广 


di ; 


0 Isir^r 
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i 厂 (2n)r ( 加） 

10. 惯性矩 / = = 


1L 与笫 4 题 的方法类似 . 


13, cok x p 


交换积分次序得 


~r >： 


P 

+oc 


— 一 1 _. 

V p — cosyciy , 利用 y ’ 


「十 CO 




0 


r(l- 


p 


l0 — 1々卜*. 

14- 用余元公式，结果为 In 


(■ 十 30 

15 ■利用 2 1 , = lim e - t (« 2 +^) df) 交换积分次序得 h = ^- e -" 6 , I k+1 = 

a + X n 叶 Je Za 

__1 dh j _ dh 
— db ~- 
Ifi. 考虑 lnr(i) 的导数 . 

ir ( 1 ) i + z + … + = ^5^； ( 2 ) 令 z H l ; ⑻利用余元公式. 


第二+四章曲线积分 


第一组参考题 (333 页) 


1. 利用两型曲线积分之间的关系„ 

2- 可以直接计算,也可以对 B 求导后计算，答 案为: 


(1) 2ti 丑 InJZ 当 |a| < 凡 2jlRIii | a | 当 | a | > 兄 

(2) 27liiln ii 当 d 2 + fc 2 < 疋， 2niib Va 2 + IP 当 a 2 + 炉 > 丑气 

3. Hm (In V^+7-ln (v ~ n ) 2 ) = 0 对 ($ r?) e L —致地成立. 

1 十 OO 

4. 等式两边乘以分母后求导或者积分. 

5 ■利用 GreeTi 公式得 fdxdy 二 _ j| ^f x dxdy = - J| yf v dxdy } 于是 


C 


a 


G 


fdxdy 




+yf v )<ixdy < i (f x + f v y /2 ^/x 2 +y 7 d^dy. 
G G 


6 -利用 Green 公式与中值定理， 


第二组参考题（咖页） 

1. 先考虑对于任一点 ( a ：^) € D , 存在以 （ z , y ) 为中心的开矩形，使对于任/ •条位于 


扦矩形及其边界上的逐段光滑定向闭曲线 r 有性质 


斗 1, 出） , F { x 2 , y 2、 


V (: Tl ， yi), (^2,^2) € V. 


从而有7(兄 r ) = 0,然后用有限覆盖定理. 




398 


2 ■证明 min jV /( x)| < (max/(ar) - min/(x)) ^ max|V/(a:)| f 再用多元函数介 

mSD 

值定理.可借助梯度曲线讨论， 

n 

1设 /( W ) = E e (〜 aW 当 w M 充分大时有 （ u , „) . Vf ( u , v ) > 0, 用旋转度证 
明 Vf ( v ) 古 = ^点 T 

4-不妨取 ( x , y ) 的极芈标为（仏0),并计算出 l ( x ， y ) = L ( p ). 设小圆外弧对应的圆心 
角为2化则 L { p ) = Q , Oi ： pK : r -^ L ( p ) = 2<V, r - S ^ p ^ r . 再利用余弦定理 
表达出叭并在积分号下取 J — 0,得极限值为 4 ti 「. 

5.⑴利用 Green 公式; （2) 检验; （3) 对 H ㈨ + g ㈤=1两进求微分，并用不同的方 
法【卜算 [[ 忠二 )) ⑷设曲面定义在圆盘上，并保持边界圆周不动.则 

这样的曲面不能退缩到边界上,除非撕破曲面. 

6^利用上题. 

第二 十五章曲 固积分 

参考题（ 369 页） 

1. 坐标旋转,使; c + y + z = 0 变为坐标平面. 

2 . 所求积分等于 (^) 然后作坐标旋转. 

乜2+„2 如2 =1 

3 r /是 -3 次齐次函数，即 Sf + x ^ + y ^+ z ^^ O . 

4 ■记以（叫如，邱）为心，以 e 为半径的球为尽，在0 \氏上用 Gauss 公式，然后证 
lim (^) cos { n , r ) d 5 , = 0. 
dB c 

5■用 Stokes 公式. 

<3.记4 = (4 - x ) i^,B : (77 - y )/ r 3 ,C = « - 之)/『 3 ,则 + C c = 0, 

^ + Sj, + Cj = 0. 于是 Pp = () C H - i? y d( = o(C^d7j + C s dO + 4*(1( = 

J * 

r r 

' p p 

o-fC^dTj + QdC) + A X dC-oQd^ + ^dC -n-C r de + 
r r r 

T 设 S 是以 r 为边界的光滑曲面, （Ayw) 贫 S, 由 Stokes 公式 

P = dTjd< + S| d< de + Q d^dr? 

s 

- J| ^4f d?j dC + Sj d( + Q dC d7] 

s 

^ jJ^dr/dC + BdCde + Cd^dT,. 
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S - 设液体表面为 xy 平面,^轴方向向下,液体比重为 p , 物体表面面积元 dS 的深度 
为 I 则这一元岽所受液体压力为~必，它在芯轴方向的分力为- pz ⑽ ( r ^) dS , 

1 O AAA 

于是在之 轴方 向受力 = - (_) pzcos ( n , z)dS = -p dv 二 ~ pV . 

s v 


第二十六章场论初步 


第一组参考题 (3S3 页 ) 


2. 证明 ▽ x [tF(tx y ty,tz) x r] = 

3. {£VxB= i(Vrx A) 两边求散度 , 利用子 =n 可证明 ■ n - 0. 

4. 注意到 VF/IVFI 在边界上是单位内法向量，用 Green 公式 . 

5. 类似于 (26.18), (26.19) 知巧 0) = 0,F"(0 卜 


6 . 0 


ft 


(乜 - v)Au =(〉 (u 〜 d 5 


V(u — WVu ， 即 


a 


ft 


| V U | 2 ^ 


| V «| : 


| V ^| 2 ). 


n 


( xf x + yf^)dxdy 


r 2 lt 


dr 


再用 Grem 公式计算 


* 2 - h ^ 2 < I 


■^TL 


i / 

dr 


dd . 


第二组参考题 ( 384 页） 

1. 由极值原理的证明知 u ( M ) 满足极值 原理. 在任一球办上用 Poisson 积分公式作 
Br 内的调和函数 v ( M ), 使得在3如上 v ( M ) = u ( M ), 再利用极值原理知在办 
内 ti ( M ) = v ( M ). 

2. 利用极值原理和 Poisson 积分公式. 

3. 用 1 E 明平均值公式的方法. 

4 ■记芪是以 ( a ：, y , z ) 为心， e 为半径的球，在第二 Green 公式中取 u = 1/ r ， 积分区 
域为氐. 

5. 将被积函数放大,缩小. 

6. 利用上题. 
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中文名词索引（汉语拼音字母序) 


B 


_ . 

边界，边界点 . 

变换 

. 138 

. 137 

.* + 01 

枢电〜 . 

, t x OQO 

Plt / T 3 . 

H b * ■ . . ZOO 

反演〜 . 

.238 

极 坐标〜 . 

. 247 

球坐标〜 . 

. 253 

柱坐标〜 . 

. 253 

不等式 


Bessel . .* 

. 83 

Carleman 〜… 

. 16 

Hadamard 〜… 

. 237 

Hardy 〜……. 

. 17 

Holder . . 

. 270, 276 

Minkowski 〜… 

. . 276 

Poincare ■… 

. 275-276 

Steklov . . 

. 104 

Wirtinger 〜… 

. 104, 276 

等周〜 . 

. 326 


C 

场 

保守〜 * … .* ■ * ■ * 

散度〜，梯 度〜 ，旋 度〜… 
赛向 H b * * 

无派〜，无旋〜 * 

. . . 

Cauchy ~ .* ■- 

部分〜 ... 

对角线〜 . 

无穷〜 (见无縣积） 

初等集,闭初等集 . 

D 

申-连通区域（见区域） 


导集(见集） 

点 

内〜，外〜，边界、聚〜，孤立〜137 

定理 

Abel . .■ 12 

Abel 第一 〜， Abel 第二〜 … ■ 59 

Abel-Pringaheim ^ . 36 

Arzda 控制收敛〜 . 54 

ArzelarBorcl 〜 ■■■■*■■■■■■ 54 

Bernstein . . 389 

Bohr-Mollcrup ^ . 301 

Brouwer 不动点〜 . 328-329 

Cantor ^ . 101, 158 

Dini . . 286, 291 

d \\ Bois Reymond . 12, 100 

Fej 6 r ~ . 91, 93 

Fourier 级数的惟 一性〜 .93 

Fourier 级数的逐项 积分〜 ■■■■ 96 
Fmiri 社级数 的逐项求导〜 ■■■■ 97 

Hadamard ^ . 203 

Mertens . . 23 

Osgood .. . 54 

Riemann 重排〜 . 22 } 25 


反函数组存 在〜 . 193 

髙维中值〜 . 317, 334 


…… 322 

■ ■ ■. 376 

Rolle 〜 . . 

Sanderson 中 值 〜. 

. 233 

. 237 

,".371 

Stone-Weierstrass ^ 

、 . 127 

-… 376 

Tauber 〜■一 i ■ + ■ + 

. 62 

. 22 

Visser ~ . 

. 47 

. 22 

Weierstrass 逼近〜（见外文索引） 

■ - ■. - ♦ 28 

瞒套〜 . 

. 55, 142 

. 22 

代数基本〜 . 

■ ■ ■ * ■ +, + ■ T ■ 329 


等周〜 . 

. 325 

……55 

二重正项级数的求 ^ 

钉顺序交换 〜37 
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紧性~ . 


局部化. . 

■■+■♦■ r 87 

局部逆映射 存在〜 . 

. 196 

幕级数展开的惟一性〜 

. 66 

拟微分平 均值〜 . 

. 183 

逆映射 . . . 

■* 202 203 

凝聚 ~ . + ". + ■，■ 

■. 141 

散度~ . 

. 371 

隱数存在〜 . 

. 188 

隐函数组 存在〜 …… 

. 192 

秩〜 . 

. 208 


F 

范数 .. . . .' > < * 137 

方程 

Canchy-Riemaim . 238 

Kepler 〜 . . …. . 188 

封闭性 〜 (Parseval 等式）……94 
方向与 t 数 .h +1 ► ■ — ■ ■ d ■ ■ ■ h p 11 + —. 212 

分形 . 131 

G 

公式 

Binet-Lucas ~ . 389 

Catalan . . 278 


Cauchy-Hadamard . . 59 

Euler-Fourier 〜了 ■ . . . < * -I 79 

Eukr-Gauss ^ — . . 33 

Gauss . .'■ 347 

Green .. . 318 


Legendre 加倍〜 . . . 297】302 

Poisson 积分~ ... 381 


Stirling . . 34, 303 

Stokes ^ . 352 

一般的〜 . 363-364 

Ikylor — . 215 

Viete ^ . 29 

Wallis . . 29 

Weierstrass ^ . 33 

平均值〜 . 379 


有限增量〜 
余兀〜 … ■ 
规范正交系… 
光滑曲线…… 


■*■*■•■* 173 
33, 297, 302 

. 86 

. 209 


H 

函数 

Bessd 〜 ■ * .* 64 

B 〜 ■■■HHhHi. 2^6 

r 〜（见外文索引） 

Ricmann 的 zeta - 〜 ■ 75, 112, 300 
Steklov ^ . . . 389 


van tier W^erden . 132 

Weierstrass 〜 . 131 


处处连续处处不可 微的〜 131, 136 

广义〜 . 121 

齐次〜.. . . < * . , k QQ 

生成〜 . 78 

势〜 . 323 

实解析〜 . 128 

特殊〜 （见特殊函数） 

调和〜 . 379 

+ h + , + ■丄■ + ptia . ia . ia.il ■■ ^ 88 

有稠密间断点的单调〜……136 

有稠密间断点的导〜 . 136 

原〜 . 128, 135 

正交〜系… .. 82 


核 


de la V^llee Poussin 


105 


Dirichlet 〜 . .87，88 

Fej6r 〜 ■ t ，+ k . . +，+ ■. 1 92，93 

Landau 〜 .121-123 


〜函数方法 . 120 

恒等式 

Vandermonde ^ . 78 

第一 Green 〜 *. 377—378 

第二 Green 〜 . 382 

























































404 


中文名词索 ？ I 


J 

集 

闭〜 . 55, 138 

初等〜，闭初等〜 . 55 

导〜.. . 137 

紧〜 . 139 

开〜 . 138 

麵〜 . 139 

道路〜 . m 

凸〜 .* * *.*. 1 39 

积分 

Dirichlet 〜 . 87, 291 

Euler 〜 ■■■*■-■* .iQt) 

Euler-Poisson ^ - *. 291 

Fejer ^ . 91-92 

Poisson 〜公式 . 381 

■卜… ■ —.. ■ ■. — i ■ ， 239 

二重 ..239 

〜 ■ ■ ■ ■ -.- 251 

n 重〜 ■ *.*. 256 

广义重 ~ . 258 

含参变〜 . . . . . . . 2T9 

含参变量常义〜 . 279 

含参变量广义〜 . 285, 107 

曲面〜（见曲面积分） 

曲线〜 （E 曲线积分） 

第二类完全椭圆〜 . 108 

奇异〜 . 121 

逐项〜法(级数求和） . 113 

(广义重）〜收敛 . 258 

(广义重)〜发散 . 258 

级数 . … .1-2 

〜乘积 . 22, 76 

〜求和 . ……… in 

〜的裂项相消法 . 112 

〜的 Abel 方法 ■*■*■*■■■ 112 

Dirichlet . . 75 

Fourier -(见外文索引） 


Leibniz 型〜 20 

Maclaurin ~ . 65 

Taylor 〜 .. 65 

比较〜 . . 6 

变号〜 . 19 

超几何〜 ■ 60 

交 ft 〜 . 20 

绝对收敛〜 . 20 

幂〜（见幂级数） 

数项〜 . 1 

条件收敛〜 . 20 

调和〜 . . .'i； 13 

P 次幂的〜 (P 级数）…3, 13 

同号〜 . 3 

无穷〜 .1-2 

余弦〜，正弦〜 - 80 

正项〜 . 3, 6 

〜收敛的充要条件 . 3 

通项单调减少的〜……8 ( 9 

极限 

重〜 .* ■ - 147 

累次〜 . 150 

极信原理. . 38(1 

间断(不连续） .+ ’■■ + ’ + ■ + ’ t ■ * 153 

矩： . 266 

矩阵 

Hesse . . 216 

距离 . 137 

卷积 . 121 

L 

连续 . 153 

下〜 ■ ■ 卜’ ■ . . . 264 

〜 向董场 . 327 

链式法则 . 175 

裂项相消法（见级数求和） 

邻域 . 137 

零测度集… *.* 240 
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零面积（见面积） 


M 


幂级数 


〜的系数 . 

’ . . . * 5 S 

〜展开式 . 

. 65 

〜展开 的惟一性定理 • 


面积 



. 239 

<-T.T. + "1.T.T.T"f 

. 239 

〜微分 . 

. 264 

N 


内部 ' 1 H h *. 1 …+ r … T ■ * 

■ * ■ • 5 S : 137 


P 

判别法 

Abel . . 21, 42, 286 


Bendixon . . 44 

Bertrand . . 8 

Cauchy 根值〜 . 8 

Cauchy ( 广义璽积 分 ）〜 ……259 

Cauchy 积分〜 . 9 

Cauchy 凝聚〜 . 9 

d’Alembert . . 8，19 

D^dckind ^ t ■ 了 ■ T . .♦ ■ 27 

du Bois Reymond 〜 .27 

Dirichlet - . 21, 42, 286 

Dini 〜 . . . . . — 42 

Ermakof ^ . 38 

Frink 〜 . 38 

Gauss . .. —— S 

Kummer . . ……11 

Leibniz ~ .. . .. 20 

Lobatchevski . . 38 

M . . 42, 286 

Raabe . . . . + 8 

Sapagof 〜 . 10 7 30 

WcierstraHS — . 42, 286 

〜的比值形式 . 7 


〜的基本形式 . 6 

〜的极限形式 . 7 


tt 值〜 . 8 

等价童〜 ..*. … ‘ 7 

对数〜 . 9 

对角线〜 . 43 

上确界〜 . 42 

优级数（强级数）〜 . 42 

优势〜 .. . .- ■ ■ ■ ■ 42 

偏导数 . . . . *■*'*■'■*■ 167 

〜的几 何意义 . 167 

高阶~， 二阶〜 . 168 

平面 

法〜 . 209 

切〜 ... - 210 


Q 

嵌入法 . 284, 305 

跳 . 139 

x y 〜 + 245 

开〜 .-■ ■ ■ *. 139 

闭〜 ... 139 

单连通〜 . 322 

曲面〜 . 355 

曲线 

〜积分 . 309 

—* 呀] 〜 .* ■ *. 309 

第二型〜 ...* ■ • ■ 313 

〜与路径无关……322, 355 
可求长〜 (■ T _ T _ + _ + _ + _ r _ r _ + ( + _ <309 

简_^~ ■ … h ■ T ■ ♦ ■ + ■ T ■ T ■ ‘, + h T ■ 309 

梯度〜 . 316 

有向〜 . 313 


Peano 〜■… …… …….134 ， 165 

曲面 

〜平-连通区域（见区域） 

〜积分 . . . . . 336 

第一 * 型 〜 t ... 336 

_ ■ 型〜 1 .* ■ + ■*. 340 
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中文名词索引 


定向 ■ 340 
S 

散度 " 371 

〜定理 . 372 

〜场 . 376 

三分法卜/3法 ； 法） . 50 

三角级数 . 79 

非 Fourier 级数的〜 . 100 

生成函数 . 78 

收敛 

Cesaro 意义下求和 （〜 ） 39, 77, 91 

点〜（点态〜，逐点 ■ 40, 87 : 88 

平方平均〜 . 94 


一致〜（见一致收敛） 

准一致〜（见一致收敛） 

T 

特殊函数 . 296 

梯度 . 213 


〜场 . 376 

~曲线 .*.. 316 

通项 . % 28 

同伦 .* ■ - ■ * ■ * ■ - ■ * ■ * ■ * ■ * ■ * - * ■ 328 

同胚 . . . 202 

椭圆 

〜周长的近似公式 . 108-109 

第二类完全〜积分(见积分） 

W 

夕卜积、 . 357 

完备性（函数系的） . 95 

微分 

夕卜 . 361 

〜的几何意义 . 171 

〜形式 . 358 

焓当〜 . 323 

拟〜平均值定理 . 183 

微元法 . 262 

无穷乘积 . 28 


e 的 〜展开 . 38 

it 的〜展开 . 29 

正弦函数的〜展开式 . 31 

X 

系数 


幂级数〜（见幂级数） 
Fourier 〜（见外文索引) 


瑕点 . 286 

瑕积分 . 289 

向量 

切〜 . 20 ft 

法〜 . 210 

旋度 . 372 

〜场 . 376 


旋转度 . 327 

循环常数 . 324 

Y 

压缩映射，〜原理 — *'■*■'■*■*• 161 

一致收敛 . 40, 79, 95, 107, 286 

Cauchy 〜准则 . 42, 286 

关于〜的 Fejer 定理 . 93 

绝对〜 . 41 

内闭〜 41 
准〜 . 53 

引理 

Lewin ■〜. . 57 

Riemaim . 81, 84, 129 

有限交性质 .141-142 

余项 . 2, 28 

Lagrange ^ …… ……■.… 215 

Peano ~ . 215 

圆周率 . 2, 4-5, 29 

〜 的后现代算法 . HB 

2 

振幅 .* ■ 159 

正交函数系 ■ j ■ *. ■ + ■ +… . 82 

蛛网工作法 . 48 

最小二乘法 . 222 


























































外文名词索引（拉丁字母序) 


Abel 


〜变换 . 


……21 

- 第一定 理，〜 第二定理 

……59 

〜定理 . 


……12 

-判别法 . 

21, 42, 286 

级数求 和的〜 方法 … 


…112 

Abel-Pringsheim 定理 - 


. 36 

Archillcs 悍论 . 


■■■■1,5 

Arzela 控制收敛定理 …… 

…， 

. 54 

Arzela-Borel 定理 . 

■ + p * 

. 54 

Basel 问题 . 

■ 1 1 + 

■ 32, 113 

Bendixon 判别法 . 


.. x . 44 

Bernoulli 数 . . 

71, 

115-116 

Bernstein 定理 . 


.… 389 

Bessel 不等式 - . 


. 83 

Bcssd 函数 . 


. 64 

B 数 . . 

■ + f + 1 

. 296 


Binet-Lucas 公式（见 Fibonacci 数列) 
Bohr - MoUerup 定理（见 r 函数） 


Brouwer 不动点定理 . 328-329 

Cantor 定理 . 101, 158 


Carleman 不等式 . . . 

……16 

Catalan 公式 . 

■■■■278 

Cauchy 乘积 


级 数的〜 . 

. 22 

Cauchy 根值 判别法 . 

. 8 

Cauchy 积分判别法 . 

. 9 

Cauchy 凝聚判别法 .. 

. 9 


Cauchy 判别法（广义重积分） ，… 259 

Cauchy 收敛准则 . 20 

Cauchy 一致收敛准则 . 42, 286 

Cauchy-Hadamard 公式59 
Cauchy-Riemann 方程… + …… ■■ 238 

Cesaro 求和 . 39, 77 

Fourier 级数的~ …+… ……91 


d'Alembert 比值判另 ij 法 . 19 

Dedekind 判别法 . 27 

de la Vallee Poussin 核 ... 105 


Dini 定理 . 286,291 

Dini 判别法 . 42 

Diridilet 核 ... *. 87, SK 

Dirichlet 积分 . 87, 291 

Dirichlct 级数 . 75 


Dirichlet 判别法 . 21, 42, 286 

du Bois Reymond 定理 . 12， 100 

da Bois Reymond 判别法 .27 

e 的无穷乘积展开式 . 38 

Emrnkof 判别法 . 38 

Euler 积分 .. 109 

Eukr 数 .71 

Euler-Fourier 公式（见 Fourier 系数） 
Euler^Gauss 公式（见 E 1 函数） 
Euler-Poisson 积分 . 291 


Fejer 定理 . 91, 93 

Fej 和核 . 92, 93 

Fe 辦积分 . 91-92 

Fibonacci 数列 .*. 37 

〜的 Binet-Lucas 公式 ■ * ■ • ■ - 389 

〜的生成函数 . 78 

Fourier 级数 . 79 

〜的 Cesaro 求和 . 91 

〜的点 收敛性 . 87, 88 

〜的平方平均收敛性 . 94 

〜的惟一性 . 93 

-的一致收敛性 . 79, 95 

-的逐项积分 . 96 


-的逐项求导 . 97 


非〜 的三角级数 . 100 


系数单调的〜 . 99 

Fourier 系数 . 79 
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〜的 Eulev-Fourier 公式 . 79 

〜的渐近性质 . 81 

〜的几何意义 . 82 

〜的最优件 . 83 

Frink 判别法 . 38 



32, 297 

〜的 Bohr-Mollcrup 定理 

■- 301 

〜的 Euler-Gauss 公式… 

. 33 

〜的 Legendre 加倍公式 

297. 302 

〜的 Weierstrass 公式… 

…… 33 

〜的两个定义的等价性 ■- 

■…110 

〜 的余元公式 . 33, 297, 302 

Gauss .. . ■ + ■ T ■ , 

. 347 

Gaii 阳判别法 . 

……8 

Gibbs 现象 + . + 

… . 89 

Green 


〜 公式 . 

■ ■ ■ ■ 318 

第一〜恒等式 . 

377-378 

第二〜恒等式 . 

.…382 

Hadamard 定理 . 

■■■■ 203 

Hadarnard 不等式 . . 

+ …237 

Hardy 不等式 . 

. 17 

Hesse 矩阵 . 

-■■■ 216 

Holder 不等式 . 

270, 276 

Kepler 方程 . . 

■ ■ ■ ■ 188 

Kummer 判别法 . 

. 11 

Landau 核 … .. . 

121-123 

Legendre 加倍公式（见 r 函数) 


Leibniz 判另！ J 法 . 

. 20 

Leibniz 沏级数 . 

+ . t- 20 

Lewin 引 ■■■ + >■ + ■ - . . . . 

■■…57 

Lobatchevski 判别法 ■ . . 

■♦- + ■ 3 S 

M - 判别法 . 

42, 286 

Ma^laurin 级数… . ♦… T 

……65 

Mertens 定理 . 

. 23 

Minkowski 不等式 . . 

…- 276 

Osgood 定 - + 

-■ ■ + 54 

Parseval 等式 ■ -. 

. 94 


〜的推广 . 95 

Feano 曲线 . 133, 1 GS 

P 级数 ( P 次幂的调和级数） …… 3, 13 

Poinnare 不等式 . 275-276 

Poisson 积分公式 . 381 

Raabe 判别法 .*. 8 

Ricmann 重排定理 . 22, 25 

Riemaim 的 zcta - 函数75, 112, 300 

Riemann 引 5 里 . 81, 84, 129 

RoLle 定理 . 233 

Sanderson 中值定理 . 237 

Sapagof 判别法 . 10, 30 

Steklov 不等式 . 104 

Steklov 函数 . 389 

Stirling 公式 . 34, 303 

St one - Weierat rass 定理 ■ ‘ ■ *. 127 

Stokes 公式 . 352 

一般的〜 . 363-364 

Tauber 定理 . 62 

Taylor 级数 . 65 

Taylor 公式 . 215 

Vandermonde 恒等式 . 78 

van der Waerden 函数 .132 

Viete 公式 . 29 

Visser 定理 .47 

Vivian ; 体 . 274, 314, 339 

Wallis 公式 .29 

Woierstrass 逼近定理 47, 103, 105, 119 

〜的 Bernstein 证明 . 123 

〜的 Cohen 证明 . 125 

〜的 Korovkin 证明 . 125 

〜的 Landau 证明 . 121, 123 

〜的 Lebesguc 证明 . 丄27 

髙维空间中的〜 . 328 

Weierstrass 公式（见 r 函数） 

Weierstrass 函数 . 131 

Weierstrass 判别法 . 42, 286 

Wirtinger 不等式 . 104, 276 





































































